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Izradunavanje nekih konanih suma

Nevzeta Karaé®, Alma SehanoviéP

“Gimnazija "Mesa Selimovié”, Tuzla

b Gimnazija ”Mesa Selimovié”, Tuzla

Sazetak: U matematici se ¢esto, na svim nivoima obrazovanja, ukaZe potreba za nalazenje nekih
kona¢nih suma. Zelja nam je da u ovom radu pokazemo kako se izracunavaju neke konaéne sume,
§to je ilustrovano nizom zanimljivih zadataka prilagodenih ucenicima srednjih gkola.

1. Uvod

Cesto u testovima logickog tipa i razli¢itim enigmatskim Gasopisima mozemo naéi zadatak slican sljedeéem.
Zadatak. Napisati sljedeéi ¢lan u nizu brojeva

57901
727374757

Rjesenje: Problem se svodi na odredivanje opéeg ¢lana datog niza. Kako je

2-1+1
ar = 32#’
5 2.241
“@T T Ty
T _2:3+1
3 - 3* 3 )
9 2441
as = 47 4 )
11 2-5+1
a = —=———
° 5 5
opdi ¢lan niza 3,2, 1,9 L ... je a, = 22 paje ag = 12 . O

Ovaj postupak mozemo uspjesno primijeniti na izracunavanje nekih kona¢nih suma. U nastavku navodimo
nekoliko primjera u kojima ¢emo koristiti i poznate sume potencija prirodnih brojeva:
n(n+1)

Si=142+434-n="—""—, (1)

Ciljna skupina: srednja skola
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2 12
53:13+23+33+~~-+n3:”(n+)’
n(n+1) (2n+ 1) (3n? + 3n — 1)
Sy = 7
30
te sumu prvih n ¢lanova geometrijskog niza
1 _on
Sn:a1+a1q+...+a1qn—1 =a 1_qq )

2. Izracunavanje nekih konaénih suma

Primjer 2.1. Izrac¢unati sumu: S=—-14+24+7+4+144+23+--- 41598 .

Rjesenje: Posmatrajmo niz —1,2,7,14,23,---. Tada je
a = —-1=12-2,
a, = 2=2%2-2,
as = T7=32-2,
ag = 14=42-2
a5 = 23=5%-2,
Opéi ¢lan niza —1,2,7,14,23, - je ap, = n? — 2, pa trazenu sumu S mozemo predstaviti u obliku
S = —14+24+74+14+23+---+1598

(12=2)+ (22 =2) + (32 —2) + (4> = 2) + - + (40> - 2)
12422 432 442 4. 4402 —40-2,

odnosno, koristeci (2)

404181

S
6

—40 -2 = 22060 .

Primjer 2.2. Izracunati sumu: S =14 12445+ 112+ --- + 3312 .

Rjesenje: Posmatrajmo niz 1,12,45,112,---. Primjetimo da je
ap = 1=1-12
as = 12=3.2%
a3 = 45=5-3%
ag = 112=7-42

Opéi ¢lan ovog niza je a,, = (2n — 1) n? = 2n® — n?, pa trazenu sumu S mozemo napisati u obliku

S

1412445+ 112 +--- + 3312
= 2. 13124228 -224+2.3% -324+2.4% 42 ... +2.12% - 122
2(134+ 22 +3 + 4%+ +12%) — (12422432 +4% + .- +127) .
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Sada, koristeéi (2) i (3) dobijamo da je
S =12168 — 650 = 11518 .
O
3 9 33 129 131073
Primjer 2.3. Izracunati sumu: S = 3 + 1 + 3 + 16 4+ 4 F12
Rjesenje: U nizu g,%,%,%,~-- je:
3 2+41  2'41
R R N T
9 841 241
@7 YT T
3 32+1 2541
Q- = —_— = =
? 8 8 2
129 12841 2741
“ 6 16 2t
Uocavamo da je opéi ¢lan ovog niza a, = 22";“. Koristedi to i (5) sumu S mozemo predstaviti u obliku
g _ §+9+§+%+ +131073
2 4 8 16 512
241 2541 2°+1 2741 217 +1
= + + +oe .
2 22 23 24 29
SO SR U AT R I O
B 2 22 22 23 23 24 M 29 7 29
= (1+2+2°4+2%+..-+2%) + L I
B 2 22 28 29
1(1-2% 1(1-% 1 2881
_ )+2( 129):29—1+1——: .
1-2 1-3 29 29
O
Primicr 2.4. Iacunati gl ot 1 1
rimjer 2.4. Izracunati sumu: S= -+ —+ —+— 4+ ——— .
J 545 117 ' 221 4076357
Rjesenje: Niz %, ﬁ, ﬁ?, ﬁ7 mozemo napisati u obliku

1 1 1

1
1-5°5-9°9.13"13-17"

Opéi ¢lan ovog niza je a, Rastavljajuéi na parcijalne sabirke dobijamo

— 1
T (4n—-3)(4n+1)"

1 71( I )
(4n—3)(An+1) 4\ (4n—3) (@“n+1)/)"
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pa je
1 1
NN VAN
1-5 4 5
1 1/1 1
5.9  4\5 9/’
1 o1 /1 1
9-13 =~ 4\9 13)’
1 11 1
13-17  4\13 17/~
1 1/ 1
2017 -2021 2017 2021/ °
Dakle, trazenu sumu S mozemo napisati u obliku
S = ! + ! + — ! +—— ! +o !
~ 1.5 5.9 9-13 ' 13.17 2017 - 2021
1 . 1 N 1 1 N 1 1 L 1 1 . 1 1
T4 5'5 99 1313 17 2017 2021
3 5 7 9 21
Primjer 2.5. Izracunati sumu: S = 1 + 36 + Tid + 100 + - 12100 °
RjeSenje: Posmatrajmo niz %, %, &,%7"'. U njemu je:
3 2-1+1
“eT T 2
5 2 2+1
ay = = s
2 36 22.32
= T 2 3+1
7 144 32427
9 2441
TG00 T a2s2
Uocavamo da je opéi €lan datog niza a,, = nf&ii)z.
n+1 1 1
n2(n+1)°> n* (n+1)*’
pa je trazena suma
S73+5+7+9++21
T4 36 144 ' 400 12100
2-141  2:2+41  2:3+1  2-4+41 2.-10+1
1222 22.32 32.42 42 . 52 102 - 112
11 N 1 1 N 1 1 ‘s 1 1 L 1 1
To12 22 T2 32 32 g2 52 102 112
7 1 120
B 121~ 121 °

>:

1
4

(1_

1

2021

)

505

~ 2021

Rastavljajuc¢i na parcijalne sabirke imamo

14
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1 1 1 1
+ + . S
3VI+1v3  5V3+3V5  TV545VT 81/79 + 79+/81

Primjer 2.6. Izracunati sumu: S =

RjesSenje: Prvo primijetimo da je

40
S = E an ,
n=1

za Ay = (2n+1)\/mj—(2n—1)\/m~ Racionalisanjem dobijamo da je
R 1 2n+1)v2n—1—(2n—-1)v2n+1
T @2+ D) V2n— 14+ C2n—1)V2n+1 2n+1)V2n—1-(2n—-1)v2n + 1
B Cn+1)v2n—1-2n—-1)v2n+1  (2n+1)vV2n—1-(2n—-1)v2n+1
[(2n+1)v2n—1 i [(2n—1)v2n+ 1}2 2n+1)22n-1)— 2n—1)*(2n+1)
o @Cn+D)v2n—1-(2n—-1)v2n+1 1 /vV2n—-1 2n+1
N 2(2n+1)(2n —1) 2\ 2n-1 2n+1 )"’
odakle je
¢ _ 1 1

1 1
SVI+ V3 5vB+3v5 | Ta+ovi 81V 4 79VRL
_1(\5\/3\/5\/5\/5\ﬁmm\/87)

2\ 1 5 T3 5 T 7 Tt 81
1 1 4
2( 9)9

Primjer 2.7. Izracunati sumu: S, =1+ 2z + 32% + 423 + -+ (n+ 1) 2.

Rjesenje: 1
Ako je x = 1, suma je

_(n+1)(n+2)
Snff.

Neka je 2 # 1. Sumu S,, mozemo napisati u obliku

Sy = (I4+z+2®+2°+ +2") + (x+22° +32° + -+ + na")
(I4+z+- 42"+ (x+a®++2") + (2®+22° + -+ (n—1)z")
= (I+z+- 42"+ (z+2"+- 2"+
(2 +2®+ 42"+ (2" 2" + 2™
Sada, koristeéi (5) dobijamo da je
1

zntl -1 z(z" —1 22 (z" 1 =1 (2?2 1 " (x—1

o 1Y) reron 21 ) e
z—1 z—1 z—1 z—1 z—1
{ZZ"+1—1+CB"+1—$+$7L+1—$2+"'+IZ;'"+1—In_1+$n+1—l’"

r—1

ntl_q
(n+1)xn+17(1+x+x2+“.+xn—1+xn) (n+1)xn+1_%

r—1 r—1
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odnosno
g _ (nx—n+z—2)z" +1
! (z - 1)* '
Rjesenje: 2

Trazena suma S, je izvod sume

(5) "2 -1

l+z+a+2°+2t+-. 42" 2! :
T

Derivacijom dobijamo

n+2_1 /
Q+z+a?+ad+at+ 2"+ ) = (xi> ,

r—1
odnosno
4 Da (@ —1) -2 41 (r—ntaz—2) a2t 41
(x—1)2 (1_1)2 .

Primjer 2.8. Izracunati sumu: S, =1+ 3z + 52> + 7% + - + (2n + 1) 2™,

Rjesenje: 1
Ako je x =1, onda je

S, =(n+1)°.

Neka je x # 1. Mnozenjem trazene sume S,, sa z (x # 0) i koristeéi (5) dobijamo da je

S, — xS, = 1+2m+2x2+2x3+~-—|—2x”—(2n+1)x"+1
I—2n+ 2" +22 (14+z+2>+- +2")
1—2z"
= 1-@2n+1Da2"+2
@2n+1)2"" + T
Dakle,
1—2z"

(1*$)Sn:1*(2n+1)1'n+1+2$1 ,

pa je

_l+a—(2n+3)z" 4+ (2n + 1) 22

S’n
(1-a)°

Rjesenje: 2
Sumu §,, mozemo napisati u obliku
S, = 1+43v+52* +72% + -+ (2n+ 1) 2"
= l+at+2>+23+-F2" + 22 +42% + 623 + - + 202"
= l4+a+2>+2°+ - +a"+22(1+20+32° +-- - +na" ).

S1 S

16
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Primijetimo da je

)zt —1

S = ——— i S,=(81)
1 r—1 1 2 (1) ,
pa je
n+1_1 n+1_1 4 n+1_1 1 n —1)— n+1 1
Sp = =2 (” =7 popln @) et
r—1 rx—1 r—1 (x—1)
1+z—(2n+3)z™ ! + (2n+1) 22

(1-=)*

Primjer 2.9. Izracunati sumu: S, = x+ % (1 + ) + 2° (1+z+ x2) +ota" (1+ o+ x4

Rjesenje: Neka je x # 1. Koristedi (5) trazenu sumu S,, mozemo napisati u obliku

g x—1+2 z2—1+3 :U?’—l+ g " -1
n = l‘- x. l’. e l‘ .
rz—1 z—1 z—1 z—1

= xfl [m71+x(372*1)+$2(m371)+~-~+m”_1(gc”71)]

- x1[($+$3+$5+-“+x2”_1)_(1+ﬂc+m2+~-~+ﬂcn_1)}

> —
B x (xQ”“x x”fl) _I”H (z"‘“—m—l)—i—:p
- @-1)*(+1)

2 -1 z—1

rx—1

Primjer 2.10.

a) Izracunati sumu S, = § + 35 + 55 + o1 + -+ + 2L

b) Odrediti lim S, .
n— o0

Rjesenje: a) Posmatrajmo razliku

g o0y 1+3+5+7+ +2n—1 . 3 5 7 oan—1
" T g 92 193 o4 on 2 22 923 on—1
B 2 2 2 2 oan—1
B R R R 1T o
1 1 1 o —1 2n+ 3
= —1—<1+2+22+ ~+2TQ>+ 5 =3+ 5
2n +
Dakle, S,, =3 — om
b) Sada je
on + 3
lim S, = lim (3— nt ):3.
n—oo n—o00 on

1 2 3 4
Primjer 2.11. Izraéunati: lim | — 4+ -+ =+ —=+---+ n .
n—oo \ 20 = 2 = 22

17

+ xnfl) .
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Rjesenje: Neka je

1 2 3 4 n
S”_@Jri—‘r?—i_ﬁ—‘r.”—*—?mfl .
Tada je
1571+2+3+4+ +n—1+n
27" 2 22 23 0 24 gn—1 " on
Koristeéi (5) dobijamo da je
1 1 1 1 1 n
S, — =S, = 14—+ — 4 o
2 +2+22+23+ Jr2"—1 AL
o 1 n 2 n n -+ 2
1 T on T T on on  “T Tom
51 2 2 2 2
1 n+ 2 .
:[)akle7 isn =2 27", pa je
mnsn:1m1<4fﬁi3>:4.
n—oo0 n—o00 2n—1
O
Primjer 2.12. Izrac¢unati sumu: S, =14+ 114+ 111+ 11114 --- 4 111...1.
n jedinica
Rjesenje: Broj 111...1 mozemo napisati u obliku
——
n jedinica
ndevetki
999...9 10" -1
111...1 = = ,
n jedinica
pa imamo
10-1 10°-1 10®—-1 10"—-1 1 n
S, = e = (10410 + 103 +--- +10") — —
n ottt t g (10+10%+10° 4--- +10") — 3
1 10 10" —1 n_lO(lO"fl) n
B 9 9 81 9
O

Primjer 2.13. Brojevi 49,4489, 4444889, - - - se dobiju tako Sto se "u sredini” svakog prethodnog broja ubaci
broj 48. Dokazati da su svi takvi brojevi potupuni kvadrati prirodnog broja.

RjeSenje: Broj 444 ...888...9 mozemo napisati u obliku
4-111...1-10"+8-111...1-9 =4-111...1 -10" +8-111...1+1 .
— —_— ~— —

n jedinica n—1 jedinica n jedinica n jedinica

10" -1

Kako je 111...1 =
——

n jedinica

, imamo

10" — 1 10" — 1
4-111...1-10"+8-111...1+1=4- 0 -10" 4+ 8- 0 +1
~— ~— 9
n jedinica n jedinica
B 44mn—44m+ﬁ~m”—8+9_4.m%+4-m"+1_(24m+&>2
- 9 - 9 B 3 '
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3. Zadaci za vjezbu

Izracunati sume:

1. §$=24+94+28+65+ 126+ ---+ 8001 .
2. S=4+18+48+100+ --- 48820 .

o1 11 1
B.S=—F —F —t— .

10 140 88 1541 8188 .
4. § = + + +o 4 .
W1+ 1vV2  3vV2+2V3  4V3+3V4 2251/224 + 224+/225
5. 5n= 24542 1gq . g0t
T 2 2

1\° 1\? 1\° 1\"
6. Sn:<x+f) +<x2+—2> +<x3+—3) +---+<x”+—> ,x#+l,neN .
x x x "

7. Neka je aaa...a broj ¢ije su sve cifre a, gdje je a # 0. Izracunati

S=a+aa+aaa+---+aaa...a .
a + aa + aaa + + aaa [7)

n
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