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Povsina tangentnog i tetivnog mnogougla

Hasan Smaji¢®

aJU OS "Malesiéi”, Malesici

Sazetak: U ovom radu izvedena je formula za izratunavanje povrsine bicentri¢nog ¢etverougla (&etverougla
koji je istovremeno i tangentni i tetivni) pomocu duzine njegovih stranica. Zatim su izvedene razlicite
forme povrsine tetivnog mnogougla kao i formula za povrsinu tangentnog mnogougla.

1. Uvod

Ovaj rad predstavlja nastavak istrazivanja zapocetih u ranijim radovima [1],[2],[3] u kojima su dokazani
teoremi o potrebnim i dovoljnim uvjetima da bi konveksni mnogougao bio tangentni (moze se u njega upisati
kruznica), odnosno tetivni (moze se oko njega opisati kruznica).

Poznato nam je da se proucavanje povrsine trougla, ¢etverougla i pravilnog mnogougla moze izvesti na vise
nac¢ina (pomocu razli¢itih formula).

Postavlja se pitanje: kako izrac¢unati povrsinu tangentnog i tetivnog mnogougla koji nisu pravilni? U ovome
radu bit ¢e dat odgovor na to pitanje.

Slike uradene u GeoGebri sluze uglavnom kao provjera tacnosti algebarskih izra¢unavanja (valjanosti izvedenih
formula).

Prije svega, neophodno je podsjetiti se nekih vaznih rezultata dobijenih u [1],[2],[3], a koje ¢emo koristiti u
nastavku.

Teorem 1.1. Konveksni mnogougao Ay As -+ A,—1A, koji ima neparan broj tiemena (n = 2k+1) je tetivni
ako i samo ako vrijedi jednakost
aq Ap—2 ap—1

- = — =2R,
CoSs 1 COS Pp—_2  COSPp_1

pri demu su a; = A;Aiv1, (1 =1,2,...n—1) bilo kojih n—1 stranica mnogougla, o; = £ A; uglovi mnogougla,

a;tag—agt+oag— - Fap1—ay
2 b

p1 =

Qi = KOAZA1+1 = KOA1+1A1 =0 — Pi—1, (Z = 2, 37 Loon = 1) s

R polupreénik opisane kruZnice trougla A1 AsAs i O centar te kruznice.
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Teorem 1.2. Konveksni mnogougao Ay As--- An_1 A, koji ima paran broj tjemena (n = 2k) je tetivni ako
1 samo ako vrijedi jednakost
aq Ap—2 ap—1

T = =2R,
Cos 1 COS Pp—_2  COSPp_1

pri éemu su a; = A;Aiv1, (=1,2,...n—1) bilo kojih n—1 stranica mnogougla, o; = £ A; uglovi mnogougla,

Qa2 — @1 COS Qg

1 = arctan ,0° < 1 < 90°

a7 sin as
Vi = KOAZAH_l = KOAH_lAZ = 0 — Pi—1, (Z = 2, 3, oo = 1) 5
R poluprecénik opisane kruznice sa centrom u tacki O.

Teorem 1.3. Mnogougao koji ima n tjemena je tangentni ako i samo ako vrijedi jednakost

ax L (n—3 _ An—2 — (1)
cot St + cot %1 cot 2= + cot B”; cot #5=2 + cot 5"2*2 ’
gdje su ay,ag,...,an_3,a,—2 bilo kojih (n — 2) stranica pri éemu preostale dvije stranice nisu paralelne, o

i B; su uglovi na stranici a;, (i=1,2,...,n—2), ar je poluprecnik upisane kruznice.

2. Povrsina bicentriénog Cetverougla (tangentno-tetivnog)

Na Slici 1 dat je primjer jednog tangentno-tetivnog ¢etverougla, to jest ¢etverougla koji je istovremeno i
tangentni i tetivni. Naime, da bi konveksni ¢etverougao ABC D bio bicentri¢ni mora ispunjavati dva uvjeta:

a) zbirovi suprotnih stranica su jednaki, to jest a + ¢ = b+ d (uvjet tangentnosti),
b) zbirovi suprotnih uglova su jednaki, to jest o+~ = § 4 ¢ (uvjet tetivnosti).

Medutim, prije nego pristupimo postupku izracunavanja povrsine bicentri¢nog cetverougla, navest ¢emo
dokaz za izraCunavanje povrsine tetivnog ¢etverougla pomocu duzina njegovih stranica.

Slika 1: Tangentno-tetivni ¢etverougao
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Teorem 2.1. Ako su a,b,c i d duZine stranica tetivnog cetverougla, s = %, tada se njegova povrsina
Papep izrazZava formulom

Papcp =V/(s—a)(s—b) (s —c) (s —d) .
Dokaz : Neka je ¢cetverougao ABCD tetivni. Vidjeti Sliku 1. Tada je o+ v = 180° i

siny = sin (180° — a) = sina .
Dalje, imamo da je

ad sin « N besiny  (ad +be)sina (ad + be) V1 — cos? o

2 2 2 a 2

Pagcp = Papp + Pppc =
Kako je
cosy = cos (180° — a) = —cosa ,

primjenom kosinusnog teorema na trougao ABD i trougao BCD (koristeéi da je a = |AB|, b = |BC],
c¢=1|CD|, d=|DA]|, cosy = — cos a), dobijamo

a® 4+ d? — 2adcosa = b + % + 2bccos a |

odnosno
a?+d?>—b%—¢?
2 (ad + be)

Zamjenom ovako izracunatog cos a, dobijamo da je

2
a2 2 __ 2—(12
(ad + be) \/1 - (s VA(ad+b0)® — (a2 + & — 12 — c2)?
2 - 4 ’

cosx =

Papcp =

odnosno

Papep — \/7a+172+c+d . azbictd  atb—ctd . atbic=d

— \/(a-&-b—gc-&-d _ a) (a+b—£—c+d _ b) (a+b—£—c+d _ C) (a—&-b-gc-&-d _ d) ,
to jest
Papep = \/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d) ,

Sto je i trebalo dokazati. [
Zanimljivo je da ¢e formula za povrsinu bicentri¢nog cetverougla pomocéu duzina njegovih stranica imati
slicnu, ali jednostavniju formu nego u sluc¢aju tetivnog ¢etverougla.

Teorem 2.2. Neka su a,b,c i d duzine stranica bicentriénog éetverougla ABCD. Tada je njegova povrsina
data sa

PABCD = vabcd .

Dokaz : Za bicentri¢ni ¢etverougao ABCD i s =
Papep =+ (s—a)(s—b)(s—c)(s—d) .

atbietd znamo da je a+c = b+d i da je povr§ina data sa

Kako je
s—aq— a+bJQrC+d o= 2(a2+c) —a=c, s— b= a+b<2kc+d _ b= Q(b;-d) — b= d7
6 —— a+b42rC+d = 2(a2+c) —c=a, s—d= a+b;0+d —d= 2(b;—d) _d:b7

dobijamo da je
Papcp = Vabed

povrsina bicentri¢nog cetverougla ABCD. [
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3. Povrsina tetivnog mnogougla

Na Slici 2 dat je primjer jednog tetivnog mnogougla A1 As --- A, —1A4,.

Slika 2: Tetivni mnogougao

Teorem 3.1. Povrsina tetivnog mnogougla A1 As - - A, _1 A, koji ima n tjemena data je sa

R2 (sin 21 + sin 29 + - - - 4 sin 2¢,,_1 + sin 2¢,,)

Pasasea, 14, =

5 )
gdje je a; = <Ay, (i=1,2,...,n),
(plza1+a2—0&3+0z42—"'+0én71—an7 waw n=2%+1,
1
wlzarctanw, za n=2k,

a7 sin ag

Qi = KOALAhLl = KOA,LJrlAZ =0 — Pi—1, 1= 2, 3, N 2N
Dokaz : Kako je

Payaytty 1A, = Poa,a, + Poayas +---+ Poa, 4, ,

to je
R%sinw;  RZsinws R?sinw,  R?(sinw; + sinwy + -+ + sinwy,)
PAIAZ"'An—lAn = 5 5 5 = 5
n
R? sin 2
R? (sin2(p; + sin 2y + - - - + sin 2,1 + sin 2¢0,,) B ,;::1 Pk

2 2

36
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Ovdje smo koristili poznatu jednakost

sinw; = sin (180° — 2¢;) = sin 2¢p; ,
koja vrijedi za uglove w; i ¢; u trouglu AOA;A;+q. O
Izvedimo sada formulu za povrsinu tetivnog mnogougla Ay As - - - A,,_1 A, u funkciji stranica ay, as, . . ., an
a;i 2
i uglova 1, s, ..., pn. Kako je cosp; = %, to je R? = MST"% i
af sinp; a% tan p;
= 5 .

2
- 2sin p; cos p; =
2cos p;

R*sin2p; = —L—
sin 2¢p; Tcos? o,

Dakle,
R2? (sin 2y + sin 2y + - - - 4+ sin 2,1 + sin 2¢0,,)
Pajaya, 4, = 5
B af t?;n% + a3 té;nw 4t aiqtk;nwnﬂ + al tzn%
= 5 ,
odnosno
i tan g + 3 tangy + a2 tanp,a + a2 tan g,
4 b

Payayna, 14,

to jest
1 n
_ 2
PAIAZ"'An—lAn - Z ay tan gy, .
k=1
Na kraju, izvedimo formulu za povrsinu tetivnog mnogougla A; --- A,—1 A, u funkciji stranica aq, a9, ..., a,
i poluprecnika R.
Oznac¢imo sa h; visine trouglova OA;A;;1 na stranice a;, (i = 1,2,...,n — 1) i sa h,, visinu trougla
OA, A; na stranicu a,. Kako je
hi % a\R-% o iR—a?
i 2 @i 1 a aj
B T — R2 - 2R2 )

sin 2¢; = 2sin g, cos p; = 2 - )

to imamo da je povrsinu tetivnog mnogougla data sa

_ R?(sin 21 4sin 2¢o+---+sin 2¢,,_ 1 +sin 2¢,,)
PAlAz"'An—lAn - 2
L V/AR2—aZ+ 92 \/IR?—a3+ -+ 271 | [ARZ—aZ_ +%p\/AR?>—a2
B} ’

odnosno
1 n
_ } : / 2
PAlAZ'“AnflAn = Z Qg 4R2 —ay .
k=1

4. Povrsina tangentnog mnogougla
Uocimo da relacija (1) vrijedi i kad umjesto n — 2 stavimo n.

Teorem 4.1. Povrsina tangentnog mnogougla A1 As -+ An_1 A4, izraZava se formulom
Qp—1 Qp )
cot —
+ 5 )

aq
cot — + .-+ cot

_ 2
PAIAZ"'An—lAn =r-s=r ( 9
pri éemu je r poluprecnik upisane kruZnice, a «;, (i =1,2,...,n) su uglovi mnogougla.
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Dokaz : Neka su «;, o1 uglovi na stranici a;, (¢ = 1,2,...,n—1), oy, a1 uglovi na stranici a,, i r polupreénik
upisane kruznice tangentnog mnogougla. 1z

ay Anp—1 Qnp

a1 Qaz - Qn—1 Qan Qn Qi
cot 5+ + cot 5 cot —5— + cot = cot =+ + cot

)

dobijamo da vrijedi

a —r(cot%—l—cot%)
1 — 2 2 )

ti
+ co 5

(cot an + cot al)
a, =T — — 1,
2 2

Qp—1 Qp,
an,_1 =1 |cot ,

pa je
o= ay+ - +ap_1+ay _T(Cot%+...+cotan71 —‘rCOt%)
5 2
Dakle, formulom
PA1A2...An—1An =r-s= 7'2 (COt % +o ot =5 +cot 0[27“) ’

izrazava se povrsina tangentnog mnogougla. [

5. Primjeri primjene dobijenih rezultata

Primjer 5.1. Na Slici 3 dat je cetverougao ABCD. Pokazati da je dati éetverougao bicentrican. Zatim
odrediti duZinu stranice ¢ = CD, uglove v = £BCD i § = LADC, poluprecnik upisane kruznice r i
polupreénik opisane kruznice R, te povrsinu Papcp.

b=2(3+V2+V3)em

d=2(1+v2-V38)em

A a:(!—i—v@—i—ﬁ)cm

Slika 3: Cetverougao ABCD

Rjesenje: Da je dati ¢etverougao tetivan dovoljno je pokazati da su uglovi w = LACB i 7 = {ADB
jednaki. Primjenom kosinusnog teorema na trouglove ACB i ADB za a = |AB| = 2 (1 +v2+ \/3),

b=|BC|=2(3+v2+V3),d=|AD|=2(1+ v2— V/3) dobijamo

|AC| = /a2 + b2 — 2abcos (30°), |BD| = v/a® + d? — 2ad cos (135°) ,
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|AC| = 2V2\/4+ V2, |BD|=4\/4+V2,
te primjenom sinusnog teorema imamo da je

|[AB|  |AC]| |AB|  |BD|

sinw  sin(30°)’ sinT  sin(135°) °

Sada je
sinw — [ABlsin0°) _ 2(4v24v8) 1 (14v24vE)V2
= [AC] = avavirv: 2T adivE
sin7 = [ABLsina3s?) _ 2014v24VE) vy (14VEHVE)VE
= |BD]| - 4\/4+\/§ 2 4\/4_"_7\/5 .

Dakle, dobili smo da je w = 7, pa je ¢etverougao ABCD tetivni.
Kako je cetverougao ABCD tetivni, to je a +v = 8 + 6. Sada je

atBry+o=2(8+0) =360°,

odnosno
a+ v =180°,
B+ =180°,
te je

v =180° — a = 180° — 135° = 45°,
0 =180° — f = 180° — 30° = 150° .
Pokazimo sada da je dati cetverougao i tangentni. Prema Teoremu 1.3 dovoljno je pokazati da vrijedi

a b

B~ B :
cot § +coty  cot g 4 cot 3

Kako je
a _ o 200v24vB) L 2(14VRHVE) 9
cot $4cot 5 cot 13 4cot 39 T (V2-1)+(V3+2) ’
i
b _2(3vEVE) L 2(34vEHVE) 7

cot §+cot% ~ cot %+cot% - (\/§+2)+(ﬁ+1)

to je tacno. Dakle, Cetverougao je tangentni i polupreénik upisane kreuznice je r = 2. Za stranicu ¢ = |C'D|
imamo da je

c:r<cot%+cotg> :2<c0t4;O + cot 152()0) :2((\/§+1)+(2—\/§)) ,

to jest c:2(3+\f—\/§).
Odredimo duzinu polupreénika R opisane kruznice. Kako je n = 4 paran broj, to prema Teoremu 1.2 imamo
da je

b—acosf 2(3+v2+v3) —2(1+Vv2++/3) cos 30°

(1 = arctan T asinfg = arctan 2(1+v2++/3) sin 30°

_ V3
2(3+\/§+2E/2\/§_(‘_1;§\)/?+\/§) 2 = arctan (\f —V3-V6+ 4) = arctan (1.2327) ,
2

= arctan
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odnosno ¢ ~ 50.95°. Sada je

2(1+v2+V3) 2(1+V2+V3)

a
2 cos 50.95° 2-0.63

- 2cos 1 -

to jest R = 6.5814. Dalje,

2 = B — 1 ~ 30° — 50.95° = —20.95°,
03 =7 — g & 45° + 20.95° = 65.95°,
01 =0 — p3 ~ 150° — 65.95° = 84.05° .

I konacno, izracunajmo povrsinu bicentri¢nog cetverougla
R? (sin 2(p; + sin 2y + sin 23 + sin 24)

Papcp =
2
(6. 581 4)2 (sin 2(50.95°)+sin 2(—20.95° ) +sin 2(65.95° ) +sin 2(84.05°))
b

2

odnosno Papcp ~ 27.314. Isti rezultat dobijamo i ako koristimo sljede¢u formulu Pagpcp = Vabed. Zaista,

Panc = Vabed = |24 (12 +V3) (3.+ 2.+ v5) (342 - vB) (1 + V2 - v)

_4\/((1+\/§)2—3> ((3+\/§)2—3> :sm,

to jest Papep ~ 27.314 (Vidjeti sliku 4).

Slika 4: Bicentri¢ni ¢etverougao ABC D

Odrediti obim i pouvrsinu sedmougla upisanog w kruZnicu

Primjer 5.2. Na Slici 5 dat je sedmougao.
polupreénika R = 3cm ¢iji su uglovi redom o = 129°, ag = 120°, ag = 117°, ay = 132°, a5 = 141°,

Qg = 1440, Q7 = 117°.
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Slika 5: Sedmougao

Rjesenje: Kako je n = 7 neparan broj imamo da je

o1 tag—ag+ag—as+ag—ay  129°+120° — 117° + 132° — 141° + 144° — 117°

©1=

pa je

2 2

Y2 = ag — 1 = 120° — 75° = 45°,
p3 = ag — g = 117° — 45° = 72°,
Y1 = agq — 3 = 132° — 72° = 60°,
p5 = as — @4 = 141° — 60° = 81°,
pe = ag — 5 = 144° — 81° = 63°,
pr =ar — g = 117° — 63° = 54° .

Stranice sedmougla su

a3 =2Rcosp; =2-
as = 2Rcospy =2 -
a3 =2Rcosyps =2-
ay =2Rcospy =2
as =2Rcosyps =2 -
ag = 2R cospg =2 -
a7 =2Rcospr; =2 -

a obim

W W W W w w w

- cos 75° ~ 1.5529cm,

- cos45° &~ 4.242 6¢cm,
-cos72° ~ 1.854 1em,

- cos 60° =~ 3.0cm,

-cos 81° ~ 0.938 61cm,
- cos63° &~ 2.723 9cm,
- cos 54° ~ 3.526 Tem,

O =~ (1.5529 +4.2426 + 1.854 1 + 3.0 + 0.938 61 + 2.7239 + 3.526 7) cm,

O ~17.839cm .

75°

41
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I konaéno,

R2 (sin 2(p1 + sin 29 + sin 23 + sin 24 + sin 25 + sin 26 + sin 2¢7)

P =
9 s

odnosno

P~ 32(sin 2(75°)+sin 2(45°)+sin 2(72°)+sin 2(60°)+sin 2(81°)+sin 2(63°)+sin 2(54°))
~ 2

_ 9(sin 150° +sin 90° +sin 144° +sin 120° +sin 162° +sin 126° +sin 108°)
- 2

_ 9(sin 30°+1+sin 36°+sin 60° +sin 18° +sin 54° +sin 72°)

- 2

9<§+1+7v 10-2v5 | V54 /B2l g VB41 4 VI1042V5 1012“3)

~ 22.603 .

Primjer 5.3. Na Slici 6 dat je tangentni petougao ABCDE povrsine Papcpe = 3 (15 - 2\f3) Odrediti
njegove uglove.

Slika 6: Tangentni petougao

Rjesenje: Koristedi podatke sa slike i Teorem 4.1 dobijamo da za uglove «;, a;; 11 na stranici a;, (i = 1,2, 3,4)
i ag, ay uglove na stranici as = e =3 (3 — \/3) i r = 3 polupre¢nik upisane kruznice tangentnog mnogougla
vrijedi

Qj41 a;

t 2 1 cot
cot — CO =
2 2 r’

£ 25 4 cot U
cotl — cot — =
2 2 ~ 2
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odnosno vrijedi

cotg—l—cotg—9

2 2 3’
coté—l—cotl:g_'—\/g,

2 2 3

7y § 3+3
cot2+cot2— 3 R

) 3(3—+v3
cotd bt s =3BV

2 2 3

5 « 3(3—\6)
cot§+c0t§f73 .

Sabiranjem gornjih jednakosti dobijamo

1
2<cotg—|—coté—&—cotl—&—cotf—l—cotE

=10-— 2=
2 2 2 2 2 0

Joro-

43

(3)

Sada koristeci drugu i cetvrtu jednadzbu iz (2) u (3) dobijamo da je cot § = 1, odnosno @ = 90°. Uvrstavajuci
ovu vrijednost za « prvu jednadzbu sistema (2) dobijamo da je i § = 90°, te iz druge jednadzbe sistema (2)

dobijamo v = 120°, iz trece § = 90° i iz Cetvrte € = 150°. Vidjeti rezultate na Slici 7.

ay =6 A

Slika 7: Tangentni petougao
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