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Geometrijski dokazi nejednakosti izmedu brojevnih sredina

Senada Mustafi¢®

*JU Gimnazija ”Ismet Mujezinovi¢” Tuzla

Sazetak: Geometrijske metode moZemo koristiti kod objasnjavanja drugih oblasti matematike. U ovom
radu su dati razliciti geometrijski dokazi nejednakosti izmedu brojevnih sredina za dva pozitivna broja.
Naglasak je na vizualizaciji, upotrebi tzv. ”dokaza bez rije¢i” i razvijanju matematickih sposobnosti
ucenika.

”Na velike se vrhunce ponekad moZe uspeti s razli¢itih padina planine, no, one koji
stignu na vrh, obasjava isto sunce.” (Viadimir Devide)

1. Definicije brojevnih sredina

Nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine svakako je jedna od najpoznatijih algebarskih
nejednakosti. Prvi pojmovi o brojevnim sredinama poti¢u jos od pitagorejaca U.

Definicija 1.1. Harmonijska sredina Hy(a), geometrijska sredina Gy (a), aritmeticka sredina Ay (a) © kvadratna

sredina K, (a), pozitivnih brojeva ay,as, ..., a, su definisane, redom, izrazima:
n
H,(a) =
T 1 o
o + s + ...+ .

Gn(a) = YYajas...ay ,
ay+as2+ ...+ a,

Anfa) = T2 T

2 2 2
Ko(a) = \/—“1 9 Z S

Za dva proizvoljna pozitivna broja ocito vazi nejednakost (v/a — v/b)? > 0, pri cemu jednakost vazi ako i
samo ako je a = b. Sada imamo,

b
a—2Wab+b>0 — a+b>2Vabh — %Zm—b.

Time smo pokazali da je A2 > G2, odnosno da je aritmeticka sredina dva pozitivna broja veca ili jednaka
od njihove geometrijske sredine. Opéenito, vaze sljedece nejednakosti.
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Teorem 1.2 (Nejednakost izmedu brojevnih sredina). Neka jea = (a1, as,...,a,) data n-torka pozitivnih
brojeva. Tada vazi

min{a, az, ...,an} < Hp(a) < Gu(a) < Ap(a) < Kp(a) < max{ai,as,...,an} ,

s jednakostima ako © samo ako je a1 = ags = -+ = an.

2. Znacaj vizualizacije u nastavi matematike

Stalnim posmatranjem svijeta oko sebe donosimo i odluke na osnovu toga sto vidimo, tako da se koriséenje
slike u dokazu pokazuje kao olakSavajuéi nacin za usvajanje i razumijevanje novih sadrzaja vecini uc¢enika.
Pri utenju i shva¢anju matematike vizualizacija moze dati jasnije znaCenje matematickim pojmovima i
vezama izmedu njih. Da bi se nastavno gradivo Sto lakse usvojilo i Sto duze pamtilo, potrebno je razlicite
nastavne sadrzaje sto je moguée vise povezivati. Jedan od nac¢ina na koji se to moze vrlo lako ostvariti jest
zadavanje istog zadatka unutar razlicitih nastavnih cjelina.

e Geometrijski dokaz AG nejednakosti

D c

B!

=

A NG B
Slika 1

Kvadrat ABCD ima stranice duzine +/a, a pravougaonik ABFE ima stranice duzina +/a i \/l_), b < a.
Trougao AAGE je jednakokrako-pravougli, jer je <FAG = <AGE = 45°, pa je (v. Sliku 1)

b a
Vab= Papre = Pace + Paprc < Pace + Papc = CRICE
a time je dokazana nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine.
o Geometrijski dokaz AG nejednakosti
b
Neka su date kruznice sa sredistima O i S i poluprecnicima % i 3 (a > b), redom, koje se dodiruju spolja

(v. Sliku 2). Neka je AB zajednicka tangenta tih dviju kruznica. Tacke A i B su tacke dodira tangente i
kruznica. Trapez ABSO ima dva prava ugla pri tjemenima A i B. Neka je duz SM paralelna sa AB. Tada
je AOM S pravougli, pa na osnovu Pitagorine teoreme imamo:

[MS|* =08 —[OM]?
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odnosno

2 2
st (532 (55

iz cega slijedi [M S| = Vab.

Slika 2

Kako je u pravouglom trouglu duzina hipotenuze veéa od duzine katete, to vazi |OS| > |MS]|, to jest

eth > Vab. Jednakost vazi kada jea="b.

o Analiticki dokaz AG nejednakosti:

René Descartes 2 se prvi koristio pravouglim koordinatnim sistemom kako bi vizualizirao svoja opazanja i
tako na velicanstven nacin povezao geometriju i algebru.

Posmatrajmo funkciju f(z) = e®. U pitanju je konveksna funkcija, $to geometrijski znaci da je grafik funkcije
izmedu dvije tacke na grafiku uvijek ispod tetive koja spaja te dvije tacke.

Na grafiku date eksponencijalne funkcije izaberimo dvije tacke sa koordinatama (x1,e%) i (z2,e"2), te
uvedimo oznake e** = a i e”2 = b (v. Sliku 3).

Jednacina prave kroz pomenute tacke glasi:

T2 . . a+b
ima ordinatu

. 1 + . . ..
Tacka te prave sa apscisom ! , a tacka s tom apscisom na grafiku eksponencijalne

funkcije ima ordinatu

e@ =Veritr2 = \/etier2 = \/ab .

T + X2

Posmatrana tacka grafika eksponencijalne funkcije B (

b
,\/E) je ispod tacke A (ml +to2 G+ ) na

2 72
tetivi koju data prava gradi sa grafikom funkcije f(z) = e®, tako da slijedi dobro poznata AG nejednakost:

b
a; > Vab .

e Geometrijski dokaz izmedu harmonijske, geometrijske, aritmeticke i kvadratne sredine

Neka je data kruznica sa pre¢nikom AB duzine b — a i sredistem O. Tacka D nalazi se na pravoj kroz A i
B tako da je |AD| = b i tacka B je izmedu tacaka A i D. Tada je |BD| = a (v. Sliku 4).

2)René Descartes, francuski filozof i matematicar, (1596-1650).
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e’ >0,Vxr eR

Tl zitzs T2
2

Slika 3

Iz tacke D povucena je tangenta na kruznicu. Tacka T' je dodirna tacka te tangente i kruznice. U pravouglom
b— b
trouglu AOT' D hipotenuza ima duzinu |OD| = |AD| — |OA| = b — @ _ ot a’ a duzinu katete |T'D|

2 2
mozemo izracunati pomoc¢u Pitagorinog teorema:

) (5 -

b
Buduéi da je duzina hipotenuze veéa od duzine katete, vrijedi nejednakost |OD| > |T'D, to jest a ; > Vab.

Inace, na Slici 4 pojavljuje se nejednakost jos dviju sredina: kvadratne i harmonijske. Naime, kako je CO
poluprecnik okomit na AB, tada duzina hipotenuze C'D iznosi

a+b\? b—a\? a’ + b?
D| = = .
o=y (57) ¢ (5) =V
Ovaj izraz je kvadratna sredina brojeva a i b. Nadalje, ako je N podnozje visine iz vrha T u pravouglom
trouglu AOT D, tada iz sli¢nosti trouglova ATND i AOT D slijedi [ND| : |TD| = |T'D| : |OD], to jest

|TD|?
ND| =
INDI =57 -
odnoasno
2ab 2
INDl= =5 =11
a+b E+E

Ovaj izraz je harmonijska sredina brojeva a i b. Sa slike 4 uocavamo da je [ND| < |TD| < |OD| < |CD|,
odnosno da vazi,

b 2 4 p2
<\/@<a;r <\/a—2Ir )

i1+

o=
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Slika 4

Ovim smo pokazali da zaista vrijedi:
H2<G2<A2<K2.

e ”Dokazi bez rijecéi”

Jedan od nacina kako podsticati vizualizaciju kod ucenika je metoda ”dokaz bez rije¢i”. Na slikama je
naznacena ideja i put dokaza, koji u¢enicima moze posluziti kao putokaz kako da sami dokazu tvrdenje. Uciti
dokazivati zna¢i uciti rasudivati, a to je jedan od osnovnih zadataka nastave matematike, [5]. Clanak pod
naslovom ”Two mathematical papers without words” objavljen je u Mathematical Magazine u septembru
1975. godine. Od 70-tih godina Mathematical Association of America pocinje redovno objavljivati ” dokaze
bez rije¢i” u matematickim casopisima. ”Dokaz bez rije¢i” je vrijedan oblik uc¢enja u matematici, posebno
u poducavanju i pozitivno uti¢e na razvoj matematickih sposobnosti kod uc¢enika.

Primjer ”dokaza bez rije¢i” nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine je dat Slikom 5.

b a

Slika 5: ”Bez rijeci”

Ucenike na ovaj nacin podsticemo na istrazivanje i logicko zaklju¢ivanje. Dokaz se lako izvodi uocavajuéi
da veéi kvadrat stranice a + b ima povrsinu (a + b)?, koja je ocito veéa od povrdine cetiri pravougaonika sa
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stranicama a i b. Tada je,

(a+b)?>4ab = a+b>2Vab = a;—bz\/%.

Jednakost se postize ako i samo ako je povrsina velikog kvadrata jednaka povrsini Cetiri pravougaonika,
odnosno ako i samo ako kvadrat u sredini figure nestaje, a to se dogada ako i samo ako je a —b = 0.

Ova i slicne geometrijske interpretacije vaznih algebarskih identiteta i nejednakosti mogu se koristiti prilikom
organizovanja grupnog oblika rada, sklapanjem dijelova slike od strane ucenika u okviru grupe.

U sklopu nastavne jedinice ”Sli¢nost trouglova” ucenicima se moze zadati da pazljivo prouce Sliku 6 i sami
dokazu AG nejednakost.

Slika 6: ”Bez rijeci”

U savremeno doba, nove tehnologije nam pruzaju moguénosti da poboljsamo, obogatimo i unaprijedimo
nastavu matematike. Koristeéiinteraktivne materijale i matematicke programe kao sto je GeoGebra ucenicima
se nejednakosti izmedu brojnih sredina mogu na lijep i zanimljiv nacin predstaviti kao dokaz bez rijeci.
Ucenici imaju moguénost da vide i sami ispitaju Sta se deSava promjenom odredenih veli¢ina u samom
zadatku, kao na primjer na Slici 6, pomjeranjem tacke D mijenjaju veli¢ine duzi a i b i posmatraju sta se
desava s odnosom izmedu aritmeticke i geometrijske sredine.

3. Primjeri zadataka koji se mogu rijeSiti primjenom nejednakosti izmedu brojevnih sredina

Primjer 3.1 (Federalno takmicenje 2006. OS VIII razred). Zbir duZina precnika baze i visine uspravne
kupe je 18. Od svih takvih kupa odrediti povrsinu one kupe koja ima najveéu zapreminu.

Rjesenje:

Uspravna kupa €iji je polupreénik baze r i izvodnica s ima povrsinu P = r7(r + s) (Slika 7).
Zapremina kupe polupre¢nika baze r i visine H je V = %TQTI'H .

Koriste¢i AG nejednakost za tri pozitivna broja r,r i H, imamo

1 T s T+T+H3 7 [18\°
VeornH="rr H< S (LT 22 (22) —7or.
gh Tt 3( 3 ) 3<3> T

Znak jednakosti vrijedi kada je r = H = 6, tj. u tom slucaju kupa ima najveéu zapreminu. Njena izvodnica
ima duzinu s = v/rZ + H? = 61/2, a njena povrsina iznosi

P=rr(r+s)=36m(l+v2).
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Slika 7: Kupa

O
Sljedeéi zadatak spada u izoperimetrijske probleme (probleme koji se odnose na odredivanje figure u
ravni zadatog obima, a najveée mogudée povrsine).

Primjer 3.2. Izmedu svih pravouglih trouglova ¢iji je obim jednak a, naci onaj ¢ija je povrsina najveca.

Rjesenje: Neka su sa x i y oznacene duzine kateta datog pravouglog trougla (Slika8).

Slika 8: Pravougli trougao
Koristeéi poznatu nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za dva pozitivna broja x2 i 32,
imamo

2 2 2 2
2 +y Zmyé%ﬁ%.

x
Povrsina pravouglog trougla iznosi P = 71;7 pa zbog posljednje nejednakosti imamo da vazi

x? -I-y2

P<
- 4

Jednakost vazi ako je x = y. Tada je Pz = —

Obim datog pravouglog trougla iznosi = + y 4+ /22 + y2 = a, pa uz uslov & = y, dobijamo 2z + zv2 = q,
odnosno

m:y:mziﬁ—\/ﬁ).

Dakle, rije¢ je o jednakokrako-pravouglom trouglu ¢ije su katete g(2 — +/2), hipotenuza a(y/2 — 1), dok

maksimalna povrsina iznosi

a2

Priaw = I(?’ —2V2).
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Primjer 3.3 (Kantonalno takmicenje (TK) 2018. SS IV razred). Od svih jednakokrakih trapeza kojima
je ugao na osnovici 60° i ¢ija je povrsina jednaka 6+/3 odrediti onaj koji ima minimalan obim.

Rjesenje: Neka su a i b veéa i manja osnovica trapeza, h njegov visina, o ugao na osnovici, P povrsina i
O obim trapeza (Slika 9).

C

b
Slika 9: Trapez

Kako je a = 60°, uocavanjem jednakostrani¢nog trougla na jednom kraku trapeza, dobijamo da je a = b+ ¢
3
ih= % Na osnovu toga zaklju¢ujemo da vazi

a+bh72b+c @70(2b+c)\/§
2 2 2 4 ’
c(2b+¢c)V3
4
O=a+b+2c=(2b+c)+2c.

P =

=6v3 = 2¢(2b+c) =48 ,

Koristeéi nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za brojeve 2b 4 ¢ i 2¢, dobijamo

% = W > /(2b+ ¢)2c = V48 |

odakle slijedi O > 2V/48 = 8/3.
Jednakost u prethodnoj nejednakosti se postize u sluc¢aju 2b 4+ ¢ = 2¢, odnosno 2b = ¢. Dakle, minimalna
vrijednost obima iznosi 8+/3. |

Na kantonalnim takmicenjima ucenika srednjih skola Tuzlanskog kantona odrzanim u zadnjih deset
godina (od 2009.godine do 2018.godine) postavljeno je ukupno 176 zadataka ([8]). Od tih 176 zadataka u
12 se pojavljuju nejednakosti izmedu brojevnih sredina, u procentima 6, 8%.
Proucavanje nejednakosti i njihove primjene pruzaju velike moguénosti za razvoj matematickih sposobnosti
ucenika, kao sto su kriticko misljenje, logicko zakljucivanje, kreativnost, matematicka intuicija, matematicka
imaginacija, fleksibilnost i predvidanje. Sama primjena nejednakosti zahtijeva dobro poznavanje matematike,
bogatstvo ideja i razlicitih metoda za rjesavanje problema.
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