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Jedan zadatak s viSe nacina rjeSavanja

Alija Muminagic¢®

% Kraljevina Danska

Sazetak: U ovom radu na Sest razli¢itih nacina rjesavamo jedan poznati zadatak iz geometrije koji je u
matematickoj literaturi poznat kao Bobillierova formula. Rjesavajuéi zadatak na vise nacina, cilj nam je
ukazati na analize i primjene veée koli¢ine znanja koja su potrebna za njegovo rjesavanje a sve sa ciljem
produbljivanja i prosirivanja matematickih znanja.

1. Uvod

Pocinjemo citatom iz [6]: ” Zasto razmatrati vise nacina riesavanja? Zar nije dovoljan samo jedan buduéi
da on vodi do onoga Sto se traZi, a to je rjesenje zadatka? Naravno da je dovoljan jedan nacin rjesavanja ako
je cilj samo rjeSenje zadatka. No, ako se Zeli postici vise, onda nije dovoljan. Sta je to vise? Za nalazenje
rjeSenja zadatka potrebno je odredeno znanje koje se sastoji od teorijskih cinjenica koje su u najuZoj vezi sa
zadatkom. Za jedan nacin rjesavanja potrebne su jedne ¢injenice, za drugi nacin nejke druge cinjenice, za
trecéi trece. Zakljucujemo da ée za rjesavanje na vise nacina trebati vise teorijskih ¢injenica i metoda nego
za rjesavange na samo jedan nacin. Time se za samo jedan zadatak aktivira, analizira i primijenjuje veca
koli¢ina stecenog znanja. Osim toga, znanja se produbljuju i proSiruju novim znanjima, o najvainije je da
zadaci sa vise nacina rjeSavanja poveéavaju aktivnost ucenika i njihov interes za matematiku.”

Da je to upravo tako uvjeri¢emo se rjesavajuci ovaj dobro poznati zadatak.

Zadatak 1.1. Zbir poluprecnika pripisanih kruznica nekog trougla jednak je zbiru éetverostrukog poluprecnika
optisane kruznice i poluprecnika upisane kruznice tog trougla, to jest

T +1p+1. =4R+ 71 (1)

gdje su gy, T, T poluprecénict trouglu pripisanih kruznica uz odgovarajuce stranice © R i r poluprecnici opisane
1 upisane kruznice tog trougla.

Formula (1) je u matematickoj literaturi poznata kao Bobillierova formula.

2. Prvi nacin
Na ovaj nacin rjesavaju ucenici 8. i 9. razreda osnovne skole. Prvo moraju rijesiti ovaj zadatak.

Zadatak 2.1. DokaZite da u svakom trouglu vrijedi:

(@) r="2

s
S
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P P P

b - - -
() 14 s—a ' s—b °T s—¢
o . , . NP . a+b+c .
gdje je v poluprecnik upisane kruznice, r4,7p, 7. poluprecnici pripisanth kruZnica, s = — poluobim
trougla i P njegova povrsina.
Rjesenje: (a) Sa Slike 1. vidimo da je
1 1 1 a+b+c
Prape = Parpe + Parca + Parap = §G'T+§b'7‘+§c'T=T'T =7-s,
. P
tj. r=—.
S
(b) Sa Slike 2. vidimo da je
1 1 c+b—-a
Ppapc = Papr,a+ Pacr,a — PaBr,c = 5C¢ Tat §b Ta = 50 Ta =Ta ) =7r4(s —a)
L. a+b+c c+b—a . P . P P
jerjes—a=———a=———,pajer, = ——. Analogno je r, = ire= O
2 2 s—a s—b s—c
C
N
Ta
C
Slika 1.
I,
Slika 2.

Da dokazemo da je rq +1p+7. = 4R+ 1 ili ro + 7 + 7. —r = 4R potrebno je jos znati Heronovu formulu
za izraéunavanje povrsine trougla P? = s(s — a)(s — b)(s — ¢). Tako je

P P P P 1 1 1 1
To+ry+1re—1= + + ——:P< —&——)—I—P( —f)

s—a s—b s—c s s—a s—b s—c s
o s—b+s—a s—(s—c) 2s—a—1b s—s+ec
T (s—a)(s—b) s(s—c) ((s—a)(s—b) + s(s—c))

B c c _p.. s(s—c)+(s—a)(s—D)
(omaent wma) "7 e e )
32—sc+32—sb—sa+ab20232—s(a+b+0)+ab

P2 P

252 — 252 +ab  abc
c— = —
P P

Napomena: srednjoskolci lako dokazuju na ovaj nac¢in

=P-c
=4R.
labc abe

1
P = gab siny = (zbog siny = % naosnovusinusne teoreme) = 3%R — iR’
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Preostaje nam da dokazemo da je abe =4R.

Neka je O srediste opisane kruznice trouglu ABC, i
neka je h, = CD visina iz C na AB = ¢ (vidi Sliku
3.). Neka je E presjeéna tacka pravea CO i kruznice.
Tako je CE = 2R. Sada je <BAC = <BEC (kao
periferijski uglovi nad EE'), a <CBE = 90° (kao
uglovi nad pre¢nikom). Zato je AACD ~ AECB

2R ab
i iz te slicnosti slijedi — = 2= o h, = 22 a4
iiz e51cn081sue1h0 P ap @ 12
E 1 2P ab 2P abc
P=-he-cjehe=—, je —=—& — =4R.
2 cle c ba e 2R c P
Slika 3.
3. Drugi nacin
Zadatak 3.1. Dokazati da u trouglu ABC vrijedi:
1 1 2
(a rore hy
1 1 2
b)) — 4+ —=—.
() Ta * b hc
Rjesenje:(a) Imamo
1 1 s s—c¢ c c 2
1 1_s s—e_c_ c _2 2)
r r. P P P ilch., e
1 1 2 . — 2
Iz — — — = — dobijamo fe 7 = —&Tr.—T=_—Tr.
rooTe c T he c
(b) Imamo
1 1 s—a s-b_ 2s—a-b_ at+btc—a-b ¢ 2 3)
re T, P P P N P P he
: 1 1 2 s Ta+T 2 2
aiz — + — = -— dobijamo e = = & + 1y = 77T O
T T hc TaTb Ve Ve

Dokazujemo sada da je rq + 7 + 7. = 4R+ 7 ili r4 + 15 + 7. — r = 4R. Koristedi (2) i (3), dobijamo

(2
P P P P
s

2 2
ra+ry+re—r=0a+rp)+(re—7r)=—(rerpy+17:) = — (

he he s—a s—b ‘s—c
2P%s% —sc+s2—sb—sa+ab 2P%22s? —s(a+b+c)+ab
~he s(s—a)(s=0b)(s—¢) " he p?
—hzcab— ;—;ab— %%bc:a??c =4R.
Predlazemo da srednjoskolci daju planimetrijski dokaz za % - rl = % i rl + rlb =5 Oni ucenici koji

dobro “gledaju” iz prvog na¢ina dokazivanja vide da je

P P P P pt

2
Tl Th Te=—" . . =—==P" &S P=\r-rqg-m-rc
¢ c s—a s—b s—c P2 “ c

S

a iz drugog nacina
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4. Treci nacin
Ovo ¢e biti trigonometrijski nac¢in rjesavanja zadatka.

A Posmatrajmo Sliku 4. Dokazimo
da vrijedi:

(a) x=s—a, y=s5—-0b, 2 =
s—c,

(b) AR = AP =s.

(a) Iz jednakosti tangentnih duzi
AF = AE = z, BF = BD =
yi CD = CFE dobijamo AB =
¢c=AF+ BF =z +y, BC =
a=BD+CD=y+21CA=
b=CE + AE = z + z. Dakle,
a=y+z,b=x+zic=z+
y. Obim trougla ABC je 2s =
2r4+2y+22 & s=x+y+=z
pa iz posljednje jednakosti slijedi
r=s—(y+z2) =s—a,y =
Slika 4. s—(r+z)=s-biz=s—c

I,

(b) Koristeéi jednakost tangentnih duzi (vidi Sliku 4.) dobijamo
1 1 1
AP =AR= §(AP—|—AR) = E(AC’—FC'P—FAB—I—RB) = E(AC—FCS—FAB—&-BS)
1 1 1
= §(AB—|—CS+BS—|—AC) = 5(AB—|—BC’—|—AC) = §(a+b+c) =s.

Na pravouglim trouglovima AIF i AI, R je

tang—I—F—ﬁ— ! Sr=(s a)tamg
2 AF z s—a N 2’
tan & IR ra<:> tan %
n— = ==&, =stan—,
2 AR s 2

pa na osnovu (4) i (5) vrijedi
Te—1=(5— (s—a))tang :a-tan%.

2

S druge strane imamo da je

n P L P s—c+s—b 2s—c—0b
T TC: = =
b s—b s—c (s=b)(s—¢) (s=b)(s—¢)

at+b+c—b—c a

(s—b)(s—c) (s=b)(s—¢)
1z (4) je
P
T s _ P _ g
tan5f37a sfais(sfa)ﬁpis(s a)tan2
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§to uvrsteno u (7) daje

a a s(s—a) e
+r.= —a)tan — - = tan —. 9
=Sl g g T G0k — 0 D ®)
Zbog tan § = - je
e r? %2 s(s—a)(s—=b)(s—¢c) (s=b)(s—¢)
tan® — = = = —
2 (s—a)?® (s—a)? s%(s —a)? s(s—a)
pa jednakost (9) mozemo pisati u obliku
1 o a
—a- —— tan — = 10
Ty +Te=a tanZ 3 an o tand (10)
Sabiranjem jednkosti (6) i (10) dobijamo
o a «a 1
rafr+rb+rc:a-tan§+tan%:a tan§+tan%
( 1 sinz  cosx  sin?z + cos®z 2 )
= ( zbog tanz + = + — = - = —
tanz  cosx  sinz sin z cos © sin 2z
2
=a-— =2 — (zbog .a = 2R na osnovu sinusne teoreme)
sin av sin a sin a
=2-2R=4R

tojest rq + 71 + 1. = 4R + 1.

5. Cetvrti naéin

Ovo ¢e takoder biti trigonometrijski nacin rjesavanja zadatka. Prethodno ¢emo dokazati identitete koje
zadovoljavaju uglovi trougla.
Teorem 5.1. Vrijedi
(a) cosa+cosf+ cosy =1+ %,

(b) —cosa+ cos 3+ cosy = % -1,

(c) cosa — cos S+ cosy = % -1,
(d) cosa + cos S — cosy = % -1,

Dokaz:

(a) To je dobro poznati identitet.

(b) Identitet — cos a+ cos 3+ cosy = % —1 je ekvivalentan sa 2abc(— cos o+ cos +cosy) = 2abcs — 2abc

b
pa zbog R = % dobijamo 2abe(— cos a + cos B + cosy) + 2abe = 2abc% = 8Tr,. Oznacimo lijevu
stranu posljednje jednakosti sa L. Iz kosinusne teoreme slijedi
2bccosa = —a® 4 b% + 2,
2accos B = —b% +a? + 2,
2abcosy = —c? + a2 + b2,
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pa imamo

L= —a(—a®+b* + )+ bla® = b* + 2) + c(a® + b* — ¢2) + 2abe

=a® +a*(b+c) —alb® + & —2bc) — b* + b?c+bc? — 3
=a®+a*(b+c)—alb—c)?— b+ ) +be(b+c)
=a*+a*(b+c)—alb—c)? — (b+c)(b* —be+ c* — be)
=a*+a*(b+c)—alb—c)? - (b+c)(b—rc)?

=a*(a+b+c)—(b—c)la+b+c)=(a+b+c)a*— (b—c)?)
=(a+b+c)la—=b+c)(a+b—c)=2s(2s — 2b)(2s — 2¢) = 8s(s — b)(s — ¢)

_ 8s(s—a)(s—b)(s—c) _ 8T* _gr L =8Tr,
s—a s—a s—a

Sto je desna strana jednakosti.
(¢) Sli¢no kao pod (b).
(d) Sliéno kao pod (b).
0
Sada slijedi rjeSenje naseg zadatka. Sabiranjem identiteta — cos a+cos S+ cosy = % —1, cosa—cos 5+

cosy = % —1licosa+cosf —cosy = % — 1, dobijamo

1 (a) 1
cosa + cos  + cosy = E(ra—&—rb—&—rc) 3= 1+§ R(ra—l—rb—l—rc)—i’)

SRAr=r,+rp+7.— 3RS 1o +1p+1.=4R+ 1.

6. Peti nacin

Dokazaéemo najprije teoremu o kruznici devet tacaka.

Teorem 6.1. PodnoZja visina D, E, F, sredista stranica K, L, M i sredista duzi HA, HB, HC gdje je H
ortocentar AABC, leze na jednoj kruznici ky koju nazivamo kruznicom devet tacaka.

Dokaz: Teorema se moze dokazati na razne nacine a mi dajemo ne tako cest dokaz.
Neka Je 0] sredlste opisane kruznice AABC' i neka je OA = k @ = l i O? , (vidi Sliku 5.).
Tada je | % | =] 7 | = || = R, gdje je R poluprecmk oplsane kruznice AABC
%
Posmatrajmo Vektor h definisan kao O—P} OA + @ + (% = k + l + 7. Imamo da je
ﬁ = O?I — OA = l +m i C@ O? — O? = l — 7 pa je skalarni proizvod tih vektora jednak

AH-CB=(T+m) (T —m) =T —|[m]>=0

Sto znaci da je ﬁ 1 C@ Analogno pokazujemo da je Bﬁ? 1L ﬁ i C"ﬁ 1L E, Sto znaci da je tacka H
ortocentar AABC.
Definisimo sada vektor @ kao

:O_A%:%(ﬁ:%(?+7+m)
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tj. tacka N je srediste duzi OH. U trapezu OKDH je NK = ND, a kako je tacka P srediste duzi AH (iz
paralelograma AX HO), imamo da je

DN =

0P = J(OH +0hy = SR+ T+ + By = JoF + T +)
* %

NP=0P - ON = % +m):%?,
KN =ON — OK_%?—F_f—&—FZ)—%(?—&—WZ)f

~l

— 1
2k + 1 +m>_§< +
1—
—k
2
. . 1 - . . o .
jer je OK = 5( 1 +m) Dakle, NK = NP izbog NK = ND je NK = ND = NP. Sli¢cno pokazujemo da
je NE=NL=NQiNF=NM = NR alako vidimo i da je NK = NL = NM, §to znaci da svih devet

tacaka su na istom rastohjanju od tacke N, pa je N srediste kruznice kqg. |
A
X
F
S
k
L
M —
k+1
il -
h E
0 N
I H
m R
Q
B K D C

kg

Slika 5.

Neka je u AABC, tacka I sredite upisane kruznice, r i R polupreénici upisane i opisane kruznice, te
Tq,Th, e poluprecnici pripisanih kruznica uz odgovarajucu sttranicu tog trougla i neka su tacke D, F i F
srediSta pripisanih kruznica, vidi Sliku 5.

Simetrale unutrasnjih uglova AD, BE i CF u AABC su normale na pravce FAE, FBD i DCFE koji
su simetrale spoljasnjih uglova kod vrhova A, B i C. Dakle, tacke A, B i C su podnozja visina u ADEF,
pa je kruznica koja prolazi tim tackama kruznica 9 tacaka u ADFEF koja je istovremeno opisana kruznica
ANABC. Osim toga, tacka I je istovremeno ortocentar H u ADFEF.

Na osnovu Teoreme 6.1 vrijedi da je tacka R srediste duzi IF' a i srediste luka AB jer je C'F simetrala
ugla kod crha C'u AABC'. Tako je RA = RB te OA = OB pa slijedi da je preénik RL normalan na tetivu
AB, zbog ¢ega je tacka T srediste duzi AB. Osim toga RL 1 UV, gdje su U i V dodirne tacke upisane
kruznice (I,r) u AABC i pripisane kruznice (F,r.) u AABC.
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Posmatrajmo sada trapez UIV F. Dokazimo da je

Te—T
TR = . 11
R=" (11)

Duz YT je srednja linija AUVF paje YT = %VF = %rc. Duz RY je srednja linija AUIF pa je RY =
$UI = 1r. Sa Slike 6. vidimo da je TR =YT — RY = 3r, — gr = 7"
U trapezu ENMD je LT srednja linija pa je

Te + 71
—_— 12
. (12)

Sabiranjem (11) i (12) dobijamo

LT =

RL—2R—LT+TR—at’  Te—T

2 2
SA4R=ro+rp+rc—r<4dR+r=r,+rpy +re.

Slika 6.

7. Sesti nacin

Prethodno ¢emo dokazati sljedeée teoreme.
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Teorem 7.1. Neka simetrale uglova kod vrova A, B i C u AABC sijeku opisanu krunicu tom trouglu w
tackama P, Q i R. Ako je I srediste tom trouglu upisane kruznice, onda je PB = PC = PI, QC = QA = QI
i RA=RB = RI.

Dokaz: Poznato je da jednakim periferijskim uglovima odgovaraju jednaki lukovi a time i jednake tetive pa
je PB = PC, vidi Sliku 6, pa <BAP = <PAC = §. Da bi dokazali da je PI = PB dovoljno je dokazati da
je<PIB=¢= 5+ g, jer je <PIDB spoljasnji ugao u AABI. U ABIP je <PIB+<IBP+<BPI = 180°,
pa zbog <PIB = ¢, <PBC = <PAC = <PAB = ¢, <IBC = %, <IBP = <IBC + <PBC = £ + ¢ i
<BPI = <BPA = <BCA = v, dobijamo ¢+ § + g 4+~ = 180°, §to je ekvivalentno sa ¢ = 180° — < — 2 —~,
thoo=a+tfty—§ -5 -7=5+75

Analogno dokazujemo ostale dvije jednakosti. O

Teorem 7.2. Neka je I centar upisane kruznice u NABC i F srediste pripisane kruznice tom trouglu. Ako
kruznica opisana ANABC sijece simetralu ugla kod vrha C u tacki R, onda je RI = RF.

Dokaz: Prema Teoremi 7.1 je RA = RI. Simetrale unutrasnjeg i spoljasnjeg ugla kod vrha A su medusobno
normalne, zbog ¢ega je <IAF = 90°, tj. AIAF je pravougli trougao sa hipotenuzom IF. SrediSte opisane
kruznice ATAF je srediste hipotenuze IF, a bududi da je RI = RA mora biti RI = RF g
Zadatak se dalje rjeSsava kao na peti nacin.
Nadamo se da ste onda uvjereni u ta¢nost citata sa pocetka ¢lanka, medutim mi ne vjerujemo da Ce
neko Bobillierovu formulu dokazivati na nacine 4,5, i 6. Takvi dokazi su interesantni samo sakuplja¢ima
neuobicajenih dokaza, a takvih znamo da ima.
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