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Diracov problem
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Sazetak: U ovom radu je razmatran poznati Diracov problem o tri ribara. RjeSenje problema je
odredeno metodom diferentnih jednadzbi, uzimajudéi jo§ u obzir i zahtjeve nenegativnosti i cjelobrojnosti.
Takoder je dato i rjeSenje opcéenitog Diracovog problema.

Paul Adrien Maurice Dirac, veliki britanski fizicar, roden je 08.08.1902. godine u Bristolu, Engleska, a
umro 20.10.1984. godine u Tallahasseeu, SAD. Otac mu je bio Svicarac, a majka Engleskinja. Najprije je
studirao i diplomirao elektri¢ni inzenjering na Sveucilistu u Bristolu, gdje je zapoceo i studij matematike koji
je kao student-istrazivac, zavrsio 1926. godine. Matematiku je najprije studirao na Sveucilistu u Bristolu, a
kasnije je studij nastavio na Cambridgeu gdje je diplomirao 1926. godine. Tu ¢e i predavati sve do mirovine,
u koju odlazi 1969. godine. Naredne godine je postao jedan od predavaca na St.John’s College, a 1932.
godine postaje profesor matematike na Cambridgeu.

Diracov rad bio je koncentriran na matematicke i teorijske aspekte kvantne mehanike. 1926. godine,
ubrzo nakon Nielsa Bohra, razvio je op¢u teorijsku strukturu za kvantnu mehaniku, a 1928. godine uspio
je stvoriti relativisticki oblik teorije, odnosno relativisticku kvantnu mehaniku koja je opisivala svojstva
elektrona i ispravila neuspjeh Schrodingerove teorije pri objasnjavanju spina elektrona. Teorijski je zakljucio
da postoje anticestice ”antielektroni”, odnosno pozitivno naelektrizirani elektroni koji su kasnije nazvani
pozitroni. Njihovo postojanje je potvrdio i C. D. Anderson 1932. godine. Susret elektrona i pozitrona
dovodi do anihilacije (ponistenja) ove dvije anticestice te do oslobadanja energije u obliku dva fotona (gama
zracenja). Takoder, po Diracovoj teoriji i sve druge ¢estice imaju svoj anti-par ili anticesticu. Godine 1930.
Paul Dirac je objavio Principe kvantne mehanike (eng. The Principles of Quantum Mechanics), djelo koje
je potvrdilo njegov ugled Newtona 20. stoljeca, a 1933. godine je dobio Nobelovu nagradu za fiziku koju je
dijelio s Erwinom Schrédingerom.

Bitno je uociti da je Dirac do svog velikog otkri¢a dosao zahvaljujuéi njegovoj vjeri u povezanost ma-
tematike s fizikom i ispravnost matematickih rezultata ¢ak i kad oni u datom trenutku nemaju fizikalnog
smisla (bududi da se moze raditi o novim, do tada fizici nepoznatim, pojmovima). On je maestralno postavio
matematicku jednadzbu ¢ija rjeSenja u tom trenutku nisu imala fizikalnog smisla, ali su opisivala nepoznatu
Cesticu koja se ne razlikuje od elektrona osim u suprotnom (pozitivnom) elektricnom naboju iste veli¢ine.
Zahvaljujuéi upravo ovakvom ”slobodnom” promisljanju za njega (u mladosti) je vezan i legendarni problem
o tri ribara, koji se u razli¢itim oblicima pojavljivao u mnogim naué¢no-popularnim knjizicama.

1. Diracov problem o tri ribara

Tri ribara su lovila Tibu jedne tamne noéi. Nakon Sto su se umorili oni su legli © zaspali, ne podijelivsi
ulov. U zoru se jedan od njih probudio i, ne Zeleéi da budi drugove, podijelio je ribe na tri jednaka dijela 4
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uzevsi svoj dio, otisao je kuci. Prilikom dijeljenja riba uocio je da mu je jedna riba suvisnom te ju je bacio
u more. Nakon toga probudio se drugi ribar. Ne znajuéi da je prvi ribar otiSao zajedno sa svojim dijelom,
on je takoder podijelio ribe na tri dijela, pri cemu je jednu treéinu odabrao za sebe i otisao. Pri tome je 1
njemu pri dijeljenju jedna riba bila suvisnom te ju je bacio u more. Konaéno se probudio ¢ treéi ribar. Ne
znajuci Sta su uradila druga dva ribara i on je postupio na isti nacin: podijelio je ribe na tri dijela, uzeo sebi
jednu treéinu i pri tome takoder bacio jednu ribu w more koja mu je pri podjeli bila suvisnom. Postavlja se
pitanje: koliko je ukupno riba bilo ulovljeno?

DIRACOV ODGOVOR
”Bilo je ulovljeno ... minus dvije ribe!”

Lahko je provjeriti da je u ovom, neobi¢nom i smjelom odgovoru (kako i prili¢i Diracu) formalno sve
ispravno. Naime, prvi ribar, zaklju¢ivsi da ima minus (!) dvije ribe, jednu ribu ”baca” u more i od preostale
(-3) ribe uzima jednu treéinu, tj. (-1) ribu. Na taj nac¢in ponovo ostaje (-2) ribe, te onda isti postupak prave
i ostala dva ribara.

Zaista bi tesko bilo naéi jednostavniji i elegantniji primjer koji bi tako dobro ilustrirao odvazne ideje
i vjeru u "neshvatljivu efektivnost matematike u prirodnim naukama” (kako se izrazio drugi nobelovac,
americki fizicar U. Vinger), osobine tako svojstvene savremenoj fizici i fizicarima.

Medutim, Diracov problem o ribarima je zanimljiv sam po sebi. PokuSajmo ga rijesiti tako §to ¢emo
uvjete zadatka prevesti u matematicki model, tj. na jezik jednadzbi.

Neka je:

e N = Nj - koli¢ina svih ulovljenih riba,

e N; - koli¢ina riba koje ostaju nakon prvog dijeljenja,
e N - koli¢ina riba koje ostaju nakon drugog dijeljenja,
e N3 - kolicina riba koje ostaju nakon treceg dijeljenja.

Tada je oc¢igledno:

2
Ny = 3 (No—1)
i opc¢enito:
2
Nk;+1 :g(Nk;—].), k:071,2 (1)

Uoc¢imo da je jednadzba (1) linearna diferentna jednadzba prvog reda, koja se moze eksplicitno rijesiti, tj.
moze se dobiti zatvorena formula za svaki ¢lan niza N, k = 1,2, 3, ..., znajuéi pocetni ¢lan niza Ny. Dakle,
jednadzba (1) u opcenitom smislu, bez dodatnih ograni¢enja, ima beskonatno mnogo rjesenja.

Za pocetak rijesimo zadatak bez ogranicenja nenegativnosti (/). Pretpostavimo prvo da su svi Ny,
k=1,2,3,... jednaki jednom te istom broju D. Tada bismo imali

2
D=-(D-1
3 ( ) ’
odakle je D = —2, §to je ”Diracovo rjeSenje”.

No, podsjetimo se ukratko na nacin rjesavanja linearne diferentne jednadzbe prvog reda s konstantnim
koeficijentima (v. [2], [3]), jer je upravo takva jednadzba (1).

Teorem 1.1. Opéenita linearna diferentna jednadzba s konstantnim koeficijentima
Tpy1 =0aTyp+b, n=0,1,2,.. (2)

u slucaju a # 1 ima rjesenje:

b b
n = - 7 " ) = 51727"'
x (xo 1_a>a +1—a n=20 (3)
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Poredeéi jednadzbe (1) i (2), vidimo da je u jednadzbi (1):

2 2
= — b:——
“= 3 3’

pa je njeno rjesenje (koristeéi formulu (3)) dato sa:

_2 ) k _2
W (- 2g) (5) 40
1—-3 3 1-3

odnosno

9 k
Ni = (No +2) <§> -2, k=0,1,2,... (4)

Rijesimo sada Diracov problem uz uvjete nenegativnosti i cjelobrojnosti, tj. zahtijevajmo da su Nj za
k =0,1,2,3 cijeli nenegativni brojevi.

o (jelobrojnost:

Ny, za k = 0,1,2,3 ée biti cijeli brojevi ako i samo ako 32 | (Ng + 2), odnosno ako i samo ako je

No=2In—2, nezZ.

e Nenegativnost:

Broj N3, $to znaci i Ny, za k = 0,1,2, ¢e biti nenegativni ako je
N3 =27 8 2=238 2>0
= n.- — — = &n —
3 27 = )
odnosno ako je n > 1.

Specijalno, najmanje nenegativno rjesenje Nuyin = Nomin = 25 se dobija za n = 1, dok se za n = 0 dobije
Diracovo rjeSenje N = —2. Interesantno je primijetiti da je

2\ F
(No +2) (g) —2] =-2,
za bilo koje Ny = N.

Razmotrimo sada Diracov problem u opéenitoj formi.

lim N, = lim
k—o00 k—o0

2. Opéeniti Diracov problem

Neka je ribara bilo r i pri svakom dijeljenju na r jednakih dijelova neka su oni bacali q suvisnih riba
u more (q < r). Koliko je u ovom slucaju bilo ulovijenih riba (u realnom smislu, tj. ukljucujudi uvjete
cjelobrojnosti i nenegativnosti)?

Odgovarajuéi matematicki model (oznake imaju zna¢enje kao i u slu¢aju osnovnog Diracovog problema)
je oblika:

Nit1 = (1 - %) (N —q) ,

odnosno

1 1
Nk+1=(1——)Nk—(1——>q, k=0,1,2,... (5)

T r
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U posljednjoj jednadzbi (5) je

1 1
a=1—— b(l—)q,
r r

pa, koriste¢i formulu (3) za rjesenje diferentne jednadzbe, imamo:

odnosno:

1

k
Ni=[No+q(r—1)] (1—;) —q(r—1), k=0,1,2,..

Rijesimo sada opceniti Diracov problem uz uvjete nenegativnosti i cjelobrojnosti, tj. zahtijevajmo da su Vg
za k =0,1,2,...,r cijeli nenegativni brojevi.
o (jelobrojnost:
N zak=0,1,2,...,r ¢e biti cijeli brojevi ako i samo ako r" | [Ny + ¢ (r — 1)], odnosno ako i samo ako

Je

No=nr"—q(r—1), nezZ.

e Nenegativnost:

Broj N.., 8to znacii Ny za k =0,1,...,r — 1, ¢e biti nenegativni ako je

(r—1)"

N, =nr"- -
r

—q(r=1)=n(r-1)"-q(r-1)=0,

q

odnosno ako je n >
(r—1

— in€eZ.
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