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Sazetak: U radu se, nakon razmatranja osnovnih osobina eksponencijalne funkcije, detaljnije razmatraju
eksponencijalne jednadzbe i nejednadzbe, s i bez parametara. Uz osnovne teorijske napomene kompleksnost
ovih jednadzbi i nejednadzbi ilustrirana je nekim karakteristicnim primjerima.

1. Uvod

Sli¢no kako je to pokazano u [5], u slu¢aju iracionalnih jednadzbi i nejednadzbi, eksponencijalne jednadzbe
i nejednadzbe su takoder poprilicno nezgodne za ispitivanje. I za njih naravno ne postoji opéi postupak
rjeSavanja. Tako smo u moguénosti rijesiti samo neke relativno jednostavne tipove eksponencijalnih jednadzbi
i nejednadzbi. U ovom radu bit ¢e date osnovne teorijske postavke koje ¢e omogucéiti njihovu ilustraciju na
nekoliko karakteristi¢nih primjera s pazljivo odabranim jednadzbama i nejednadzbama s i bez parametara.
Buduéi da se eksponencijalne jednadzbe i nejednadzbe vrlo ¢esto pojavljuju na raznim nivoima takmicenja
iz matematike za ucenike srednjih skola, to nam daje razlog viSe za motivaciju pri pisanju ovog rada.
Poseban problem je, kao i kod drugih jednadzbi elementarne matematike, kad se zahtijeva diskusija rjesenja
eksponencijalne jednadzbe ili nejednadzbe u ovisnosti o nekom realnom parametru.

Kako bi kvalitetno mogao pratiti naredno izlaganje, Citatelj treba dobro da poznaje teoriju i primjene
kvadratnih jednadzbi i nejednadzbi, kao i iracionalnih jednadzbi i nejednadzbi (v. [1-6]). Prije nego
pristupimo detaljnijem proucavanju ovih jednadzbi i nejednazbi, upoznajmo se prvo s eksponencijalnom
funkcijom i njenim osobinama, koje ¢e nam biti od velike koristi kasnije.

Definicija 1.1. Funkcija f: R — RT, f(z) =a®, 0< a# 1, naziva se eksponencijalnom funkcijom.
Osobine eksponencijalne funkcije:

a) Funkcija y = a” je definirana za svako = u skupu realnih brojeva.
b) Funkcija y = a® je pozitivna za svako realno z (a® >0, xz € R).

c) Ako je a > 1, tada 21 < x2 = a® < a®2, tj. funkcija je monotono rastuéa. Ako je 0 < a < 1, tada
1 < Ty = a®' > a”2, to jest funkcija je monotono opadajuéa. Medutim, uo¢imo sljedeée: ako je
a =1, tada je a® = 1 = 1 za svako z, tj. funkcija ima konstantnu vrijednost, pa nije zanimljiva za
ispitivanje zbog ¢injenice da nije injekcija, tj. nema inverznu funkciju. To je razlog zbog Cega je u
definiciji eksponencijalne funkcije nametnuto ogranicenje a # 1.
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X
y=a (a>1)

=ax (0<a<1)

(a) (b)

Slika 1: Grafici eksponencijalnih funkcija: (a) @ > 1, (b) 0 < a < 1.

d) Ako je z =0, tada je a* = 1 za sve a > 0.
e) Za a > 1 uintervalu (—00,0) je0<a* <1l,azal<a<1jea” >1.

U intervalu (0,+o0) zaa>1jea” >1,azal<a<1lje0<a” <1.

2. Eksponencijalne jednadzbe i nejednazbe - teorijski osvrt

Definicija 2.1. Jednadzbu kod koje se mepoznanica nalazi u eksponentu nazivamo eksponencijalnom
jednadzZbom.

Naravno, u opéem slucaju eksponencijalnu jednadzbu nije mogudée rijesiti. To se moze uciniti samo s
jednostavnijim oblicima tih jednadzbi.
Buduéi da je eksponencijalna funkcija bijektivna, to vrijedi

=a" (0<a#l) <= z =29

Na ovoj ¢injenici je zasnovano rjeSavanje najjednostavnijih eksponencijalnih jednadzbi. Naime, datu eksponen-
cijalnu jednadzbu je najcesce moguce svesti na oblik

@ =a9@  (0<a#1), (1)
koja je ekvivalentna jednadzbi
f@)=g(z),

vodedi, naravno, racuna i o definicionim podrué¢jima funkcija f i g.
Medutim, ¢esto se u zadacima pojavljuju eksponencijalne jednadzbe, gdje se nepoznanica nalazi i u bazi
stepena. Najjednostavniji oblik takve jednadzbe je

[a @) =[a@)]™  (a(x)>0). (2)

Uoc¢imo prvo da je definiciono podruéje ove jednadzbe ustvari presjek definicionih podruéja funkcija f, g i a,
tj. DP =D (f)NnD(g9) N D (a). Tada vrijedi

(2) <= {z€DP A [a(z)=1V (O<a(x)#1 A f(z)=g(x))]}.

Definicija 2.2. Nejednadzbu kod koje se nepoznanica nalazi u eksponentu nazivamo eksponencijalnom
nejednadzZbom.
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Eksponencijalne nejednadzbe se u opéem slu¢aju ne mogu rijesiti. Naime, mogudce je rijesiti samo neke
jednostavnije klase nejednadzbi i tada su postupci sli¢éni kao prilikom rjesavanja eksponencijalnih jednadzbi.

Na osobini ¢) eksponencijalne funkcije zasnovano je rjesavanje najjednostavnijih eksponencijalnih nejednadzbi.
Naime, data eksponencijalna nejednadzba najcesée se moze svesti na oblik:

ol @) < q9(@)
i) Ako je a > 1, onda je ta nejednadzba ekvivalentna nejednadzbi
f(z) <g().
ii) Ako je 0 < a < 1, onda je ta nejednadzba ekvivalentna nejednadzbi

f(x) > g(x).

Pri tome, naravno, moramo voditi ra¢una o definicionom podrucju date nejednadzbe kao presjeku definicionih
podrucja funkcija fig

Razmotrimo sada i eksponencijalne nejednadzbe gdje se nepoznanica nalazi i u bazi stepena:

[a (@) <la(@)]™  (a(z)>0) (3)

[a @)™ <[a@)]™  (a(z)>0). (4)

Definiciono podrucje u sluéaju obje nejednadzbe je presjek definicionih podrué¢ja funkcija f,g i a, to jest
DP=D(f)ND(g)ND(a). Vrijedi

(a(x)>1 A f(z)<g(z))

3) < {xzeDP A v (5)
(0<a(z)<1 A f(z)>g(z))

(a(@)>1 A f(z)<g(z))

Vv
4) < (ze€DP AN | (O<a(z)<l A f(z)>g(z)) . (6)
Y
a(z)=1

2.1. Primjeri zadataka bez parametara

Primjer 2.3. Rijesiti jednadzbu
316" +2-81* =5-36".
RjeSenje: Data se jednadzba moze napisati u obliku
347 +2.9% = 5.6,

Nakon dijeljenja sa 627, dobijamo

4 2z 9 2z 2 2z 3 2z
3-1 = 2.1 = =5 <= 3-|= 2.1 = =5.
G+ () ) ()
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2z
2
Uvedimo smjenu: ¢t = (5) . Imamo
1 9 2
3t+2-?:5 = " -5t+2=0 = tzgvtzl .

1
R:.rzi\/x:().

Primjer 2.4. Rijesiti jednadzbu
g . 3vVete — g _ gvEtl

Rjesenje: DP : x > 0. Uz ovaj uvjet, imamo
(7) 9.3vVEte _gvetT L g.gvT 9T —
9.3vVete 4 g.32ve _gvete g2 _
9-3ﬁ(31+3ﬁ)—3w(3w+3ﬁ)=0

(37+3) (9-3v7—37) =0
9.3V% — 3% =0 (jer je 3% + 3V" > 0)
PVE=3" = 24 V=2
<x22 A m:(x72)2> = =4,

[ A

a to je rjesenje date jednadzbe, buduéi da zadovoljava uvjet DP.

Primjer 2.5. Rijesiti jednadzbu 2 = 3 — x.

Rjesenje: Ovo je primjer eksponencijalne jednadzbe koja se ne moze svesti na oblik (1), te iako se €ini
vrlo jednostavnom ne moze biti rijesena na standardan nacin. Medutim, jednadzba se moze rijesiti graficki:

u istom koordinatnom sistemu konstruirajmo grafike funkcija f (z) = 2% i g () = 3 — z (v. Sliku 2).

I
I
|
1

X

Slika 2: Grafici funkcija y =2 iy =3 — .

Sa Slike 2 je jasno da ti grafici imaju jednu jedinu tacku zajednicku, $to znaci da data jednadzba ima

jedinstveno rjesenje. To rjeSenje je jednostavno uociti: x = 1.
Primjer 2.6. Rijesiti jednadsbu 1 + 3% = 27,

Rjesenje: Nakon uvodenja smjene y = g, data jednadzba poprima oblik

1+3Y=4Y = ! y+ 3 yfl
B 4 4)

O
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Iskoristit ¢emo sada osobine monotonosti eksponencijalne funkcije (u slu¢aju kad je baza manja od 1 funkcija
je opadajuéa, v. osobinu c)).

Lo (TN 13\ 3 Y, (3}’ . .
Zay<lvrijedi{ =) >—-1(—-) > —-,paimamo (-] + (-] >1,tj. uovom slucaju jednadzba nema

4 4 4 4 4 4
rjeSenja.
Lo\ 1.3\ 3 , N [3\’ : §
Za y > 1 vrijedi (Z) < 1 i (Z) < T pa imamo <Z> + <Z) < 1, te ni u ovom slucaju jednadzba
nema rjeSenja. Jasno je da je transformirana jednadzba zadovoljena za y = 1, to jest x = 2 je jedino rjesenje
date jednadzbe. O

Primjer 2.7. Rijesiti jednadzbu

)96271

(mz—r—l =1.

Rjesenje: DP: z € R, pa imamo
R ?-z-1=1

(xz—x—1)271:1<:> %
(0<a?—z—-1#1A22-1=0)

R:x=—-1Vz=2. O
Primjer 2.8. Rijesiti nejednadzbu

)%271}

(42® — 10z + 7 > 1.

Rjesenje: Na osnovu (6) imamo (imajuéi na umu da je DP: z € R)

422 - 102 4+7>1 A 22—2>0
V
(L'fol:
(42® — 10z +7) >1 < { 0<42?—102+7<1 A 2?—2<0
V
42 =10z +7=1

3
x € (—o0,1) U <§,+oo> A x € (—00,0]U[1,4+00)
Vv
3
— m€<1,§> A z€]0,1]
V
3
-1 _ 2
T Vo x 5
3
R:xe(—m,O]U{l}U[§,+oo>. O

Primjer 2.9. Rijesiti sljedeéu nejednadzbu

x

< 4+\/ﬁ) +( 4—\/ﬁ> < 62.
RjesSenje: S obzirom da je

B S V4A+VIS 1615 1
Vie VIS == vT5 VA+VIs i+ A+ V15
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data nejednadzba je ekvivalentna s
¢ 1
< 4+\/15) I
(Va+ Vi)

Uvodenjem smjene: ( 4+ \/15) = t, dobijamo

t+%§62 — ?-6204+1<0<31-8/15<t<31+8/15
— (4—\/5)2§( 4+¢B>z§(4+x/ﬁ)2
— (4+\/ﬁ)72§(4+¢ﬁ)%§(4+\/ﬁ)2
— —2§§§2<:>—4§x§4.
Rezultat: —4 <z < 4. O

2.2. Primjeri zadataka s parametrima

Primjer 2.10. Za koje vrijednosti realnog parametra a jednadzba
|z + 2| — |22+ 8| =a” :

a) ima tacéno jedno rjesenje,
b) ima vise od jednog rjesenja,
¢) nema rjesenja?

Rjesenje: Jasno je da mora biti @ > 0, pa zbog a® > 0 za sve x € R, lijeva strana date jednadzbe mora
biti pozitivna, to jest

z+2/>20+8 < (z+2)°>2x48)° <« 322+282+60<0,

odakle slijedi

e <76,7%>‘ (8)

Dakle, ako data jednadzba ima rjesenja, ona moraju pripadati intervalu (8). Zadatak ¢emo rijesiti grafickim
putem. Na slici 3 predstavljeni su grafici funkcija y = |z + 2| — |2z + 8] (u intervalu (8)) i y = a® (za razli¢ite
vrijednosti a).
a) Da bi jednadzba imala tacno jedno rjeSenje, grafik funkcije y = a® mora prolaziti tackom M (—4,2)
10
(jer on ne moze prolaziti tackama A (—6,0) ili B —3,0 , tj. biée a=* = 2, odnosno a = \4—@

b) Za a > —=, grafik funkcije y = a® sijece liniju AM B u dvije tacke, pa jednadzba ima dva rjesenja.

V2

1
¢)Zal<a< 4—\/5, grafik funkcije y = a” nema zajednickih tacaka s linijjom AM B, pa jednadzba nema

rjes enja. Jednadzba nema rjesenja ni kada je a < 0. O
Primjer 2.11. Naéi sve vrijednosti realnog parametra a za koje nejednakost
a-9"+4(a—1)-3"+a>1

vrijedi za sve x € R.
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X
y=a (0O<a<1)

X
y=a (a>1)

Slika 3: Grafici funkcija y = |z + 2| — |22 + 8] i y = a” (za razne vrijednosti a).

Rjesenje: Uvedemo li smjenu ¢t = 3% > 0 (Va € R), problem se svodi na iznalazenje svih vrijednosti
realnog parametra a tako da vrijedi

f@®)=at* +4(a—1)t+a—1>0 zasvakot > 0.

Kako je f(t) kvadratna funkcija njen znak je najlakse ispitivati znajuéi polozaj njenog grafika, odnosno
odgovarajuée parabole, koji zavisi od znaka koeficijenata a uz t? i od znaka njene diskriminante D =
4(a — 1)(3a — 4). Zbog toga ¢emo razmatrat sljedece slucajeve.

1.a<0

Tada za t > 0 vrijedi at? < 0, 4(a — 1)t < 0ia —1 < 0, 8to implicira f(t) < 0 za sve t > 0, pa ove
vrijednosti parametra a ne dolaze u obzir.

2. a > 0 (grafik funkcije f (¢) je otvorom okrenut prema gore)

i) Ako je D < 0, to jest a € <1, %>, tada se grafik funkcije f (¢) nalazi u cijelosti iznad Ot-ose, pa
je f(t) > 0 za sve t € R. To znaci da u obzir dolaze sve razmatrane vrijednosti od a, odnosno
4
a < <].7 §>
ii) Ako je D > 0, to jest a € (0,1]U [§,+oo>, tada da bi bilo f(¢) > 0 za sve t > 0, grafik funkcije
f (t) za sve t > 0 mora biti u cijelosti iznad Ot-ose. To je moguée samo ako je veéa nula funkcije

2(1—a)++/(a—1)(3a—4)

, to znaci da

f (t) nepozitivna. Kako je, za a > 0, ta veéa nula oblika to =
mora vrijediti

2-a)+Vie-1D)@a-4) (a—1)(3a—4) <2(a—1).

a

Uocimo da je za a € (0,1], desna strana posljednje nejednakosti nepozitivna, dok je lijeva
nenegativna, Sto je mogucée samo ako je ¢ = 1. S druge strane, za a € [%,+oo> imamo da
je (nakon kvadriranja) posljednja nejednakost zadovoljena za sve pozitivne vrijednosti od a, §to
znaci da u obzir dolaze sve vrijednosti a € [%, +oo>.

Dakle, u slucaju a > 0, zakljuéujemo da je f(t) > 0 za sve t > 0 ako je a € (1,3) U{1} U [3 + o0) =
[1,4+00), a §to ujedno predstavlja rjesenje zadatka.
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(@] o [e]
Zadaci za samostalan rad

. Ispitati tok i konstruisati grafike sljedeé¢ih funkcija:

2% z < —1,
a)y=3% b)) y=27*t ) y=22-1  d) y=¢ 271, -1<z<1,
277 x> 1.

. Neka je a pozitivan realan broj razli¢it od 1. Definirajmo realne funkcije s, ¢, t sljede¢im formulama:

a* —a” " a®+a " a® —a” "
- = - = tr) = ———
sta) = S o) = T ) = S

Dokazati da vrijedi:

a) ¢2(z)—s*(x)=1, b) s(2z) =2s(z)c(x),
¢) ¢(22) =@ (2) + 52 (), d) t(22) = %

za svako x € R.

Rijesiti sljedeée jednadzbe (3-11):

.a) 2ot =45 b)) V16 = V4T, ) 4% — 4772 = 240.

. a) V32906 =0,25.128%73,  b)3%F - 2% =2 1377,
ca) 7-37H 52 =gt _5eks ) 9. 3eHl 4372 = 450,

1. gz+1
L.gett,

N

9, b) 4V¥=2 416 = 10-2V®~2,

,  b) 5T =537 =20,

Sk

.a)1+3% =27, b)( 2—\/§>m+(\/2 \/§)z:4.

10.

a)z® +27 277 —28=0, b)) ¥ =1
(.:U _ 3)12—1 _ (.:C _ 3)2, b) |m _ 1|1012—20£E+9 — “T _ 1|3I+3 .
Odrediti broj t € R takav da je f (t) =t ako je f (z) dato sa

f(z) =5 207 1FVeP =2 _qobVat=2 L 64 o
Za koje vrijednosti parametara a i m jednadzba

(2
a’ + | - =m
a

ima rjeSenje?

Rijesiti sljedeée nejednadzbe (14-19):
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14. a) 2% 4255 > 5%, b)21-3% +100-5% — 37+ > 0.

15. a) 4% < 3.2VEFT pgVEtl o By 4VE=2 1 16> 10 - 2VP 2,
16. a) 47 — 3773 —3F3 £ 920-1 <0 b) 25.2% — 107 + 57 > 25.

).7:2735

17. a) (422 + 2z + 1 >1,  b) (9+6z+22) "7 < 1.

)12731 )127m

18. a) (2 -3z —9

[r2 —/r2_
19. (m—\/xQ—l)x+ vt < (:v—l—\/xQ—l)w * 1.
20. Odrediti broj cjelobrojnih rjesenja nejednadzbe

<1, b)(4z?4+2z+1 > 1.

24x72 . 47(&671)2 —3. 241‘717&?2 +8 < 0.

21. Za koje je vrijednosti a trinom 2 —2¢F2. 2 — 2913 4 12 pozitivan za sve realne vrijednosti promjenljive
x?

22. Za koje pozitivne vrijednosti p jednadzba
92+t 132 +2=9p> —3p—2
ima nenegativne korijene?

23. U koordinatnoj ravni odrediti skup tacaka (uz graficku ilustraciju) ¢ije koordinate (x,y) zadovoljavaju
nejednakosti:

a) 27t <29 (2> 0),

b) z¥ > z°=** (z > 0).
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