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Jedna zanimljiva primjena Stjuartove teoreme

Sefket Arslanagié

Sarajevo, BiH

Sazetak: U ovom radu, koristeéi dobro poznatu Stjuartovu ! teoremu, dokazujemo zanimljivu trigonometrijsku
nejednakost za trougao kod kojeg teziste pripada upisanoj kruznici.

Povod za pisanje ovog rada je bio dokaz jedne trigonometrijske nejednakosti za trougao AABC koja
glasi:

27
(sin v 4 sin 8 + siny)(cot o + cot 8 + cot y) > = (1)

gdje su a, B,~ unutrasnji uglovi trougla AABC, a teziste tog trougla, tacka G, pripada kruznici k upisanoj

Najprije ¢emo iskazati Stjuartovu teoremu. Posmatrajmo trougao AABC i duz AP pri ¢emu je P tacka
na stranici BC. Neka je |AP| = p, |BP| = m, |CP| = n, odakle je |BC| = m + n. Tada vrijedi

a(p® +mn) = b®>m + c*n . (2)
Vise raznih dokaza ove teoreme se moze naéi u [1-4]. Predimo sada na dokaz nejednakosti (1).

A A

m P 4 n C
Slika 2

Slika 1
Neka su tacke I i G (Slika 1) centar upisane kruznice k i teziste trougla AABC gdje G € k . Primjenjujuéi
Stjuartovu teoremu (2) (Slika 2) na trougao ATAA’, dobijamo:

ITA]? - |GA'| + |IA']? - |AG| = [IG]? - |AA'| + |GA| - |GA'| - |AA'| . (3)

Ciljna skupina: srednja Skola

Kljuéne rijeci: Stjuartova teorema, sinusna i kosinusna teorema, A-G nejednakost, stroga nejedankost
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Posto teziste G dijeli svaku tezignicu u omjeru 2 : 1 (ra¢unajuéi od vrha trougla), to imamo da je |GA’| = 1t,

5t
|AG| = 2t,, |[AA'| =t,, pa iz (3) slijedi zbog |IG| =r
1 2 2
TAP - to + |[TA'P - Sty =17t + =t
AP Sto T4 £

§to je ekvivalenstno sa

1 2
5|1A|2 |IA’|2 r+9t2 (4)

2 2 2
a odavde na osnovu éinjenice da je IA’ tezisnica trougla AIBC te da je [IA']? = 2115 +2|I4C| —15C]

dobijamo iz (4)

)
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IIA\2+\IB|2+\IC| ):T2+é(az+b2ﬂ?)
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(JAD[? + 1 + |BE]* +1° + |CF|* + r?) :r2+$(a2+b2+02)
1
((s —a)®>+ (s —b)? (s—c)2+3r2):r2+§(a2+b2+62)
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1
35% — 25(a + b+ c) + a® +b2+c):§(a2+b2+02)
1 1
= —§52+§(a2+b2+02):§(a2+62+02)
=352 =2(a® +b* + c?)

b 2
3 <M) =2(a®+b* +¢?)

2
<= 3(a® 4+ b? + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc) = 8(a® + b* + c?)
<= 5(a* +b* + ¢?) = 6(ab + b + ac). (5)

Na osnovu kosinusne teoreme slijedi

a? =b%+c? — 2bccosa

b2 =a? +c® — 2accos 3,

2 =a%+a?—2abcosy

a odavdje nakon sabiranja ovih jednakosti:

a4+ % 4+ % =2(a®> +b* + ¢ — becosa — accos B — abcosy)
to jest

a® 4+ b* 4 ¢* = 2(becos o + accos f 4 abcosy) . (6)
Sada dobijamo iz (5) i (6)

cosa  Cos cos 1 1 1
5 + 5—&- i =3l-+-+-1,
a b c a b ¢

a odavdje nakon sinusne teoreme

Ccos « cos f3 Cos 7y _3 1 . 1 n 1
2Rsina  2Rsinf  2Rsinvy ) 2Rsina 2Rsinf8  2Rsiny ) ’
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sto je ekvivalentno sa

1 1 1
5(cota+cot5+cot’y):3< — + —— + — ) . (7)
sina  sinf8  sinvy

Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i harmonijske sredine imamo:

1 1 1 1 3
S . + N + B > . . . )
3 \sina sinfg  sinvy sin o + sin B + sin~y

to jest

1 1 1 9
- + — + — - - - -
sina  sinf  siny  sina+sing 4+ sinvy
Najzad iz (7) i (8) dobijamo

27
sina + sin 8 + siny ’

5(cot o + cot B + coty) >
to jest

27
(sin v + sin 8 + siny)(cot a + cot B + coty) > 5

Ovdje vrijedi stroga nejednakost jer u (8) vrijedi stroga nejednakost posto bi vrijedila jednakost ako je
a=p=v=060°, tj. ako je trougao AABC jednakostrani¢ni u kome vrijedi da je I = G , $to nije slucaj

jer tacka G pripada upisanoj kruznici k u trougao AABC ¢&iji je centar tacka I.
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