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Parabola - jedna osobina

Jens Carstensen?, Alija Muminagié?®

@ Frederiksberg, Danska

Sazetak: U radu se rjesava problem odredivanja jednadzbe krivulje, odnosno geometrijskog mjesta
tacaka, u ravni koje zadovoljava zakon odbijanja svjetlosti.

1. Uvod

Iz optike nam je dobro poznat zakon odbijanja svjetlosti, prema kojem upadni zrak, normala i odbojni
zrak leze u istoj ravni i pri tome je ugao izmedu upadnog zraka i normale jednak uglu izmedu normale
i odbojnog zraka. Lahko se pokazuje sljedece: ako u fokus parabole stavimo izvor svjetlosti, onda zraka
svjetlosti pada na parabolu i odbija se tako da je paralelna s osom parabole. Obrnuto, ako zraka svjetlosti
paralelna s osom parabole pada na parabolu, onda se odbija tako da prolazi kroz fokus parabole (na
ovom principu zasnovana je konstrukcija paraboli¢nog reflektora). Razmotrimo, medutim, sljedeéi problem:
pretpostavimo da nam nije poznata ova osobina parabole i odredimo jednadzbu krivulje u ravni koja
zadovoljava zakon odbijanja svjetlosti, odnosno geometrijsko mjesto tacaka s navedenim svojstvom.

2. RjeSenje problema

Neka je P(z,y) proizvoljna tacka na krivulji, F(a,0) tacka na Oz—osi kroz koju prolazi zraka svjetlosti
nakon odbijanja zrake paralelne s Ox—osom. Oznac¢imo sa K presje¢nu tacku normale na tangentu ¢ u tacki
P sa Ox—osom i <K PF = « (vidi Sliku 1). Jednadzba trazene krivulje neka je y = f(z). Poznato je da
je koeficijent smjera tangente 3, a koeficijent smjera normale 7%' Nije tesko pokazati da su uglovi upravo
kao na Slici 1. Tako imamo da je, zbog tan(180° — o) = — tan a,
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Koeficijent smjera pravca kroz tacke F'i P jednak je
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a kako je takoder k = —£-, imamo
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Slika 1: Ilustracija zakona prelamanja svjetlosti

Ovo je diferencijalna jednadzba iz koje slijedi

, —2(x—a)i\/4(;r—a)2+4y2:—(w—a):lz (x—a)2—|—y2.

y:
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Definirajmo funkciju r sa y = r(z — a), pa je y' = r'(xz — a) + r, §to uvrstavanjem u (2) daje
—(z—a):/(z—a)?+1r(z —a)?

-1++v1 2
r(x—a)+r= <:>r’(x—a)+r:7+r
r(z —a) r

Ovdje mozemo razdvojiti promjenljive

(—1+vV1+72)dx

rde + (x —a)dr = — ride +r(x —a)dr = (-1 +£V1+r2)dx

r

= (P +1+V14+r2)de = —r(z —a)dr
rdr _dw

—r2—1+/1412 z—a

Uvedimo smjenu t? = 1 + r2. Nakon diferenciranja dobijemo

—

Qtﬂ = 27“ﬁ <= tdt = rdr.
dx dx

Uvrstavanjem (3) u (2) imamo

dr  tdt (:;)d;r_ dt
r—a —t2+¢ z—a £1-1t

pa je nakon integraljenja
Injz —a|=—In|+£1—1t + C, C-konstanta.
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Dalje je
In|(z —a)(xl1+41t)|=C<+<= (z —a)(£l+t) =Cy,C1 > 0.

Smjenom ”unatrag” dobijemo
(x—a)t=(zx—a)V1+r2=/(z—a)?+ (x—a)2r2=/(x —a)? + 2
i time

tzx—a)—(@—a)+y2=C

Vie—a2+y2=+@x—a)-C
(x—a)?+y? = (v —a)*+C} +£2C(z — a)
y* = 4+2C)(x — a) + C?

y* =2Cy(z —a) + C3,

11

gdje smo +C zamijenili s Cs.
Posljednja jednadzba predstavlja familiju parabola. Parabolu koja prolazi kroz tacku (0,0) ¢emo dobiti

odredivanjem Cy, to jest
0=-2Ca+ 022 — (Cy = 2a,

pa trazena kriva ima jednadzbu

y* = da(z — a) + 4a* <= y* = 4ax.
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