EVOLVENTA (JAMTK) 2(1) (2020), 22 — 28 Publikovano od UM TK,

Udruzenje matematicara TK
Dostupno na: http://www.umtk.info

Tragom jedne algebarske nejednakosti

Dragoljub Milosevié

Republika Srbija

Sazetak: U ovom radu biée rijeéi o jednoj algebarskoj nejednakosti, njenim progirenjima i primjenama.

1. Umjesto uvoda

Tokom pripremanja za matematicka takmicenja, Emina i Zaim su rjeSavali zadatak: Dokazi da, za
pozitivne brojeve a, b, z,y vrijedi sljede¢a nejednakost:

@@ U atd)? (1)

x Y r+y

Eminino rjeSenje: Na osnovu poznate nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za dva
pozitivna broja imamo

e + Lp2 > 2, /ga2£b2 = 2ab .
z Yy r Yy

Dodavanjem objema stranama ove nejednakosti po a? + b?> dobijamo redom:
Ya? + 20 + a® + 52 > 2ab + a? + b2
z Y

<:>$—+ya2 + y—l—_be > (a + b)?
z y

= (z+y) (%2+(;_2> > (a+b)?

2 2 2

x Yy xr+y

to jest (1).
Zaimovo rjeSenje: Iz

a? n v (a+b)?  a%y? —2abzy +b22?  (ay — bx)? >0
x Yy Tty zy(z +y) wy(z+y) —

direktno slijedi nejednakost (1).
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2. Primjena nejednakosti (1)
Sada ¢emo dati nekoliko primjera primjene nejednakosti (1).

Primjer 2.1. Za pozitivne brojeve a i b vrijedi

a2 2

7+;2a+b. (2)

Rjesenje: Ako u dokazanu nejednakost (1) uvrstimo z = b i y = a dobijamo

a? §> (a+b)?

b+a_ b+a

I

a odavdje slijedi trazena nejednakost (2). ]
Primjer 2.2. Ako su a,b duzine kateta i ¢ duZina hipotenuze pravouglog trougla ABC, onda vrijedi

a+b<cv2. (3)
Rjesenje: Ako umjesto = i y stavimo broj 1 u nejednakost (1), imamo

a? b? < (a+b)?

T TS 151

ili
(a+b)* <2(a® +0%)
odakle je
a+b</2(a?+02) .
Kako je a? + b? = ¢? (Pitagorina teorema !), iz posljednje nejednakosti slijedi Zeljena nejednakost (3). O
Primjer 2.3. Za pozitivne brojeve a i b je
a® 4+ b* > ab(a +b) . (4)
Za ovaj primjer ¢emo dati dva rjeSenja.

Rjesenje: Ako u (1) stavimo x = — iy = b dobijamo
a

ili

Iz posljednje nejednakosti, nakon skraéivanja sa a + b, slijedi nejednakost (4). a
Rjesenge: 1z

a® 4+ 0% —ab(a+b) = a® — a®b — (ab® — b*) = a*(a — b) — b*(a — b)
= (a—b)(a® = b*) = (a — b)(a — b)(a + b)
=(@-b*a+b) =0,

dobijamo zeljenu nejednakost (4). O
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Primjer 2.4. Ako su a i b pozitivni brojevi, onda je

a b

1
_* L% >
Sta 3atb-2 (5)

Rjesenje: Neka je a + = L. Ako prvi razlomak prosirimo sa a i druga sa b, pa primijenimo
3b+a  3a+b

nejednakost (1), dobijamo

I_ a? n b2 N (a+b)?
~a(Bb+a)  b(Ba+b) T (a%+ 2ab+b2) +4dab’
to jest,
(a+b)
L _lath? )
(a+b)2 + 4ab

S obzirom da je taéna nejednakost 0 < (a — b)? ekvivalentna sa 4dab < (a + b)?, iz (6) slijedi

(a +b)?
SCEDEECEIDEN

to jest L >

N | —

3. Neka prosirenja nejednakosti (1)
Namece se pitanje validnosti nejednakosti koja je sli¢na nejednakosti (1):

2 2 2 2
A (o)
T Y z rT+y+z

gdje su a, b, ¢, x,y, z pozitivni brojevi.
2

Rjesenje: Dodamo li lijevoj i desnoj strani nejednakosti (1) po C—, imamo
z

a> b 2 a+b)? 2
G ) L (8)
x Y z r+y z

Primjenom nejednakosti (1) na desnu stranu nejednakosti (8), dobijamo

(atd)? ¢ ((atb)+0)?
T+y z (x+y)+z

v

(9)
Iz nejednakosti (8) i (9) slijedi nejednakost (7). O
Napomena 3.1. Jednakost u (7) vrijedi za sve realne brojeve a,b, ¢ (dakle, i za nepozitivne brojeve a, b, c).

Posljedica 3.2. Za x =y =z =1 imamo
1
a?+ b+ c* > g(a+b+c)2 .
Ova nejednakost je za a,b,c > 0 ekvivalentna sa

a+b+c< [a? + b2 + 2
3 - 3 ’

Sto predstavlja nejednakost izmedu aritmeticke i kvadratne sredine tri pozitivna broja a, b, c.
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Posljedica 3.3. Zaa=b=c=1 dobijamo

1 1 1 9
> —
r Yy z TH+y+z

Sto je ekvivalentno sa

i §x+y+z'
+1 3

8 =
<= W

Jr
Ovo je nejednakost izmedu harmonijske i aritmeticke sredine tri pozitivna broja z,y i z.

Idemo korak dalje, ispitajmo ta¢nost nejednakosti koja, u odnosu na nejednakost (1), umjesto kvadrata
brojeva a,b i a + b, ima kubove istih elemenata, to jest

3 3 3
@V b

T Yy~ Tty
Naprimjer, ako u ovu nejednakost stavimo a =b =112 = y = 2 imamo

23

+ 242"

2

N
N —

to jest 1 > 2, Sto nije tacno.
Sada, da vidimo sta se desava ako desnu stranu te nejednakosti smanjimo dva puta, to jest ispitajmo da li
je validna sljedeca nejednakost

a® ﬁ - (a+0b)3

Ty T 2ety) (10)
Zaa=b=11xz =y =2 dobijamo 1 > 1, §to je tacno. Pokusajmo dokazati nejednakost (10).
Rjesenje: Nejednakost (10) je ekvivalentna sa

2(z + y)(aPy + b3x) > zy(a + b)*
to jest sa

adzy + b3xy + 2(a®y? + b32?) > 3a’bry + 3ab’zy . (11)

Primjenom aritmeticko-geometrijske nejednakosti za tri pozitivna broja, imamo

adry + a®y? + 032 > 3V adzyady?b3z? = 3a’bry

ady? + 6322 4+ bPxy > 3ab’ry .

Ako saberemo posljednje dvije nejednakosti dobijamo nejednakost (11). Ovim je potvrdena validnost
nejednakosti (11), a samim tim i validnost nejednakosti (10). O

Napomena 3.4. Za pozitivne brojeve a,b, c,xz,y, z vrijedi

a® b

3 3
+b+c
NP )
T Y z 3

(z+y+2)’ (12)

Owva nejednakost se moze dokazati pomoéu metode primijenjene za dokaz nejednakosti (10).



D. Milosevi¢ / EVOLVENTA (JAMTK) 2 (1) (2020) 26
4. Primjena nejednakosti (7)
Ukazat ¢emo na nekoliko primjera primjene nejednakosti (7).

Primjer 4.1. Dokazimo da je za pozitivne brojeve x,vy, z tacna nejednakost

x y z 1
+ + >
z4+2y+32 y+2z243r z+4+2x4+3y 2

(13)

Rjesenje: Neka je
x Y z
=L
x+2y+3z+y+22+3x+z+2x+3y

Tada je

x2 y2 22

+ + :
x(z+2y+32)  yly+2z+3x)  z(z+2z+3y)

pa je, na osnovu dokazane nejednakosti (7):

< (x+y+2)?
T (@2 +y?+22) + 5y +yz+2x)

Poznato je da vrijedi

(z+y+2)?=2"+y*+2>+ 20y +yz +27) (15)

(x+y+2)2> 3@y +yz+2x) . (16)
(e +y?+22 > ay+yz+zz e (r—y)? + (y—2)>+ (2 —x)? > 0 (tatno)). Sabiranjem nejednakosti (15)
i (16) dobijamo

2w +y+2)?>a*+y? + 2%+ 5wy +yz+ 27) . (17)

1
Iz nejednakosti (17) i (14) slijedi L > 3 §to je trebalo i dokazati. O

Primjer 4.2. Dokazimo da za pozitivne brojeve vrijedi

3 bS 3
%+—+izﬁ+ﬁ+8. (18)
C a

Rje3enje: Primjenom nejednakosti (7) dobijamo

P X I S Y R (a2 402+ 02)2
-ttt =4+ —> —
b c a ab  bc  ca ab + be + ca

a odavdje, zbog ab + bc + ca < a? + b% + 2, slijedi nejednakost (18). a
Rjesenje: Koristenjem nejednakosti (12) imamo
PR B BN b6 6 a2 + b2 + )3
e sy (19)
b ¢ a a¥b b a7 3(adb+ b+ Ba)

Preostaje nam da dokazemo tacnost sljede¢e nejednakosti

(a® + b+ ¢*)? > 3(a®b + bPc + Pa) . (20)
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Naime, ako u nejednakost (16) stavimo
z = a® + be — ab, y=b2—&-ca—bc7 z=c+ab—ca,

dobijamo zeljenu nejednakost (20). Konacno, iz nejednakosti (20) i (19) slijedi nejednakost (18). O
Rjesenje: Primjenom aritmeticko-geometrijske nejednakosti za dva pozitivna broja dobijamo

3 3 b3 3
a—+ab22\/a—ab:2a2, — +be > 207, C—+ca2202,
b b c a

pa je
a® b3
?—l——+—+ab—|—bc+ca22a2+2b2+2c2. (21)
¢ a
Iz nejednakosti (21) i ab + be + ca < a? + b% + ¢ slijedi nejednakost (18). O

5. Zadaci za vjezbanje
Prva tri zadatka mogu rjesavati osnovci, a preostalih pet-srednjoskolci.

Zadatak 5.1. Ako su x iy pozitivni brojevi, dokaZi tacnost nejednakosti:

) -
204+ 2x4+y 3
T Y 1 1

D) — 4+ L >4 =

)y2+x2_w+y

Zadatak 5.2. DokaZi da za pozitivne brojeve a,b, c vrijedi
a® v 2
a) —+—+—>a+b+e,
b c a
a b c

b
) 2a+b+2b+c+2c+a_

Zadatak 5.3. DokaZi da za duZine kateta a,b i duZinu hipotenuze ¢ pravouglog trougla vrijedi nejednakost

at+ vt > =t

NI

Zadatak 5.4. Nejednakost (7) dokaZi na nacin razliéit od prikazanog.

x Y z

+ + . Dokazi
kx+y+z x+ky+z x+y+kz

Zadatak 5.5. Neka sux,y, z, k pozitivni realni brojevi 1 M =
da je

a) M >

3
0<k<1
k+2za < k<1,

3
b)MSk 22ak21.

Zadatak 5.6. Ako su a,b,c pozitivni brojevi i a +b+ ¢ =1, dokazi da je

a n b n c
1+bc 14+ca 1-+ab

9
> — .
— 10
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Zadatak 5.7. Ako je k > 1, onda za duZine stranica a,b, ¢ trougla AABC vrijedi nejednakost

a . b n c < 3
kb+c)—a kic+a)—b k(a+b)—c ™ 2k—1"

Kada vrijedi jednakost?

Zadatak 5.8. Ako sua,b,c duZine stranica itq, tp, t. duZine teZisnica trougla NABC, onda vrijedi nejednakost

a2 b2 c2
—+z+5>4.
it 12
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