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Zabavna matematika - Problemi mjerenja

Zadatak 1. Jedna osoba ima tri posude, od 14, od 9 i od 5 litara. Posuda od 1/ litara je puna. Prelijevanjem

iz posude u posudu (koristedi samo ove tri posude) treba izmjeriti 7 litara vode. Kako to izvesti?

Zadatak 2. Dwvojica meraklija imaju bocu od 16 | punu vina, i dvije prazne posude od 6 1 i 10 1. Kako ce

vino podijeliti na dva ista dijela (po 8 1) koristeéi samo ove raspoloZive posude?

Zadatak 3. Vodoinstalater ima posudu od 3 litra, posudu od 5 litara i kantu. Kako ce iz ¢esme izmjeriti

tacno 4 litra vode u kantu?

Zadatak 4. Pomocu dva pjescana sata od kojih jedan mjeri 15 minuta, a drugi mjeri 20 minuta, odrediti

vremenski period od 25 minuta.

Zadatak 5. Dva metronoma pocnu istovremeno otkucavati. Prvi otkucava svaku drugu sekundu, a drugi

otkucava svaku trecu sekundu. Ukupno se culo 13 otkucaja, pri cemu su se istovremeni otkucagi culi kao

Pjescani sat je vrsta uredaja za mjerenje vremena. Sastoji se od dvije spojene,
okomite komore koje omogucavaju pretakanje materijala (obi¢no pijeska) iz gornje
u donju komoru. Po isteku cijelog materijala iz gornje komore, pjescani sat se
moze okrenuti da bi se vremenski interval ponovo mjerio. Veli¢ine koje utic¢u
na duzinu mjerenog vremenskog intervala su koli¢ina materijala u satu, veli¢ina
komora, Sirina grla i fino¢a pijeska.

Pjescani satovi su postali rasprostanjeni u 14. vijeku. Ipak, vec u 16. vijeku
pjeScane satove istiskuje razvoj mehanickih satova. Danas se pjesc¢ani satovi
koriste u djelatnostima gdje nije potrebno precizno mjerenje vremena (u kuhinji,
u drustvenim igrama) ili kao ukras.

Simbolicki, pjescani sat simbolizira protok vremena, upravo zbog svoje vizualnosti
protoka (racunari ¢esto imaju piktogram pjescanog sata koji obavjestava korisnika
da je potrebno pricekati da se odredeni podaci procesiraju).

jedan. Koliko je sekundi proslo od prvog do 13 otkucaja?

Metronom je sprava koja pokazuje brzinu izvodenja nekoga muzickog djela.
Metronom otkucava zvuénim signalom broj njihanja u minuti (40 do 200) i
oznacava pravilan ritam protoka takozvanog objektivnog vremena. Mehanicki
metronom patentirao je 1816. Johann Nepomuk Madlzel, a danas uz taj
standardni postoje elektronski i dzepni metronomi. Metronomske oznake, to
jest kompozitorova uputstva o brzini izvodenja djela, biljeze se od Beethovenove
Osme simfonije iz 1817. Veéina kompozitora uz oznaku tempa pise i metronomsku
oznaku. Ona znacai broj udaraca u minuti, a oznacava se slovima M M i brojem
koji predstavlja broj udaraca u minuti.

Polagani tempo M M = 40 — 76 ; Umjereni tempo MM = 76 — 120 ; Brzi tempo
MM =120 — 200.

Ciljna skupina: svi uzrasti
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Nagradni zadatak: Kada je rodena Cheryl?

Pitanje je o djevojcici Cheryl, koja je zamolila dvojicu djecaka da pogode njezin rodendan, prvo je
postavljeno u sklopu testa koji su organizirali Singapurska i Azijska Skolska matematic¢ka olimpijada
(SASMO). Medutim, brzo je postalo viralno nakon $to ga je lokalni izdava¢ objavio na Facebooku, tokom
vikenda.

Od rjesavaca se zahtijevalo koristiti logiku za utvrdivanje Cherylina rodendana, pomoc¢u kratkog razgovora
izmedu dvojice djetaka, o informacijama koje su im dane. Do utorka su mrezni korisnici vodili ozbiljne
rasprave oko najboljeg moguéeg odgovora na zagonetku, na platformama drustvenih medija, kao Sto su
Reddit, Facebook i Twitter. ”AZurirao sam svoj Zivotopis da bih u roku od pet minuta dodao zakljuceni
Cherylin rodendan”, napisao je Phil Smith na Twitteru. Drugi nisu bili toliko pametni. ”Zapanjen sam
... kad je tacno Cherylin rodendan?”, lan Gessey napisao je na mrezi.

”Prosjecni ucenik u Velikoj Britaniji uspanic¢io bi se ako bi mu se ovaj problem postavio, a ne bi ga
ni pokuSao rjesavati jer pitanja utemeljena na logici nisu dio kurikuluma”, rekla je Karen Skuse, bivsa
profesorica matematike u skoli Langley, neovisnoj §koli u Norwichu i iskusni predavac¢ s 14 godina iskustva
u poducavanju. Neke bi se skole, medutim, suocile s izazovom. Carole Knight, zamjenica voditeljice
skole u Headingtonu rekla je: ,Otprilike treé¢ina nasih djevojaka, nasa najbolja grupa, vidjet ¢e ovu vrstu
matematike izazovno i s uzitkom. Uzivali bi u suocavanju s izazovom, a mi bismo ga koristili kao sjajan
primjer zajednickog rjesavanja problema.”.

U objavi na Facebooku kasno u ponedjeljak naredne sedmice, SOSMA je pruzila cjelovit model odgovora.
Post je takode pojasnio ranije izvjestaje da je pitanje postavljeno osnovnoskolcima, rekavsi da SOSMA
smatra vaznim navesti dob uklju¢enih ucenika, tako da ”singapurski roditelji ne¢e morati toliko brinuti”.
Pitanje je bilo ”zapravo sa srednjeg 3 i sekundarnog 4 SASMO takmicenja, odrzanog 8. aprila 2015”,
navedeno je, dodajuéi da je "namijenjeno prosijavanju boljih ucenika”.

Singapur je poznat Sirom svijeta po svom nacionalnom matematickom sistemu, koji su oponasale skole u
drugim razvijenim zemljama i gradovima, uklju¢ujué¢i New York.

(Preuzeto iz The New York Times, 14. 04. 2015.)

Zadatak 1. Albert i Bernard upravo su upoznali Cheryl. ”Kada je tvoj rodendan?” Albert je pitao Cheryl.

Cheryl je malo razmislila i rekla: ”Neéu vam reéi, ali dat éu vam neke naznake.” Zapisala je popis od
10 datuma:

15. mag, 16. maj, 19. maj

17. jun, 18. jun

14. jul, 16. jul

14. avgust, 15. avgust, 17. avgust

”Moj je rodendan jedan od ovih datuma”, rekla je.

Tada je Cheryl Albertu Sapnula na uho mjesec i samo mjesec svog rodendana, a Bernardu je Sapnula dan
i samo dan.

”"Mozete li to sada pogoditi?” upitala je Alberta.

Albert: Ne znam kada ti je rodendan, ali znam da ni Bernard ne zna.

Bernard: U pocetku nisam znao, ali sada znam.

Albert: Pa, sad znam i ja!

Kada je Cherylin rodendan?

Ciljna skupina: svi uzrasti
Rjesenje zadatka dostaviti najkasnije do 31.10.2021. godine, putem e-maila ili na adresu ¢asopisa (postom)
Prvo pristiglo, ta¢no i potpuno rjesenje bit ¢e nagradeno novéanom nagradom od 50 KM.
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Konkursni zadaci

Osnovna skola

Zadatak 41. Citaoci Evolvente: Ajla, Tanja i Olivera, ocjenjene su iz matematike razlicitim ocjenama: 8,
4 % 5. Damir je pokusao pogoditi njihove ocjene:

?Olivera je dobila 3. Tanja nije dobila 3, a Ajla nije dobila 5.”

Olivera mu na to odgovori: ”Rekao si istinu samo za jednu od nas tri”. Odrediti ocjene ovih ucenica.

Zadatak 42. Jedan satni mehanizam zaostaje dvije sekunde za Sest dana. Koliko je sati pokazivao taj
mehanizam 08.03.2021. godine u podne ako je pokazivao tacno vrijeme 01.01.2021. godine u podne?

Zadatak 43. Dz’jagonala@ romba ABCD ima duZinu 6. Neka je M srediste stranice CD i N srediste
stranice AD. Duzi BM i BN sijeku dijagonalu AC' u tackama P i Q, redom.

1. Izracunati duZinu odsjecka PQ.
2. Izracunati povrsinu trougla ABMN, ako je |BM| = 3.

Zadatak 44. Proizvod Sest uzastopnih prirodnih brojeva je 66 x 28«. Odrediti nepoznate cifre oznacene
zvijezdicom (te cifre nisu obavezno jednake).

Zadatak 45. U trouglu AABC tacka D je srediste duZi BC. Za tacku E duzi AD vrijedi jednakost 4|AE| =
3|AD|. Prava BE sijece stranicu AC wu tacki F. Odrediti razmjeru (omgjer) povrsina trouglova ANABF i
ABCEF.

Srednja skola

Zadatak 41. Odrediti sve brojeve izmedu 100 000 i 300 300 koji pri djeljenju sa 21 i 2021 daju isti ostatak
15.

Zadatak 42. Nad duzi AB kao osnovicom, konstruisani su jednakostranicni trougao AABD i jednakokraki
pravougli trougao AABC. Tacka E je podnozje normale iz tacke C, na duZ AB, a tacka M je podnoZje
normale iz tacke C na duz AD. Izracunati ugao ZCEM.

Zadatak 43. Odrediti sve realne vrijednosti parametra p, za koje je izraz
log[(p — 1)2* + 2pz +3p — 2],

definisan za svako x € R.

2 1
Zadatak 44. Rijesiti jednacinu 1 4+ — =

sin x 2cos? ¢’

Zadatak 45. Zbir prvih n ¢lanova jednog niza dat je izrazom
S, = 9.5n% — 89.5n .

Naci opsti ¢lan tog niza i pokazati da je to aritmeticki niz.

Ciljna skupina: Osnovna §kola, srednja skola
Rjesenja zadataka dostaviti najkasnije do 31.10.2021. godine, putem e-maila ili na adresu ¢asopisa (postom ili li¢no)
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Rjesenja konkursnih zadataka 31 — 40

Osnovna Skola

Zadatak 31. Sam lav moZe da pojede ovcu za dva sata, vuk za tri sata, a pas za Sest sati. Za koje vrijeme
bi oni zajedno pojeli ovcu?

Rjesenje: Lav pojede jednu ovcu za dva sata, to znaéi da ¢e za 6 sati (tri puta vise vremena) pojesti 3
ovce.
Vuk jednu ovcu pojede za tri sata, znaci za 6 sati (duplo vise vremena) ée pojesti 2 ovce.
Pas pojede jednu ovcu za 6 sati.

Dakle, lav, vuk i pas ¢e za Sest sati pojesti 3+ 2 + 1 = 6 ovaca, a to opet znaéci da za jedan sat jedu po
jednu ovcu. a

Zadatak 32. Redari Damir i Ema mjerili su ucionicu koracima. Damir jednim korakom izmjeri 80 cm.
Emin korak je za 30 cm kraci i zato je, mjereci duZinu ucionice, napravila 9 koraka vise mego Damir, a
mjereéi Sirinu, napravila je 6 koraka vise nego Damir. Koliko iznosi duZina i $irina ucionice?

(Rijesiti bez upotrebe jednacinal)

Rjesenje: Ema mjere¢i duzinu ucionice nac¢ini 9 koraka vise od Damira. Da napravi isti broj koraka kao
i Damir, izmjerila bi 9 - 50 = 450 ¢m manje od Damira. Kako svakim korakom izmjeri 30 ¢m manje od
Damira, dobijamo 450 : 30 = 15 Damirovih koraka. Dakle, duzina ucionice je 15-80 = 1200 cm = 12 m.
Ema mjereéi sirinu ucionice nac¢ini 6 koraka vise od Damira. Da naprvi isti broj koraka kao Damir
izmjerila bi za 6 - 50 = 300 ¢m manje od Damira. Kako svakim korakom izmjeri 30 ¢m manje od Damira.
dobijamo 300 : 30 = 10 Damirovih koraka. Dakle, Sirina ucionice je 10 - 80 = 800 ¢m = 8 m. |

Zadatak 33. Zbir kuénih brojeva jedne strane ulice (izmedu dvije raskrsnice) iznosi 333. Koji su to brojevi?
(Brojevi na razlicitim stranama ulice su razlicite parnosti.)

Rjesenje: Cinjenice koje znamo iz podatka koji je dat u zadatku su

1. Kucée su na "neparnoj” strani ulice jer je zbir parnih brojeva uvijek paran.
2. Na tom dijelu ulice je neparan broj kuca jer je zbir parnog broja neparnih brojeva paran.
3. Postoji "srednja” kuca jer je broj kuca neparan.

Neka je broj te srednje kuce k. Tada su brojevi ostalih kuéa
o k—4k—2kk+2,k+4,...

Ako je broj svih kuca n tada je n < ki k- n ¢e biti zbir njihovih brojeva, to jest k- n = 333. Kako je
333=1-333=3-111=9- 37, jedine moguce kombinacije brojeva kinsu333i1,11113i371i9.

U prvom slu¢aju imamo samo jednu kucu i njen broj je 333.

U drugom slucaju imamo 3 kuée i njihovi brojevi su 109,111 1 113.

U treéem sluc¢aju imamo 9 kuéa i njhovi brojevi su 29,31,33,35,37,39,41,43 i 45. O

Zadatak 34. Ako bi se spoljasnji ugao kod tjemena A trougla ANABC povecéao za 35°, a spoljasnji ugao kod
tiemena B umangio za 20°, onda bi se unutraingi ugao kod tjemena C povelao za svoju Cetvrtinu. Koliki je
unutrasngi ugao kod tjemena C'?

Ciljna skupina: Osnovna skola, Srednja skola
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RjeSenje: Oznacimo unutrasnje uglove trougla sa «, 5 i v i, respektivno, odgovarajuce spoljasnje uglove

sa aq, f1 1 7. Kako je a+ g+ v = 180°, zakljucujemo da vrijedi oy = 4+ v i 1 = a + 7. Sabirajuéi ove
dvije jednakosti imamo

(o751 +51:180°+'y. (1)

Iz datog uslova zadatka zaklju¢ujemo

1
o1 +35°+ By —20° = 180° + v+~ ,

4
to jest
o D
ay + B1 =165 +1’y. (2)
. . . . 5 . . .. .
Sada iz (1) i (2) imamo da je 180° + v = 165° + 17 17 Cega jednostavno dobijamo da je v = 60°. o

Zadatak 35. Svakom od brojeva 164 i 100 dodati jedan te isti cijeli broj tako da oba dobijena zbira budu
kvadrati cijelih brojeva. Koji broj treba dodati?

Rjesenje: Neka je trazeni cijeli broj a, to jest

164 + a = b?
1004+ a=¢?,

gdje su b i c cijeli brojevi. Tada je b — ¢ = 64, odnosno (b — ¢)(b+ ¢) = 64.
Kako je

64=1-64=2-32=4-16=8-8=(—1)-(—64) = (—2)- (=32) = (—4) - (=16) = (=8) - (-8) ,

rjeSavanjem sistema

b—c==x
b+c=y,
gdje su x i y cjelobrojni faktori broja 64, dobijamo da je a € {—100, —64,125}. a

Zadatak 36. Trojica ljudi, Mujo, Haso i Huso su na vasaru sa svojim suprugama. Imena supruga su Fata,
Hana @ Lamija. Utvrditi ko je s kim oZenjen, ako je poznato sljedece:

e Swvako od ovih Sest lica platio je svaku kupljenu stvar onoliko KM koliko je stvari kupilo.
o Svaki muskarac potrosio je 63 KM vise od svoje Zene.

o Mujo je kupio 23 stvari vise od Hane, a Haso 11 vise od Fuate.
Rjesenje: Ako sa  oznaéimo broj predmeta koje kupi suprug, onda je 22 broj KM koliko je za to platio.
Analogno, ako je y broj predmeta koje kupi supruga, onda je 42 koli¢ina novca koju je za to platila.
Prema uslovu zadatka je 22 — y? = 63, §to mozemo zapisati i sa (z — y)(z +y) = 63. Kakosu x iy
cjelobrojni, razlikujemo tri slucaja. Naime,

63=1-63=3-21=7-9.

Sada imamo tri sistema jednacina:
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r—y=1 r—y=3 r—y="7
z+y =063 rz4+y=21 z+y=9
rjeSenje: =32 y =31 rjeSenje: =12 y=9 rjeSenje: =8 y=1

Nadimo one vrijednosti z i y ¢ija je razlika 23, a to su 32 (x iz prvog sistema) i 9 (y iz drugog sistema).
Ovo znaéi da je 32 predmeta kupio Mujo, a 9 predmeta je kupila Hana. Razliku 11 dobijamo izmedu 12
(z iz drugog sistema) i 1 (y iz treéeg sistema), a ovo znaci da je Haso kupio 12 premeta i Fata 1 predmet.
Tada ostaje da je Huso kupio 8 (z iz tredeg sistema) predmeta, a Lamija je kupila 31 (y iz prvog sistema)
predmet. Dakle, bra¢ni parovi su Mujo i Lamija, Haso i Hana i Huso i Fata. a

Zadatak 37. Od svih dvocifrenih brojeva odrediti onaj koji podijeljen zbirom svojih cifara daje najveéu
vrijednost.

Rjesenje: Neka je trazeni broj ab = 10a+b (a,b € {0,1,2,3,...,9}, a # 0). Neka je k koliénik tog broja i
10a + b

= k. Odavde imamo
+b

zbroja njegovih cifara, to jest

10a+b=k(a+b) < 10a+b—ka—kb=0,
iz ¢ega dobijamo jednakost

(10—k)a+(1—-k)b=0. (3)
Kako je a > 01 b > 0, zakljucujemo da je k£ < 10. Ovo onda znaci da je najveca vrijednost koli¢nika k = 10.
Iz (3) onda imamo 0-a — 9b = 0, pri ¢emu a moze biti bilo koja cifra razli¢ita od 0. Dakle, trazeni dvocifreni
brojevi su 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80 i 90. a

Zadatak 38. Rijesiti jednacinu u skupu cijelih brojeva: 3 — 1022 +xy —y = 0.

Rjesenje: Jednacina 2° — 1022 + 2y — y = 0 je ekvivalentna jednacini 2® — 1022 4 y(z — y) = 0. Odavde
mozemo izraziti y kao

7_3:3—10372 7_x3—x2—9x2—|—9x—9m+9—97x2(x—1)—9x(x—1)—9(m—1)—9
v= z—1 z—1 N z—1
=—224+9x+9+ 9 .
z—1

Kako trazimo rjesenja u skupu cijelih brojeva, zaklju¢ujemo da mora biti z — 1 € {-1,1,-3,3,-9,9},
odnosno z € {0,2,—-2,4,—8,10}. Neposrednom provjerom dobijamo:

=0 = y=0
=2 = y=—4+184+9+9=32
r=—-2 = y=-4-1849-3=-16
r=4 = y=-16+36+9+3 =32
r=-8 = y=—-64—-724+9—-1=-128
r=10 = y=-100+90+9+1=0.

Dakle, rjesenja polazne jednacine su

(z,y) € {(0,0),(2,32),(—2,—-16), (4,32), (—8,—128), (10,0)} .
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Zadatak 39. U jednakokrakom trouglu AABC s osnovicom BC' nalazi se tacka M takva da je LM BC =
30° i LMCB = 10°. Odrediti LAMC' ako je LBAC = 80°.

Rjesenje: Zadato je: jednakokraki trougao AABC, a = /ZMBC =30°1i 8 =/MCB = 10°. Tada je
A

LABC = {BCA = M — 50°

LABM = 50° — 30° = 20°, LACM = 50° — 10° = 40°.
Spustimo visinu iz tacke A (duz AH) i produzimo duz BM do
presjeka sa tom visinom (tacka K). Tada je LCAH = 40° i

LCMK =180° — LBMC = 40°. 4

Trougao ABKC je jednakokrak, paje { K BC = AKCB = 30° iz

cega zakljucujemo da je L KCM = 20°, a time je LACK = 20°. JZat B .
H

Trouglovi AACK i AMCK imaju iste uglove i jednu zajednicku stranicu pa zaklju¢ujemo da su oni
podudarni, te je |[AC| = |CM]|. Dakle, AAMC je jednakokrak, a time su LAMC i LM AC podudarni.
Pri tome je

LAMC = M =70° .

O

Zadatak 40. Postoji li medu 2020 proizvoljno odabranih prirodnih brojeva dva cija je razlika djeljiva sa
201972

RjesSenje: Oznacimo sa A skup od 2020 proizvoljno izabranih prirodnih brojeva. Sa B oznacimo skup svih
mogu¢ih ostataka pri djeljenju broja s 2019.

B=1{0,1,2,...,2018} .

Tada je k(A) = 2020, a k(B) = 2019 (k(X) je broj elemenata kona¢nog skupa X). Prema Dirichletovom
principu, u skupu A moraju postojati bar dva elementa koja pri dijeljenju sa 2019 imaju isti ostatak. Razlika
ta dva broja je takode djeljiva sa 2019. a

Zepié Lana, JU OS ”Sv. Franjo” Tuzla
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Srednja skola

Zadatak 31. Ako se broj stranica pravilnog mnogougla poveéa za 4, njegov unutrasnji ugao se poveca za
15°. Za koliko se poveca broj dijagonala?

RjeSenje: Oznacimo sa n broj stranica pravilnog mnogougla. Njegov unutrasnji ugao tada iznosi o, =

—92).180° —2)-180°
u. Neka je n; = n + 4 (broj stranica mnogougla sa uve¢anjem), tada je ay,, = u
n ni

Prema uslovu zadatka imamo
—2)-180° —2)-180°
Qp, = ap + 15° odnosno (1 ) = (n ) +15° .
ni n
Kako je ny = n + 4, sada imamo
4—2)-180° —2)-180°
(n+ ) - 180 :(n ) - 180 415
n+4 n
<= n(n+2)180° = (n 4+ 4)(n — 2)180° + 15°n(n + 4)
< 12n° + 24n = 12n* + 24n — 96 + n” + 4n
= n’+4n—96=0
< n*+12n—8n—96 =0
<~ (n+12)(n—8)=0.
Vidimo da su moguce vrijednosti n = 8 i n = —12. Moguénost n = —12 otpada jer je n broj stranica

pravilnog mnogougla. Dakle, mora biti n = 8. Kako je broj dijagonala pravilnog mnogougla dat sa D,, =
n(n —
2

3
), vidimo da je Dg = 20 i Dgy4 = D12 = 54. Uveéanje broja dijagonala je tada 54 — 20 = 34. a
Zadatak 32. Odrediti najveci prirodni broj n takav da je broj n? 4 2020 djeljiv sa n + 20.
Rjesenje: Ako je broj n? + 2020 djeljiv sa n + 20, postoji prirodan broj k takav da je
n? + 2020 = k(n + 20) .

Sada imamo

n? +2020 = k(n +20) <= n? — 202 + 20% 4 2020 = k(n + 20)
— (n—20)(n + 20) + 400 + 2020 = k(n + 20) <= k(n + 20) — (n — 20)(n + 20) = 2420
< (n+20)(k —n+20) = 2420 .

Najveci prirodan broj za koga ¢e vaziti posljednja jednakost je onaj za koga je zadovoljeno

n+20=2420 i k—n+20=1.
1z ovoga vidimo da je n = 2400 i k = 2381. Dakle, trazeni broj je n = 2400. a
Zadatak 33. Definisimo funkciju f : N = N na sljedeéi nacin

+1 ; zan parno

=3 g ={ 007

; Za m meparno

Izracunati f(2021).



69

Rjesenje: Da bismo dobili perspektivu kako se ponasa ova funkcija, izracunajmo vrijednosti funkcije za
prvih nekolikoprirodnih brojeva.

f() =3,

f2)=3+1=4,
fB)=4+2=6,
fA) =6+1="1.

Kao §to vidimo, kada god n naraste i postane paran broj, vrijednost funkcije se poveca za 1, a kada postane
neparan broj, vrijednost funkcije se poveca za 2 u odnosu na prethodni nivo. Dakle, da bismo dobili
vrijednost funkcije za bilo koji broj n, prosto moramo odrediti koliko ée puta n postati paran broj i broj
puta kad ¢e n postati neparan broj, u toku rasta od 1 do broja odredenog funkcijom. Tako na primjer, za
n = 17 imamo

f(17):f(1)+<#)~1+<#>-2:3+8+16:27.

Sada samo treba ovu logiku primijeniti na broj 2021. U rastu broja n od 1 do 2021 paran broj se javlja
1010 puta, a neparan takoder 1010 puta. Odatle je

£(2021) = £(1) + 1010 - 1 + 1010 -2 = 3 + 1010 + 2020 = 3033 .
O

Hamzié Ismar, 2, JU Gimnazija ,Mustafa Novali¢ “ Gradacac

Zadatak 34. Dokazati jednakost

(4+V15)- (V10— v6) - \/4 - V15 =2.

Rjesenje: U dokazivanju postavljene jednakosti krenimo od lijeve strane koju ¢emo kvadrirati i pokazimo
da je ona jednaka 4.

(4+\/ﬁ)2-(mﬂ/6)2'< 47\/ﬁ> -

= (4+V15) - (4+V15) - (4 — V15) - (V10 — V6)?
= (4+V15) - (4° - (V15)%) - (V10 - V6)?

= (4+V15) - (16 — 15) - (v/10 — v/6)?

= (4+ V15) - (V10 - V6)?

= (44 /15) - (10 — 2- V60 + 6)

= (4+V15)- (16 —2-V4-15)

= (44 15) - (16 — 4 - V/15)
= (4+V15) - 4(4 — V15)
— 4(4% — V15?)
=4(16— 15) =4

O

Mugkanovié Tarik, 2¢, JU Gimnazija ,Mustafa Novali¢ “ Gradacac
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Zadatak 35. Rijesiti jednacinu:
8. 3VEte — gv _ gvetl

RjesSenje: Definiciono podruéje zadatka je x > 0 i imajuéi to na umu, imamo

8. 3VEtr —gr _gVEtl o g.3VEtT _gv_g.9V®
= 8.3VEtT — 3% _ .32V /. 32VE
= 8. 3VETTT2VE 3202V _ g
2
<:>8-3Z—ﬁ=(3z—ﬁ) —9.

Sada uvedimo smjenu 3%~ V% = ¢. Iz posljednje jednakosti imamo
St=12-9 <= t?-8t-9=0 < (t—-9)(t+1)=0.

Dakle, t = 9ili t = —1. Primjetimo odma da je rjeSenje t = —1 nemogudée jer bi tada moralo biti 3*~V* = —1
(a® > 0 za a > 01 bilo koje x). Dakle, ostaje jedno rjeSenje ¢t = 9 iz koga sada dobijamo da mora biti
37~V = 9. Ovo je ekvivalentno sa 3TVE = 32 iy ¢ega zakljucujemo da mora biti z — /x = 2, to jest
v = x — 2. Posljednje nam daje uslov da je x —2 > 0 (jer je v/z > 0), odnosno da je z > 2. Pod ovim
uslovom smijemo kvadrirati jednac¢inu v/z = x — 2, ¢ime dobijamo jednac¢inu

r=(x-2)? <= rz=2" 42 +4 <= 2° - 5r+4=0 <= (z—4)(x—-1)=0.

Rjesenja posljednje jednacine su = 4 i z = 1, a zbog uslova (z > 2) imamo jedinstveno rjesenje polazne
jednacine z = 4. a

Mulahalilovié Amila, 4b, JU Gimnazija ,Mustafa Novali¢“ Gradacac
Zadatak 36. Odrediti najmangu vrijednost polinoma
P(z,y) = 2% — 22y + 6y* — 122 + 2y + 45 .
RjeSenje: Za pocetak nam je potrebno poznavanje formule
(a—b—c)?=a?+b*>+ c — 2ab — 2ac + 2bc .

Kako treba pronaéi minimalnu vrijednost polinoma P(x,y) = 22 — 2xy + 63> — 12z + 2y + 45, krenimo od
jednakosti

(z—y—6)°=2"+y*+36—2zy — 120+ 12y .
Nije tesko vidjeti da polazni polinom P(z,y) moZzemo transformisati u sljedeéi oblik
Px,y)=(x—y—6)2+5y> —10y+9=(z—y—6)°+51>—2y+ ) +4=(x—y—6)2+5(y—1)*+4.
Sada je o¢igledno da ¢e minimalna vrijednost polinoma P(z,y) biti onda kada je zadovoljeno

r—y—6=0
y—1=0.

Iz druge jednacine direktno dobijamo da je y = 1, a koristeé¢i onda i prvu jedna¢inu dobijamo da je z = 7.
Minimalna vrijednost polinoma P(x,y) se dostize za (x,y) = (1,7) i ona iznosi P, = P(7,1) = 4. O

Hasié¢ Naida, 2, JU Gimnazija ,Mustafa Novali¢“ Gradacac
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Zadatak 37. Duvije prave paralelne sa osnovicom trapeza dijele njegove krakove na tri jednaka dijela i dati
trapez na tri trapeza. Izracunati povrsinu “srednjeg” trapeza, ako su povrsine “krajnjih” trapeza respektivno
P i Ps.

RjeSenje: Oznacimo sa Py = Papyk, te sa Po = Prynep.
Takode oznac¢imo: Pl/ = PFBJ\4H7 Plll = PEFHG, le = PAEGK- Onda Vl“ij()di

PL=P +P/+P/... ... (1).

Dalje, oznacimo sa P, = Prneop.
Oznac¢imo sa: Py = Pync, Py = Prjep, Py’ = Prrp. Onda vrijedi

Py=P,+P)/+P)...... (2).

Oznacimo sada povrsinu ”srednjeg” trapeza sa P3 = Pgynr. Takode oznac¢imo: P = Pyuyng, Pj =
PGHJ[7 Pé" = PKGIL~ Onda Vrijedi

Py=P,+P/+P/...... (3).
Dopunimo trapez ABCD do pravougaonika ABRU.
Us b, oo <R
I I !
o |
I I !
r LB J! N Q
I I |
I I !
A By
I I !
5 K G o M P
7 A | |
P P P P
g i l
A s s B
Slika 1: Slika za zadatak 37.
Posmatrajmo AMBP i ANJNC. Pokazimo da su oni podudarni.

Vidimo da je £ BMP = £JNC' (uglovi s paralelnim kracima), te {MBP = £ANCJ (uglovi s paralelnim
kracima), i CN=MB (zbog toga $to paralelne prave T'Q), SP dijele svaki krak zadanog trapeza na tri jednaka
dijela. Dakle, iz

ABMP = £JNC, BM =CN, {MBP = ANCJ,

zakljuéujemo, na osnovu stava USU (dva trougla su podudarni ako imaju istu po jednu stranicu i podudarna
po dva para uglova koji leZe na tim stranicama), da vrijedi

AMBP = AJNC.
Iz podudarnosti prethodnih trouglova slijedi M P = JN. Dalje, iz HP = JQ i MP = JN slijedi da je

HM = NQ.
Posmatrajmo sada OHMNJ i ONQPM. Pokazimo da su oni podudarni.

HJ=QP(= g)ﬂM =NQ,MN = MN,JN = MP,{HMN = {MNQ

=

= OHMNJ =~ ONQPM.
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Napomenimo samo da je L{HMN = AMNQ jer su to uglovi sa paralelnim kracima. Dakle, prethodni
Getverouglovi su podudarni zbog svih jednakih stranica i svih jednakih uglova (svaki od ovih ¢etverouglova
je ve¢ imao po dva para pravih uglova; za podudarnost svih uglova dovoljno je bilo pokazati podudarnost
jos jednog para njihovih uglova). Iz toga zakljuéujemo

Puyng = Pygru(= Py).
Kako je, ocigledno

Pypqgs = PrppH,
to mozemo pisati

Py+Py=P+ P

2Py =P+ P,
P+ P}
g71;2 ...... (4)

Dalje, posmatrajmo OFFHG,0GHJI,01JCD.
Zbog FEF =GH =1J,te FH =HJ = JC’( = %) zaklju¢ujemo da su povrSine posmatranih ¢etverouglova

jednake, pa mozemo pisati
" pll__ pl
P =P =P).
No, to onda znaéi da mozemo pisati

P// Pll
W:J%J- ...... (5).

Dalje, posmatrajmo sada lijevu (”zeleno-plavu”) stranu crteza. Pokazimo da je AK S A podudaran sa ALID.
Zbog

LSKA=KILD,KA=LD,{SAK = LLDI,
zaklju¢ujemo da zaista zbog stava USU vrijedi
AKSA= ALID.

Napomenimo da su navedeni uglovi podudarni kao uglovi s paralelnim kracima, a navedene stranice su
podudarne jer prave T'Q, SP dijele svaki krak zadanog trapeza na tri jednaka dijela. Iz podudarnosti tih
trouglova slijedi SK = LI.

Dalje, zbog SG = T1I, te SK = LI zaklju¢ujemo KG = TL. Zbog podudarnosti prethodnih trouglova
mozemo pisati

Pgsa = Prip(=Py').

Posmatrajmo sada ¢etverouglove: OKGIL, OT LK S. Pokazimo da su oni podudarni. Zbog

KczﬂunzTﬂ:g)u:sKKL:KLﬂKG:ﬁmT

=
OKGIL =2 OTLKS.

Iz toga slijedi Pxgrr = Proixs(= Pj§’). Sada, kako je o¢igledno Psgrr = Paggs, to mozemo pisati

Pé// _"_ P/// — P1/// + P2///
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111 111 "
2P =P" + P,

P/// P///
Py — % ...... (6).

Sabirajuéi sada (4), (5), (6) dobijamo

PL4 Pyt Py P P Y
5 .

Zbog (1), (2), (3) prethodna jednakost postaje

Py+ Py + Py =

P+ P.
pgz%_
O

Baraé¢ Una, 2a, JU Gimnazija ”Mustafa Novali¢” Gradacac

Zadatak 38. Dokazati da za ma koji prirodan broj n veéi od 1 vazi nejednakost

1 n 1 g 1 - 13
n+l n+2 2n = 24

RjeSenje: Dokaz ¢emo izvesti potpunom matemati¢kom indukcijom.
Korak 1: Induktivna baza
Za n = 2 imamo

1+1>13 N 7 >13 N 14>13

3 47 24 12~ 24 247 247
§to je ocigledno tacna nejednakost.
Korak 2: Induktivna hipoteza
Pretpostavljamo da je tvrdenje tacno za n > 2, to jest vrijedi

1 . 1 T 1 S 13
n+1l n+2 2n = 24
Korak 3: Induktivni korak
Dokazimo nejednakost za n + 1.

1 1 1 1 1 1 1 1 1
na2 nas o) Taal nrz T et T2t
S, 1 11 13 24244120041

24 2n+1 2n4+2 n+1 24 22n+1)(n+1)

13 1 13

=t > .
U T Dt ) 4
Na osnovu principa matematicke indukcije tvrdenje je tacno za svaki prirodan broj n > 2. a

Hodzié Lejla, 4, JU Gimnazija ,Mustafa Novali¢“ Gradacac

Zadatak 39. Odrediti sve vrijednosti ugla o u segmentu 0 < o < 27w, za koje je nejednakost
. 1\ 5 .
smoz—&—§ z*—(2sina—3)z+1>0,

ispunjena za svako x € R.
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Rjesenje: Za kvadratni trinom az? + bz + ¢ koji je uvijek pozitivan vrijedi a > 01 D = b? — 4ac < 0.
U postavljenom zadatku ove dvije nejednakosti daju
sino + ! >0
ina+ =
2

1
(—(2sina — 3))? — 4(sina + ) 1<0.

1
Rjesavanjem prve nejednakosti imamo sin v > 5 odakle dobijamo da mora biti, vode¢i racuna o uslovu
iz zadatka

s 117
el0,—|U|l—.,2n|=1.
¢ ( 6) ( 6 ”) 1
Za drugu nejednakost imamo,

1
(—(2sina — 3))? — 4(sina + 3 1<0 4sin? a — 12sina + 9 — 4sina — 2 < 0
<= 4sin®a — 16sina+7<0.
Posljednja nejednakost je kvadratna nejednacina po sin o, éija je diskriminanta D' = (—16)2 —4-4.7 = 144.
Sada imamo,

1612 443

8 2

sinag g =
. . 7 .
odnosno sin oy = 3 isinag = 5 Na osnovu ovoga je

1
4sina — 16sina+7< 0 < <sina—§) <sina—;> <0

U rjesavanju posljednje nejednakosti razlikujemo dva slucaja:

Slucaj I:
i 1<0" 7>0<:>’ <1" >7
sina — 5 I sina—g sina < 5 1 sina> 5.
Ocigledno zbog drugog uslova ovaj slu¢aj nema rjesenja (sinx < 1).

Slucaj II:

i L >0 i si ’ <0 < si > LI < ’
SN o« B 1 SIin« B SN & B 1 S« B .
T 5w

1
Dakle, mora biti sin o > > Sto je ekvivalentno uslovu o € <E7 F) = I5. Presjek skupova I; i I nam daje

konagno rjesenje,

T 5w
Lnh= (E’F) )

Y
dakle, c € | —, — ). O
akle, « (6 6)

Mehanovié Adna, 4, JU Gimnazija ,Mustafa Novali¢“ Gradacac

Zadatak 40. Zbir tri broja je 114. Oni se mogu posmatrati kao tri uzastopna élana geometrijskog niza ili
kao prvi, ceturti i dvadesetpeti élan aritmetickog niza. Odrediti ove brojeve!
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RjesSenje: Oznacimo ta tri broja kao ¢lanove aritmetickog niza a1, a4 1 ags. Tada vrijedi
a1+ ag+ags =114
aj = aj - ass

Koristedi se zakonitostima aritmetickih i geometrijskih nizova ovaj sistem dvije jednacine sa tri nepoznate
(a1,a4 1 azs) mozemo transformisati.
a1+a1+3d—|—a1 +24d =114
(a1 +3d)* = a1 - (a1 + 24d)

Sto nakon sredivanja daje sistem dvije jednacine sa dvije nepoznate (a; i d)
a1 +9d =38
d? —2da; =0

Iz druge jednacine, koju mozemo zapisati i sa d(d — 2a1) = 0, zaklju¢ujemo da imamo dva slucaja:
Slucaj I:
d = 0. Tada je a1 = a4 = a5 = 38.
Slucaj II:
38
d = 2a;. Ubacujuéi ovo u prvu jednacinu sistema imamo da je a; + 18a; = 38, to jest a; = — = 2. Tada

je d =4, a time su odredena i preostala dva broja, a4 = a1 + 3d = 14 i ass = a; + 24d = 98. Dakle, rjesenje
zadatka je

(a17 Gy, a25) € {(387 38a 38)’ (27 147 98)} .
O

Pekari¢ Selma, 4, JU Gimnazija ,Mustafa Novali¢“ Gradacac
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Rjesavatelji zadataka 31 — 40 i nagradnih zadataka

Osnovna $§kola

OS ”Sveti Franjo” Tuzla, Zepi¢ Lana (7a): 31, 32, 33, 34, 37, 40;

Srednja skola
Gimanzija ””Mustafa Novali¢” Gradacac - sljedeéi ucenici: Hamzi¢ Ismar (2r): 33.; Mujkanovié Tarik (2r):

34.; Mulahalilovié Amila (4r): 35.; Hasié Naida (2r): 36.; Baraé Una (2r): 37.; HadZié Lejla (4r): 38.; Mehanovid
Adna (4r): 39.; Pekarié¢ Selma (4r): 40.

Nagradni zadatak: Problem desetocifrenog broja

Nema pristiglih rjesenja Nagradnog zadatka!



