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Osvrt na jedan zadatak sa viSe nacina rjesavanja

Reuf Ibrahimefendié®

%Penzioner, Tuzla

Sazetak: U ovom radu se daju jos tri na¢ina (sedmi, osmi i deveti) rjeSavanja zadatka 1.1 iz objavljenog
clanka: Jedan zadatak sa vise nacina rjeSavanja i na osnovu toga nekoliko zadataka sa rjeSenjima. Zajedno
sa ve¢ objavljenim ovaj rad ¢ini jedinstvcnu cjelinu.

1. Uvod

U casopisu EVOLVENTA Vol.2, No.l, Tuzla 2019. (elektronska publikacija) objavljen je ¢lanak: JEDAN
ZADATAK SA VISE NACINA RJESAVANJA (autor Alija Muminagié) str. br. 2-10. U sekciji 2. PRVI NACIN
je prikazano kako ucenici 8. i 9. razreda osnovne $kole mogu dokazati jednakost (1), to jest

ra+1y+re =4R+ 71 (1)
gdje su ry, 1 1 1. polupreénici trouglu pripisanih kruznica uz odgovarajuce stranice, a R i r poluprecnici
opisane i upisane kruznice tog trougla.

2. Razliciti na¢ini dokazivanja jrdnskosti (1)

Uéenicima osnovne $kole mozemo pokazati i ovo RJESENjE:

Nagin I:
U svakom trouglu vrijedi
P P P @)
Ta_Sfa,rb_Sfb,Tc_S*C7

gdje je P povrsina trougla, a s poluobim. Koristeéi veze (2) imamo

1 1 1
re+rmp+717.=P- + +
s—a s—b s—c

(s=b)(s—c)+(s—a)(s—c)+ (s—a)(s—b)

= (s—a)(s—b)(s—c)

_p. s2—sb—sc+bc+s?—sc—sa+ac+ s® —sb—sa+ab
(s—a)(s—=b)(s—c)

_p. 352 —2s(a+b+c)+ab+be+ca

(s—a)(s—=b)(s—c)

Ciljna skupina: srednja skola

Kljuéne rijeci: trougao, opisana i upisana kruznica, pripisane kruznice, polupre¢nik, Heronov obrazac
Kategorizacija: Struéno-istrazivacki rad

Rad preuzet: juli 2021.
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Kako je a + b+ ¢ = 2s i na osnovu Heronovog obrasca, s(s — a)(s — b)(s — ¢) = P2, izrazenog sa

P2
(s —a)(s —b)(s —¢) = —,
s
dalje imamo
352 —2s(a+b+c)+ab+bc+ ca 352 —925-2s+ab+bc+ca s ,
P- =P =2 (= )
(s—a)(s—=D)(s—c) PT2 Iz (=" +ab+ bc + ca)
Dakle, vrijedi
ra—i-rb—i-rc:%-(—SQ—i—ab—i—bc—i—ca) 3)

Pokazimo da vrijedi veza ab+bc+ca = r? +s?+4Rr. Kako je r? = (%)2 i abc = 4RP tada je 4R = 25¢ = abe

r-s

i4Rr = % T = “Tb‘ Na osnovu ovoga imamo

P\? be P? b

r2+32+4Rr<—> +52+2:_2+52+2

S S S S
7P2+s4+abc~s

= —————— = (zbog P* = s(s —a)(s —b)(s — ¢))

s
_sl(s—a)(s—b)(s—c)+ s> +abd (s —sb—sa+ab)(s—c)+ s>+ abe
N 52 B s
_ §3— 5% — s?c+ sbe — s*a + sac + sab — abc + s® + abe
s
28" —s*(a+b+c)+s(ab+be+ca)  28° —s%- 25+ s(ab+ be + ca)
B s B s
= ab+ bc + ca.

Uvrstavanjem ove veze u (3) imamo

s-r(r+4R) AR+
r-s o '

Ta+ 1y + 7= % (752+7"2+52+4R7") =
Nag¢in II:

Na stranici br. 4 u [2], u okviru drugog nacina dokaza jednakosti (1) stoji: ”Predlazemo da srednjoskolci
daju planimetrijski dokaz za ”

1 1

2 1 1 2
. i . 4
r  re he ! Ta + r,  he (4)

Ovdje ¢emo izloziti taj planimetrijski dokaz, ali prethodno ¢éemo dokazati dva teorema.

Teorem 2.1. Simetrala unutrasnjeg ugla trougla dijeli naspramnu stranicu na dva odreska, cije se duljine
odnose kao duljine drugih dviju stranica trougla, koje s tim odrescima imaju zajednicku tacku.

Dokaz: Postoji mnogo dokaza ove tvrdnje od kojih je ovdje izlozen jedan, a ¢itaocima preporucujemo da
teorem pokusSaju dokazati i na druge nacine.

Neka je AD simetrala unutrasnjeg ugla « trougla AABC. Uz oznake kao na Slici 1. treba dokazati da
vrijedi:

|BD|:|CD|=|AB|:|AC| ili m:n=c:b
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B D a C

Slika 1.
Oznac¢imo podnozja normala iz tacke D na stranice AB i AC sa E i F. Tada je |DE| = |DF| = d
(zasto?). Neka [XY Z] oznacava povrsinu trougla XY Z. Sada imamo

1 1
[ABD]:[ADC]:Em-hazﬁn-ha:m:n

S druge strane je
[ABD] : [ADC] = %c'd:%b-d:c:b
Zato je
m:n=c:b=BD:CD (5)

Formulisite obrat ove teoreme i dajte dokaz.

Teorem 2.2. Ako simetrala unutrasnjeg ugla o trougla NABC' sijece stranicu BC' u tacki D, a simetrala
pripadnog spoljasnjeg ugla produZetak stranice CB, preko tacke B, u tacki E, vrijedi da je

|BE|: |CE| = |BD|:|CD|=c:b (6)

Dokaz: (Primjetite da simetrala spoljasnjeg ugla kod vrha A i simetrala odgovarajuceg unutrasnjeg ugla
dijele naspramnu stranicu jednakom omjeru i to jedna u spoljasnjem, a druga u unutrasnjem omjeru.)
Uvedimo oznake kao na Slici 2.

Slika 2.
Trouglovi AAEB i AAEC imaju jednake visine (h) iz zajednickog vrha E. Tako je

1 1
ABB] = Zc-h <= 2-[AEB]=c-h i [AEC] = 3b-h <= 2-[AEC] =b-h,
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pa vrijedi [AEB] : [AEC] = ¢ : b. S druge strane ti trouglovi imaju zajednicku visinu h, iz vrha A. Zato je

2-[AEB|=BE -h, i 2-[AEC]=CE - h,,
odakle slijedi [AEB] : [AEC] = |BE| : |CE| =c: v BD: CD. O

Primjer 2.3. Ako je S srediste upisane kruznice NABC i Sy, Sy i S. sredista pripisanih kruznica koja
odgovaraju trouglovim stranicama BC, CA i AB i ako su E i F tacke u kojima simetrala unutrasnjeg i
spoljasnjeg ugla kod vrha A sijeku pravac BC dokazati da je

a) |AS|: |SE| = |ASa| : |S.E|,
b) [ASy| : [SpF| = |AS.| : |S.F].

Slika 3.
Primjenjujuéi Teoreme 2.1.1 2.2. na trouglove AABE i AABF, dobijamo da je (Slika 3):

a) |AS|:|SE| = |AS.|: |S.E|.
Primjetite da je u AABE, BS simetrala unutrasnjeg ugla kod vrha B, a BS, simetrala spoljasnjeg ugla
kod vrha B u AABE.

b) |AS.| : |S.F| = |ASy| : |SpF)|.
Ovdje je BS. simetrala unutrasnjeg ugla kod vrha B u AABF, a BS, simetrala spoljasnjeg ugla kod
vrha B u AABF.
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1 1 2
Dokazujemo sada da je — — — = o

T
Dokaz: U NACG je AS simetrala unutrasnjeg ugla kod vrha A, a AS. je simetrala spoljasnjeg ugla
kod vrha A. Prema rjesenju zadatka 1. vrijedi da je:

[CS]: [SG| = [CSe] : |S.G. (7)

Neka je |CH| = h. visina iz vrha C na stranicu |AB| = ¢. Produzimo h. = CH, preko tacke H i
projekcije tacaka S i S, na pravac CH ozna¢imo sa S’ i S, (Slika 4.)

C
Slika 4.

Sada vrijedi

C8']: |8'H| = |08] : 156 D |8, - 1S.G| = |CS!] - |S.H]|.

Dakle, |CS’| : |S'H| = |CS.| : |SLH|, a zbog |CS’| = |CH|— |HS'| = he — r 1 |CS.| = he + r. dobijamo

c c 1 1
(he =7) :r=(he+71e) i 70 = h——lzh—+1<:> he(=——) =2
r Te r Tc
1 1 2

|
1 1 2
Dokazujemo sada da vrijedi — + — = 7
T Tp
Dokaz: Neka su S, i Sy ‘Sredista prfpisanih kruznica koje odgovaraju stranicama a i b AABC, a K

tacka u kojoj pravac S,Sp sijece stranicu AB = c istog trougla.
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\ T
\
\

LMNS,S, = {K} —

\

Slika 5.
Prema zadatku 1 u trouglu AACK vrijedi (Slika 5.)

|CS(,| : |SbK| = |CSa| : |SQK|.

Oznacimo sa S), i S} projekcije tacaka S, 1 Sp na visinu |CH| = h. i njezin produzetak (preko tacke C).
Sada imamo da je

|CSy| : |SpH| = |S,C| : |SLH| <= (he —1p) :716 = (Ta — he) 1 T4

hC C
— L_1=1--2
Ty Ta
1 1
= hc<—+—) =1+1
Ta b
L, 12
Ta b B hc.
Dokaz jednakosti (1) dalje ide kao u objavljenom ¢lanku [2] , (sekcija 3. drugi nacin, str. 4) |
Nagéin II:

Prethodno ¢emo dokazati da vrijedi:

a) ra:s'tg%,rb:s~tg§,rc:s'tg%.
Dokaz: Vidi sliku 4 u [2]. Imamo da je:

@ T @ @
tg§ = Aap = AP-tg§ =r, < (zbog AP =35, v.str.br.bu[2]) < r, = s-tga.
Na sli¢can na¢in dokazujemo druge dvije formule. (|

b) r=4R-sin § 'sing -sin 3.
Dokaz: Dokaza¢emo da je
a (s=b)(s—¢c) . B (s—c(s—a) . 7 (s —a)(s—b)

sin— =/ ——2"— = gin= =4/—1" 7 gin—- =4/—-2" 7
2 be ’ 2 ca ’ 2 ab
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Iz kosinusne teoreme, to jest jednakosti a2 = b2 + ¢ — 2bc - cos & imamo

—2bc - cosa = a® — b* — 2. (8)
Sada je
cin2 & _ 1—cosae  2bc—2bc-cosa  2bc+a® — b2 —c? (na osnovu (8))
2 2 2 - 2bc B 4be
a?— (0 =2bc+c?) a®—(b—c)? (a—b+c)(at+b—c)
N 4bc N 4bc N 4bc
2 (s=b)-2-(s—¢)
N 4bc ’
to jest sin § = %. Druge dvije formule se dokazuju na isti nacin.

Sada dokazujemo b).
Vrijedi (vidi iznad):

Lsa B oy (oWs-0) (s-ds-a) (s—a)s—b
2 2 be ac ab
_((s—a)(s—=Db)(s—c) 2
B ( abc ) '

Odavde je onda
v _ (s—a)(s=b)(s—c) s-(s—a)(s—Db)(s—c)

Lo B
SIDE'SIH—'SID—: =

2 2 abc s - abe
P2 P s 7
- sPAR  4Rs 4Rs 4R’
Dakle, 7“:4Rsing -siné -sinz. ]
2 2 2
c) s =4Rcos g -cosg - COS 3.
Dokaz:
b
s :% (prema sinusnoj teoremi si— = Siﬁﬁ =gy = 2R)
—op. M + 51;16 +siny (zbog sin z +sin y =2 -sin 2% - cos ¥ | sin z = 2sin £ cos £)
=R <2sinﬂcos¥ +2sin%cos %)

zbog sinaJr n(%Jrg):Sin(QOOf%):cos% i
{ sin%:{900—(%4—@)}=cos(g+é>:cos(a;6) }

2 2 2
=2R- (cos%cosagﬁ +cosa;6cos%)
2R.cos%<cosa2ﬂ +cosa;rﬂ> (zbog cosx + cosy = 2 - cos Tt cos LY)
:4R~cosgcosécosl,
2 2 2
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to jest
5:4R~cosgcos§cosz.
2 2 2
Sada je
. . ﬂ
o B a 15} v (sing sing
ra+7“b:5.(tg§+tg§):4R.cos§cos§cos§(c()s%+COS§)
ih & B a . B
Sln 5 COS 5 + COS 5 SIn 5
:4R~cosgcosécosz~ 2 2 ﬂ2 2
2 2 2 Ccos 5 COS 5
4R'COS%'Sin<%+§>4R~cos%~sin<90°%)
:4R~c0521 (*)
2
Tc*T:s-tg%74R~sin%sin§sin%
sin X
:4R~cosgcosécosz~ 2 74R~singsinésin1
2 2 2 cos 3 2 2 2
:4R-sin%-(cos%cosg—sin%sing)
:4R'Siﬂg'608(%+§):4R-sin%-cos(90°—%)
:4R-sin2é (%)
2
Sabiranjem jednakosti (%) i (x*) dobijamo
m+m+rc—r:4R-(cos,2g+sin2g):43

=1
< re+ry+r. =4R+ T

U gornjem smo se sluzili adicionim formulama:
sin(z + y) = sin x cos y + cos xsin y, cos(x + y) = cos x cos y — sin xsin y,
sin(90° — x) = cos x 1 cos(90° — ) = sin =
kao i vezom
a+pf+y=180°=2+24+2=90° <= 2+5=90°-1.

3. Zadaci
Zadatak 3.1. Dokazati da u svakom truglu vrijedi:
) 1 n 1 n 1 1 b) 1 n 1 n 1 1 ) 1 n 1 1 1
a _— _ _—= - _— _— _— = - C _— _——— = —
Te Tb Te T he hy he r he hy he 1
L - .11 2 .1 1 .
Rje3enje: a) Iz prethodno dokazanih jednakosti - — — = — i — + — = — dobijamo
r Tc he Ta b c
11 1 1 11 1 1
roTe Ta T e T, Te T
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2 1 1 2 1 2 1 1
b) Dokazali smo ve¢ da vrijedi — = — — —, a analogno se dokazuje da je — = - — — 1 — = — — —
he 1T 1. ha re hy T T
Nakon sabiranja ovih jednakosti imamo
2 02 02y 1 1 1 1.1 1 o /1 1 1)_3 (1 1 1Y) _2
he hy he) 1 1o T Ty T Te he hy he) T re Ty Te) T
1
T r
Dakle, vrijedi tvrdenje b).
)T da i 2 1 1 1 1/1 1 1 .
mam —_—=—— = — === nalogn
c amo aJeha pia, At , a analogno je
1 1/1 1 1 1/1 1
- = — _— 1] — = — _— —
hy 2\r 1 he 2\r 1.
Sada imamo
1 1 1 1+1 1 1+1<:>1+1+1_1 11+1 1
hae hy he 20 2r, 2r 2r, 2r 2. ha hy he 2r 2\r, 1 T
1 1 1
zbog — + — = — — — vrijedi
Tq Th T Te
1 1/1 1 1\ 1 1 1 1 1
2 2\r r. r.) 2r 2r 20, 2r. 1.
O

Zadatak 3.2. Dokazati da u svakom trouglu ANABC vrijedi P =1 -1,

Rjesenge: Iz r, +rp +1r. = 4R+ r slijedi 4R —rq + 1 =1 + 7, Pa je

4R — 14+ 1 4R —ry + 1
P=r-r,- 7(1(:)]32:7“2.7427(1
Tg —T Tg —T
Ty + Te
<:>P2:7“2-r3-—°
Tg —T

1
Gore smo dokazali jednakost — + — =

4R —ry + 1 ]
V  rg—r

2
7 i analogno se dokazuje da je

Ta T c
i i*3<:>rb+rc*3<:>r +7r 3 Ty T
Ta rciha Ty Te 7ha b Ciha bte
1+ —3 7]3 1+ —3 s(s—a)ls = b)(s = ¢)
e T by 5+ b)(s—o) T (s—b)(s—c)

2
—r,tr.=—- s(s—a

ha

Sliéno dokazujemo da je

2
Ta =T =1 (s=b)(s—c¢) (ovdje smo primijenili r, =
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Dakle,
P2zr2~r§~—rb+rc<:>(zbogP:r~s)r2~52:r2~r2~—rb+rc
Tq—T Ta—T
o o ThbtTe 9 9 s(s —a) 2 _ 2 _s-(s—a)
=P =rl e =l ==t T
Tg—T —s(s—b)(s —c) (s=b)(s—c¢)

= s(s—b)(s—c)=ri(s—a) < s(s—a)(s—b)(s—c) =12 (s —a)* < P? = P?

sto je tacno.
Zadatak 3.3. Dokazati da u svakom truglu vrijedi jednakost

Ta T Te R
AL
ha—i_hb—’—hC r

Rjesenje: Kako je razsi o= ro=-L- te ha:¥,hb:%,hcz2 imamo:

—a)

P P P
r_a_‘_ﬁ_’_ﬁ:s—a_‘_ﬂ_’_s,c: a n b n c _
ho " hyhe BT ZET 2R T a(s—a)  2:(s—b)  2:(s—)

~(a+b+c)- s+ 3abc— 2s - (be+ ca+ ab)
2-(s—a)(s=b)(s—c)
{ zbog a+b+c=2s, abc=4RP, (s—a)(s—b)(s—c):P;:#:rQs i }
ab+bc+ca=r*+s*>+4Rr
 28%(s*4+6Rr—r?—s*—4Rr)  r(2R—r) R

—_ = - —9.2_1
2. r2g2 72 T
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