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Sazetak: U radu je dato Sest razli¢itih na¢ina izra¢unavanja vrijednosti tangensa ugla od —Z (ili 52°30").

1. Uvod

Postoje odredeni zadaci koji mogu da se rijese na jedan jedini na¢in. Oni podsjec¢aju na planinski vrh koji
moze da se "osvoji” samo s jedne strane. Za razliku od njih, postoje i zadaci koji omoguéavaju ”osvajanje
s viSe strana”, to jest postoji vise puteva koji vode do rjeSenja. Takvi zadaci omogucéavaju da iskazemo svo
nase bogatstvo ideja, dosjetki, domisljatosti i inventivnosti.

Matematicko iskustvo ucenika bilo bi nekompletno ako mu ne bismo pruzali Sanse da pokusa da rijesi

pojedine zadatke na viSe nac¢ina. Time stice samopouzdanje, razvija istrazivacki duh i svoju matematicku
zrelost.

2. Izracunavanje vrijednosti th—Z

i T
Sada ¢emo dati viSe raznih nacina izracunavanja tangensa ugla 51 (ili 52°307), to jest tgﬂ . Pri tome

¢emo koristiti razne Cinjenice iz algebre, geometrije i trigonometrije.
Nacin I:

t t 7
Koristenjem formule za tangens zbira, tg(a + 3) = % i ¢injenice da je % = % + %7 dobijamo
us us 3 T T
S L V3 +tg— 3+ 3tg=
LT S S AT S 0
24 1 _tgotg= V3, 13- \Btg=
6°8 L——tlgo 8
3 78
Bududi da je
T sin d sin r 2sin d 2 sin? r
tgs = % = 33 : :% = T 2 T
2 cos= cos — 2sin— 2sin — cos —
2 2 2 2

Ciljna skupina: srednja skola

Kljuéne rijeci: formule za tangens zbira i razlike, kosinusna teorema, Pitagorina teorema, pretvaranje razlike sinusa u
proizvod, svojstva jednakostrani¢nog i jednakokrakog trougla, romba i deltoida
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koristeci se identitetima sinusa i cosinusa dvostrukog ugla dobijamo

T 1 —cosx
— (2)

t —_ =
92 sinx

Iz (2) onda imamo

™
l—cos— 1-—2=
COS4

tg— = =
8 sin il \/_
4 2

V2
22 —V2-1. (3)

Uvrstavanjem (3) u (1) konaéno imamo

 VBEBl9T  3Li3(3-1) Bi3y2-3

tgﬂ_g_ﬁtgg_3—¢§(\/5—1>_3—(f—¢§
_V3+3v2-3 3+ (V6-V3
C3-(V6-V3 3+(V6-3
3V3+3vV2-3+9v24+6v3-3V6 -9 —3V6+3V3

B 9—(9—6v2)
_ —12-6V6+12v34+12v2 V2
6v2 V2
1
= 5(72\/5— 2V/3 4+ 2V6 + 4).
Dakle,
T
tygy =V6—V3+v2+2
Nagcin II: . . .
Koristenjem formule za tangens razlike, tg(a — 8) = % i Cinjenice da je % = g — ;—4, dobijamo
™ ™ ™
tg— — tg— 3+ tg—
T M3 ~log  V3tilog @
T T T T T VAt
93994 994

Na osnovu jednakosti (2) imamo

1 T
— COS —
m 12
tgsr=——F5 " (5)
24 sinl
12
Kako je
2 3 2 1 1
cos%:cos(%—%):cosgcos%—i—sin%sin%:§-§+§-§:Z(\/g+\/§),
i
2 3 2 1 1
sin%:sin(%—%):sin%cos%—cosgsin%:§-§—§-—:Z(\/_—\/§),
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iz (5) dobijamo
1
- 7(V6+V2)
Z(\/_ -V?2)

)

odakle nakon prosirivanja razlomka sa V6 + v/2 imamo
tg%:\/éf\/ng\/ﬁfQ.
Iz (4) i (6) kona¢no dobijamo

g1t =6 - VB Va2

2
Nagcin III:
L Tmom o om . .
Koristenjem formule za tangens zbira, ¢injenice da je EY R + o1 ! relacije (6) imamo
™ ™
T (gz)m
T Y\a ) T T T
4724
1+ VE-VB+v2-2 V6B V21
1-(V6-v3+Vv2-2) —V6+V3+—+V2-3)
(VB2
(V3 V2)(VB+1)
V21 VB4WV2
VB—v3 VB+V2
=V6—-V3-Vv2+2.
Nagcin IV:

. e 7T .
Iz osnovne formule za tangens i relacije sin a = cos (5 - a) imamo

7 T I 5
o sin 2—1 cos <§ - ﬂ) cos i
24 cos 7—7T cos 7—7T cos 7—7T

24 24 24

7r o —
Prosirivanjem posljednjeg razlomka sa 2 sin 21 i koristenjem formule sina — sin 8 = 2sin

dobijamo
94 ™ 5T LT LT
sin — cos —  sin — — sin —
tg7_77_ 24924 _ T4 6
= T . W G
24 251n§—4cos£ Smg*SHlZ
V2 1
R R
3 V2 VB+v2
2 2

Racionalizacijom posljednjeg razlomka dobijamo

7
th—ZZ\/_—\/_—\/é—i—Z.
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Nagéin V:
Nacrtajmo AABC kod koga je |BC| =1, ZABC =52,5° 1 ZBCA =90°. Tada je ZCAB = 90° — 52,5° =
37, 5°.
4 Na stranici AC odredimo tacku D tako da je ZDBC = 15°, a time
je LZABD = 37,5°. Trougao AABD je jednakokraki pri ¢emu je
|AD| = |BD| = y.
Na stranici BC' odredimo tacku E tako da je ZBDE = 15°. Time je
Y ABED jednakokraki i stavimo |BE| = |ED| = 2z. Kako je |[BC| = 1,
onda je |EC| = 1 — 2z. Iz pravouglog trougla ADEC, u kome je
/ZDEC = 30°, imamo sin30° = o> = %, iz cega zakljuCujemo da
je |[DC| = .
p  Primjenom pitagorine teoreme na pravougli trougao ACDE imamo
+ (22)% = 2% + (1 — 22)%, odakle dobijamo da je = 2 — /3 (jer je
g z < 1). Kako je i ABCD pravougli opet imamo 32 = 12 4 (2 — v/3)?, te
30 ]
B 2w, 1_2s c ly=2V2-V3=V6-V2.

Najzad, iz AABC (koji je pravougli trougao) slijedi

tg52,5° :tgﬂ = \BC|

Nacin VI:

MO _TY By (VB V) =BV Va e

1

U rombu ABCD stranice 1 u ugla ZABC = 105°, dijagonale AC i BD obiljezimo redom sa 2x i 2y i njihov
presjek je tacka O. Primjenom kosinusne teoreme na jednakokraki trougao AABC imamo

(22)> =12 +1%2—-2-1-1cos75°.

Kako je

1- 30° 1
cos 75° = cos (90° — 15°) = sin 15° = 4/ % = Z(\/__ V2),

zaklju¢ujemo da je z? =

(4 + 6 — +/2). Primjenom Pitagorine teoreme na pravougli trougao AABO

1
imamo da je y?> =1 — 22 = §(4 — /6 4+ /2). Koristeéi ove dvije relacije za 22 i 2 sada imamo

D

C

A B

1
2 §(4+\/_*\/§):4+(\/_—\/§)
SA-vorv A (V6-v2)
A+ (V6-V2) 4+ (V- V2
C4-(V6-v2) 4+ (V6-V2)
_6-v3+2v6-2v2 23
N 2+/3 2-V3

:%ﬁfﬁfﬁ+ﬁ

8

<
M

Kako iz parvouglog trougla AABO imamo tgZABO = tg52,5°, vrijedi

24

wﬁzng—f—ﬂ+z
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3. Umjesto zakljucka

Uocavamo da se za prva Cetiri rjeSenja koriste uobicajene formule za tangens zbira i razlike, adicione
formule za sinus i kosinus, pretvaranje razlike sinusa u proizvod, te formula za sinus poloviénog ugla. U
peostala dva rjeSenja koristi se znanje iz geometrije (Pitagorina teorema, svojstva jednakokrakog trougla i
romba) i trigonometrije. Nadamo se da ¢e ovaj rad inspirisati buduée ¢itaoce da daju jos koje rjeSenje ovog
zadatka ili ,pak, neki drugi zadatak rijeSe na viSe raznih nacina.
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