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Zlatna prava i zlatni paralelepiped (kvadar)

Alija Muminagié¢?

®Penzioner, Danska

Sazetak: U ovom ¢lanku dajemo konstrukciju zlatne prave, izvodimo njenu jednacinu i dokazujemo
neke sume na vise na€ina, primijenjujuéi znanja o zlatnoj pravoj. U drugom dijelu definiSemo zlatni
paralelepiped, dokazujemo kako se izra¢unava njegova povrsina i prostorna dijagonala i izvodimo jedan
interesantan odnos izmedu konstanti ¢ i 7 (zlatnog broja ¢ i broja 7). Ukazujemo na vezu izmedu zlatnog
pravougaonika i zlatnog kvadra (zlatni kvadar je prostorni analogon zlatnog pravougaonika).

1. Uvod

Matematicka literatura vrvi ¢lancima o zlatnom presjeku, zlatnom trouglu, prvougaoniku, rombu, zlatnoj
elipsi, zlatnoj spirali i superzlatnom pravougaoniku. Rijetko nalazimo ¢lanke o zlatnoj pravoj i zlatnom
paralelepipedu (kvadru), mada je o zlatnoj pravoj pisao J. Metz u ¢asopisu FIBONACCI QUARTERLY,
augusta 1977. godine. U ovom ¢lanku i mi piSemo o zlatnoj pravoj, s nesto drugacijim pristupom, kao i o
zlatnom paralelepipedu (kvadru).

Prethodno ¢emo se sjetiti nekih definicija i teorema, koje ¢e biti primijenjene nesto kasnije u ovom izlaganju.

Definicija 1.1. Ako tacka C dijeli duz AB, pri ¢emu je a = |AC|, b= |BC| (Slika 1) tako da vrijedi
a+b a
== 1
th_¢ 1)

kazemo da je ona dijeli u omjeru zlatnog presjeka (reza).
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Slika 1.

Teorem 1.2. Tacka C dijeli duzinu AB u omjeru zatnog presjeka ako je

1 5
& = +\/_z1,6180339... 2)
b 2
Broj ¢ se naziva zlatni broj. Jasno je da je
b 1
—=—=¢"120,6180339...
a ¢
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Iz (1) slijedi

a;rb:%<:>a27ab7b2:0<:>(%)27%—1:0,
to jest

P —p-1=0=¢"=¢+1 (3)
i

¢2—¢—1:o<:>¢—1—%=o<:>¢—1:%<:>¢—1=¢—1:,»1+¢—1=¢. (4)

2. Zlatna prava

Posmatrajmo sada Sliku 2.
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Slika 2.

U pravougli koordinatni sistem xQOy konstruiSimo redom kvadrate OBy Ay Dy, D1B1As Do, DoBsA3Ds, ...,
¢ije su duzine stranica redom 1,01, ¢~ 2,.... Konstruisimo pravu kroz tacke A; i Ay i presjetne tacke te
prave s osama Oz i Oy 1 oznac¢imo sa A 1 Ao, respektivno. Sada lako dobijemo da prava kroz tacke A1(1,1)
i A2(14+ ¢~ 1, ¢71) ima jednacinu

_ ¢ -1
S l+el-1

o -1
o1

—y—1l=1-9¢)z—-1)<=y—-1=—(¢p—lax—-1+¢

y—1 -1 <=y—1= (x—1)
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(zbog (4), tojest ¢ —1=¢ ™' = —(¢— 1) = —¢ )

=y=—¢"lr+¢. (5)
Jednacina (5) je jednacina zlatne prave.
Uotimo da tacka Ay ima koordinate (14 ¢~1 +¢=2 +- LoF) = ( - ¢ . ,¢) k), k=1,2,..., odakle

+o¢F
slijedi, koristeé¢i jednakost (4), da je 1 Ay = (W’ 0) = (% 0) = (¢%,0). Nije se tesko uvjeriti da i tacke
As, Ay, As, ...leze na zlatnoj pravoj. Naime, vrijedi

1 —¢_k_1
y=(1-9¢) (71
1-¢ N
=—(l-¢ " +9)=—0+0¢ F+o=07"
za k = 3,4,5,..., a da tacke Ag i Aoo imaju koordinte Ag(0,¢) i As(¢?,0) (jerjey = —¢ -0+ ¢ = ¢ i
0=—¢t-z+dpe=r=5=%¢=0¢)
Sa Slike 2. vidimo da je

_ a—k—1
)+¢=(1—¢)%+¢

slwl

|0Ax| = [OD1| + |D1Do| + [D2Ds| + [DsDa| + - =1+ ¢~ + 072+ ¢+ = ¢, (6)
Dokazimo (6) i na ovaj nacin. Neka je

S=1+¢"+¢72 4+ +--- @)
Nakon mnozenja sa ¢~ ! dobijamo:

¢S =671t T T (8)
i nakon oduzimanja (7) i (8) slijedi

S(17¢*1):1<:>S:;@S:L@»S@i@n@:&.

1=o o1 o

Pokazimo sada zasto se prava ¢ija je jednacina (5) s pravom naziva zlatnom pravom.
Imamo (v. Sliku 2) da je |OAg| = |OBg| + |BoAo|, to jest

¢ =1+ |BoAo| <= [BoAo| = ¢ — 1 <= (zbog 4) |BoAg| = ¢ (9)
Sada je Iggﬁi = 9 = ¢, §to znaéi da tacka By dijeli duz OAp u omjeru zlatnog presjeka. Takode je
Igigﬂ = = ¢, }giéi = 2= = ¢,... pa zaklju¢ujemo da tacka B; dijeli duz D;A; (i = 0,1,2,...) u

omjeru zlatnog presjeka.
Do istog zakljucka mozemo dodi i a sljedeéi nacin.
Svi pravougli trouglovi AA; B;A;+1, i =0,1,2,... su sli¢ni i Ig?f&;l = d)ll = ¢. Dobijamo, zbog (9), da je

|[AoBo| _ [BoAi| ot ¢! 1 ,
- — =¢ <= |A1B1| = — = |A1B1]| = = =
|A1B1|  |B1As| | A1 By ¢ | A1 B, P |A1 B po é

i sliéno

|A2Bs| = ¢™%, |A3Bs| = ¢,
Dakle, 7%, i = 1,2,... su duzine kateta trougla normalnih na Ox-osu, pa odavde vidimo da tacka B; dijeli
duz D;A; (i=1,2,...) u omjeru zlatnog presjeka.

Citaocima prepustamo da dokazu da tacke Aq, As, As... dijele duzine AgAs, A1As, AsAy4,... u omjeru
zlatnog presjeka.
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Posmatrajmo sada opet Sliku 2. Vidimo da je

|AOBO|+|A1B1|+|A2B2|+|A3B3|+: |OA0|, tojest
O AT =g (rhog (3) ¢ = p L= 9= 0" — 1)
S 4 24T =Pl 14 o e P =4

i to je geometrijski dokaz za formulu (6). Oznaéim sa [XY Z] i [PQRS] povrsine trougla AXY Z i kvadrata
OPQRS. Imamo da je (Slika 2)

[A0BoAs] = 5| AoBo| - |Bodi| = 567" 1= 507!
[A1B1As] = §|A1B1| -|B1As| = §¢—2 o= §¢—3 »
1 1 . 1
[AQBQAs] = §|AQBQ| . |BQA3| = 54{)*3 . ¢*3 — 5(;575
[OBoAlDl] =1= ¢0
[D1B1AyDs] = (¢~ )2 =72
- N 11
[DQBQA3D3] = (¢ 2)2 — ¢ 4 ( )

Koristeéi opet Sliku 2 i formule (10) i (11) mozemo dokazati da je
L4+ 407 +¢ 0+ =9 (12)

Formulom (12) predstavljen je zbir povrsina kvadrata, ¢ije su duzine stranica 1,¢~ 1, ¢=2,¢73,... i taj zbir
jednak je razlici izmedu povrsine trougla AAgOA i zbira povrsina trouglova AA; B;A; 41 1 =0,1,2,3....
Prema tome,

1+¢ 24+ ¢ *+¢ 0+ =[A0AL] — Z[AiBiAiJrl]'
Kako je povrsina AAgOA
1 1 —1y 42
imamo da je
1 1
L+ 72407 46704 = So(¢+1) =5 (67 +6 477+ +)

= 2420724204200+ .. =P Hp—0 - B0 O—. ..

> (zbog ¢* D146 49 2463494 )
= 242- 9742 ¢ 207 =140 0T 49T T T o0 0T 0T -
= 14+ 2o o 54 = 0.
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3. Zlatni paralelepiped (kvadar)

Paralelepiped je ¢etvorostrana prizma kojoj je baza paralelogram.

Definicija 3.1. Pravougli paralelepied (kvadar) ¢ije se duZine iwica odnose kao
¢p:1: qb_l

naziva se zlatnim paralelepipedom.

Slika 3.

Na Slici 3 prikazan je zlatni kvadar ¢ije su duzine ivica t, t¢ i t¢p~1, t je realan broj. Tako je:

to ot
p ool

Na osnovu definicije zlatnog pravougaonika (pravougaonik u kome je odnos izmedu duzina duZe i krace
stranice jednak ¢ se maziva zlatnim pravougaonikom) vidimo da su pravougaonici ABCD, A1B1C1D; i
ADD, A, BCC By zlatni, a pravougaonici ABB1A; i DCC} Dy nisu (jer je t(;dfl = q§2).

(Napomena: pakovanja putera od 500¢g, brasna od 2kg i nekih sokova su zlatni kvadri.)

Posmatrajmo sada zlatni kvadar na Slici 4. Uo¢imo da je

Slika 4.

—1 —1 -2 _ —1 —2_% i:2¢+1:¢_3
BT+ =T 4T =S = =

=9,
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a zbog
PP —p—1=0=¢p?=¢+1
je
=0 =00+ 1) =0’ +d=(0+1)+d=20+1

Zapremina kvadra na Slici 3 jednaka je

V:t¢~t-t~¢’1:t3-¢-%:t3.

Dakle, zat =1 je V =1, a povrsina mu je
Pk =2-1-¢-t+2-tp-td L +2¢p7 -t =262+ 1+ ¢ Y)

=2t2 <¢+1+%) =212 <¢+ %) = (zbog ¢ + 1 = ¢?)

2
=2t2 <¢+ %) =2t2.2¢ = 4t%¢, zat=1je P =4t%.
Prostorna dijagonala zlatnog kvadra je (v Sliku 3)

D=\({t¢)2 + (tg~1)2 + 2 =t/? + 62 +1= (zbog 2= ()=~ =1 )

2 s+l

L 1 B p+2 [P+ PP+ d+2 > =20+1
=t ¢2+m+1—t\/¢2+¢+1—t\/ ) (Zbog¢2¢+1)

_ 2¢+1+¢+1+¢+2_t 4(¢+1)_2t
B ¢+1 B o+1 7

Specijalno, zat =1, je D = 2.
Neka je sada oko zlatnog kvadra opisana lopta (vidi presjek na Slici 5).

Slika 5.

Zmnaci, lopta ima polupreénik ¢. Povrsina lopte je

Pp =4n 7% =47 - 2.

28
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Prema tome, dobijamo da je odnos izmedu povrsine zlatnog kvadra i povrsine lopte opisane oko tog kvadra
jednak
Px 4% ¢

= = — (interesantan odnos izmedu konstanti ¢ i 7).
P, 4wt 7w ( $i)

Podsjetimo se sljedece ¢injenice.

Teorem 3.2. Ako iz zlatnog prevougaonika uklonimo kvadrat s najve¢om mogucom pouvrsinom, onda je
preostali pravougaonik takode zlatni.

A E D
d
k k
i d-k
B F C
Slika 6.

Dokaz: Neka je ABCD zlatni pravougaonik i neka je duza stranica duzine |AD| = d i kraca stranica duzine
|AB| = k. Na Slici 6 je ABFE kvadrat s najve¢om moguc¢om povrsinom. Dokaza¢emo da je EFCD zlatni
pravougaonik, to jest da vrijedi

Iz definicije zlatnog pravougaonika slijedi da je

d d 1

—=¢<= - —-1=¢—-1< |zb —l=—)<4==—=—, tj, — =

C=oe= 10 ( og ¢ ¢) 5 2

Sto je i trebalo dokazati. U

Sta vrijedi za zlatni kvadar? (v. Sliku 4.)

Ako iz zlatnog kvadra na Slici 4 uklonimo dva kvadra &ije su duzine stranica ¢!, ¢—1 i 1, onda preostali

kvadar ima duzine ivica 1, ¢~ i¢p—2¢"! = ¢ 2 <¢72¢’1 = d)f% = —¢2(;2 = —¢+;_2 = % = (zbog ¢p—1 =
1
o)=L =k =072).

Dakle, odnos ivica u preostalom kvadru je 1: ¢! : ¢~2 i odavde nakon mnozenja sa ¢ slijedi ¢ : 1: ¢~ te
zakljucujemo da je preostali kvadar takode zlatni.
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