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Priblizna trisekcija ugla

Hasan Smaji¢®

aJU OS ”Malesiéi”, Malesiéi

Sazetak: U ovome radu su prezentirane dvije konstrukcije priblizne trisekcije ugla od 60°, inspirisane
Arhimedovom konstrukcijom. Takoder je pokazano da su obje konstrukcije izvedene s veoma malom
pogreskom.

1. Uvod

Starogrcka Platonova akademija postavila je pitanje trisekcije ugla (podijeliti ugao na tri jednaka dijela)
pomoc¢u Sestara i nebazdarenog lenjira (sluzi samo za povlacenje linije-spajanje dvije tacke) koje je dugo
vremena zadavalo glavobolje matematicarima. Napokon doslo se do zakljucka da se euklidskim konstrukcijama
ne moze rijesiti trisekcija svakog ugla (moguée su trisekcije uglova «,, = 3220, n € Ny). U ovome radu
pokaza¢emo pribliznu konstrukciju trisekcije ugla od 60° pomocu Sestara i dva nebazdarena trougla. No
prije toga ¢emo pokazati da je tu konstrukciju nemoguce izvesti samo pomoc¢u Sestara i nebazdarenog lenjira.

Za to nam je neophodan sljedeéi teorem o kubnoj jednadzbi (koji navodimo bez dokaza, v. [3]).

Teorem 1.1. Ako su koeficijenti kubne jednadzbe
2 4az?+bz+c=0 (1)

racionalni brojevi i nijedno rjesenje jednadzbe (1) nije racionalno, tada su sva ta rjeSenja nekonstruktibilni
brojevi.

Kako je

cos 3a = cos(2a + a) = cos 2 cos o — sin 2asin o = (cos? o — sin? ) cos @ — 2 sin v cos arsin a

cos? v — sin® a cos a — 2sin® avcos v = cos® a — 3(1 — cos? ) cos @ = 4 cos® ar — 3cos a,

uzimajudi da je 6 = 60°, dobijamo

0 0
cos 8 = 4 cos® 3 —3cos§.

Neka je x = cos g, te kako je cosf = %, to onda dobijemo kubnu jednadzbu

822 — 6z —1=0.
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Uvodeéi smjenu u = 2z, posljednja jednadzba poprima oblik
u?—3u—1=0. (2)

Vidimo da je (2) kubna jednadzba s racionalnim koeficijentima. Pretpostavimo da je u racionalan broj, to
T

jest da je u = I, pri cemu je r € Z, s € N, (r,s) = 1. Tada iz jednadzbe (2) dobijamo kubnu jednadzbu

s?
P —3rs? —s3 =0,
iz koje onda slijedi

r,8)=

r(rz 7332) =53 = r[s® = rls (:>17” € {-1,1},

kao 1

(r,s)=1,s€N
— S

3 = 5(3rs + 5%) = s|r® = s|r =1

Dakle, mozemo zakljuciti da je u = £ € {—1,1}. Provjerimo sada jesu li u = 1 i/ili u = —1 rjeSenja
jednadzbe (2).

i) u=-1
(-1)2 =3(-1)—1=-14+3-1=1#0,

to jest u = —1 nije rjeSenje jednadzbe (2).
i) u=1

1¥-3.1-1=1-3-1=-3#0,
to jest u = 1 nije rjesenje jednadzbe (2).

Bududi da niti jedno rjesenje jednadzbe (2) nije racionalno, mozemo zakljuciti da su sva rjeSenja nekonstruktibilni
brojevi pa i 2z, odnosno, x = cosg je nekonstrukitibilan broj. Dakle, trisekcija posmatranog ugla od 60°
nije moguca.

2. Arhimedova konstrukcija - trisekcija ugla pomoéu trake papira

Poznato je da se problem trisekcije ugla ipak moze rijesiti, ali uz upotrebu nekih pomagala. U arapskom
djelu "Knjiga lema”, koja se pripisuje Arhimedu, opisana je konstrukcija trisekcije ugla uz pomoé Sestara,
ravnala i trake, [1].

Neka je tacka S tjeme ugla o = LASB. Sta je treéina tog ugla? Opisimo kruznicu poluprecnika r sa
centrom u tacki S. Tacke presjeka te kruznice i krakova ugla « oznac¢imo sa A i B. Nanesimo na rub trake
papira tacke Q i P tako da je |QP| = r. Polozimo tu traku papira na ravan crteza tako da joj tacka @ bude
u pravceu SA i rub stalno prolazi tackom B sve dok tacka P ne padne na kruznicu. Pomjeranjem trake tacka
@ stalno ostaje na pravcu SA. Tvrdimo da je tada ugao f = LPQS = %a. Vidjeti Sliku 1.

Zaista, trouglovi ABPS i AQSP su jednakokraki pa je L PBS = {BPS = ¢ i L{PQS = £PSQ = .
Ugao ¢ = BPS je vanjski ugao trougla APQS paje ¢ = S+ [ = 28, a ugao a = LASB je vanjski za
trougao ABSQ pa je « = 8+ ¢. Zamjenom ¢ = 28 u posljednjoj jednakosti dobijamo da je o = 303,
odnosno vrijedi § = LPQS = %a Sto je i trebalo dokazati.

Na Slici 2 pokazana je trisekcija uglova 90°, 135° i 180° na Arhimedov naé¢in. U ovom radu koristit ¢emo
ih za pribliznu konstrukciju nekih uglova.
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Slika 1: Arhimedova konstrukcija trisekcije ugla o

Slika 2: Arhimedova konstrukcija trisekcije uglova 90°, 135° i 180°

3. Trisekcije uglova 27°, 36°, 54°, 72°, 81° i 108°.

Izracunajmo trigonometrijske vrijednosti ugla 36°. Posmatrajmo jednakokraki trougao AABC' ¢iji je ugao
nad osnovicom 36° i povucimo simetralu ugla £ BAC' = 72° (v. Sliku 3).

Sada je ugao L{BDA = 180° — (36° + 72°) = 72°. Trouglovi AABD i AACD su jednakokraki pa je
|AD| = |CD| = a. Kako simetrala ugla dijeli suprotnu stranicu u omjeru u kome se odnose stranice koje
obrazuju taj ugao vrijedi:

=
a:(b—a):b:a<:>a2:bQ—ab<:>a2+ab—b2:0<:>ai:J.

2
Buduéi da je a_ = @ <0, tojea=ay = w Za b = 1 (jedinica mjere) dobijamo da je
a= @ Primjenom kosinusnog teorema na trougao AABC, dobije se
i-1\’
a? = b*+b* —2b- b cos 36° <= <2> =12 4+1% -2 cos 36°
6 —2v5
— Tf =2-2c0836° <3 —V5=4—4c0836° <> 4c0s36° = V5 + 1,
odnosno
5+1
cos 36° = \[74_

4
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Slika 3: Trigonometrijske vrijednosti ugla 36°

Sada je

sin 36° = /1 — cos? 36° =

(VB 2_\/16—(\/5+1)2_ 10—2v5
- 4 - 42 - 4 '

Koriste¢i Sliku 4 da¢emo kratku uputu kako uraditi trisekciju uglova 27°, 36°, 54°, 72°, 81° i 108°. To slijedi
iz jednakosti

127° =9° = 1360 136° =12° = 124° 154° =18° = 1360
R R 37 Tty 377 Tt
1 1 3 1

—72° = 24° —81° = 27° = 236° ~108° = 36°.

37 , 38 4367 3 08° = 36

3V54+1

Slika 4: Konstrukcija uglova 36° i 24°
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U nastavku data je tabela trigonometrijskih vrijednosti nekih znacajnih uglova koja moze pomoéi kod
trisekcije nekih uglova uz napomenu da neke vrijednosti mogu imati i drugu formu, [2].

Ugao
a sin cos tan o ctga

0° 0 1 0 +oo

9° \/3+\/52\/5—\/5 \/3+x/51\/5—¢5 N AR N, NN TN

15° \@Z\/E \/61’\/5 92— \/g 2+ \/§
o VB-1 V10425 V/25-10v5

9250 | V22 V2iva V21 V21

w3 % 7z %
o V10-2v35 NG \/25+410v5

36 A o 5-2v5 VAV

3750 PNV /o2 V15 -6/6-8V3+10v2 | V154 6v6-8/3—10V2

s s =V6+v3-v2-2 =2+2V6-v3-3/2
45° 2 2 1 1
59,50 41612 1= /642 V15+6v6 —8V3 —10v2 | /15— 6v6 —8V3 + 10v2
8 8 =2+2V6-v3-3/2 =V6+v3-v2-2

o NG V10-2v35 V/25+10v5

54 tr:l+1 1 T 5— 2\/5

TR : V3 7

67.50 | V22 V22 V21 V21
o V10+2v5 V5 25—10/5

72 e e o 5+2v5 V25-10/5 -

75° ¥6+v2 V62 2+3 2-3

81° \/3+\/51r\/57\/5 \/3+\/52\/57\/5 VE+1+V5+2v5 VE+1-vV512v5

90° 1 0 Fo0 0

4. Priblizna trisekcija ugla od 60°.

Neka je rijeSena priblizna trisekcija ugla od 60° kao na Slici 5. Tada je o =~ 20°.

Slika 5: Priblizna trisekcija ugla od 60°

Odredimo koliko je priblizno udaljena tacka P od tacke C'. Ozna¢imo sa x trazenu udaljenost. Sa Slike 5

ocCito je

tana =

V3
T V3
+z 20+3

[C][e]

te je

V3

20+ 3 = .
tan «
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Odavde je

V3 = 3tana
r=———
2tan«

)

pa koristeéi da je tana = tan20° &~ 0.3639702342662 (prema savremenim trigonometrijskim mjerenjima)
dobijamo

V3 —13(0.3639702342662)

~ 0.87938524157182... .
2(0.3639702342662)

Uzmimo sada da je x ~ 0.88 = % = % i izracunajmo pogresku. Dakle, ako je x = 0.88 tada je
V3
t = ————— ~0.3638762200775
= 5088+ 3 ’

te je
a ~ tan~! (0.3638762200775) = 19.9952433544587° ~ 19.995°.

Moze se reci da je pogreska priblizno

5 ° 5 1 "
=) - = =_1
(1000) 1000 20 s

(u sekundama) ili u procentima 0.025% (iz jednakosti 19.995° = 20° - (1 — 755) dobijamo da je p = 0.025%).

Na Slici 6 prikazana je konstrukcija ugla od 20° sa pogreskom p = 0.025%.

Slika 6: Konstrukcija ugla od 20° sa greskom od 0.025%.
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5. Priblizna trisekcija ugla od 60° pomocu trisekcije ugla 90°.

Pretpostavimo da je rijeSena priblizna trisekcija ugla od 60° pomocu trisekcije ugla 90°.

Neka je r = 1 polupreénik polukruznice sa centrom u O, AD preénik i LAOB = 60° ¢iju pribliznu
trisekciju na Arhimedov nacin treba odrediti. Neka je § = £LOQ@QB trisekcija ugla 60° (8 =~ 20°). Vidjeti
Sliku 7. Tacke M i M’ dobijemo konstrukcijom trisekcije ugla od 90° Arhimedovom metodom. Tacka B’

je presjek normale povucene iz tacke B na polupreénik OA. Jasno je da je |BB'| = g visina, a |OB| = %
(polovina osnovice jednakostraniénog trougla AAOB).
c
B
60°
V2 w
M
5 4+V3 =1 ﬁ
N 2
(p o
p 3 600 (o]

Slika 7: Priblizna trisekcija ugla od 60°pomocu trisekcije ugla 90°.

Pokazat ¢emo da je |[QM'| ~ 0.68 - [M'N| = 1T |M'N]|.
Pravougli trougao AOM'C je specijalan pa je |[OM’| = /3. Primjenom Pitagorinog teorema na pravougli
trougao ABB'M’ dobijamo

2 2
|IBM'| = <\/§> +<\/§+;> —\/3+12+4‘/§’+1— 443

2 4 4

Pravougli trougao AOBM je jednakokraki pa je LOBM = 45°. Zelimo pronadi vezu izmedu duzina tetive
MN iduzi QM. Ugao ¢ = LM BN je periferijski ugao nad tetivom M N pa je 290 = L MON njen centralni
ugao. Ako primijenimo kosinusnu teoremu na trougao ABB’M’, tada dobijamo

(\/§)2: (\/4—|—\/§>2+12—2\/4—|—\/§-1-cosw,

odnosno
3=4+V3+1-2/4+ 3 cosw.
Dakle,
cosw= 2EV3 0770403831,

2vV4+ 3



H. Smaji¢ / EVOLVENTA (JAMTK) 5 (1) (2022) 37
te je
w ~ 38.7939769°.
Sada je
» =45° —w ~ 45° — 38.7939769° = 6.206023095°.

Koristeéi da je 2¢ ~ 12.41204619° primjenom kosinusne teoreme na trougao AM NO dobijamo

|[MN|~ /12 +12 —2-1-1- cos (12.41204619°) ~ 0.216207726.
Neka je |QM| =k- ‘MN| Iz pravouglog trougla ABB’'Q je

P V3
2 =
T+V3+k-|MN|  1+2V3+2k-[MN|

tan g =

pa je

V3.1 _93

_ tanp -

2|MN|

601

r=1,

60°

Slika 8: Konstrukcija ugla od 20° sa greskom od 0.01%.

Kako je tan 8 = tan20° ~ 0.363970234, v/3 ~ 1.732050808 i |MN| ~ 0.216207726 dobijamo da je
k ~ 0.681448523. Ako uzmemo sada da je k ~ 0.68 = % = % to bi znacilo da tetivu M N bez velikih teskoca
mozemo podijeliti na Arhimedov nacin (dva nebazdarena trougla i Sestara) u omjeru 17 : 25. Izracunajmo

sada pogresku priblizne trisekcije ugla od 60°. Zamjenom k = 0.68 u (3) dobijamo da je

V3

tan 5 =
b 14 2v/3 +2(0.68) (0.216207726)

~ 0.364 018147,
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odnosno
8~ 20.00242403°.

Ako uzmemo da je 8 ~ 20.002° pogreska iznosi + (125) = =55 - 3600” = 7.2" ili u procentima 0.01% (iz
jednakosti 20.002° = 20° - (1 + 155) dobijamo da je p = 0.01%).
Na Slici 8 prikazana je konstrukcija ugla od 20° sa pogreskom p = 0.01%.
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