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Sazetak: Cesto se na takmicenjima iz matematike ucenika srednjih skola, kao i na ispitima kod studenata
na fakultetima, pojavljuju problemi iz trigonometrije (posebno problemi dokazivanja raznih trigonome-
trijskih jednakosti ili nejednakosti) koji znaju biti izazovni i za najbolje medu njima. U ovom radu ée
biti demonstrirana upotreba kompleksnih brojeva u trigonometriji pri dobijanju nekih vrlo specifiénih
jednakosti, koristeéi osobine n-tog korijena jedinice, binomnu formulu, geometrijski niz ili neku drugu
ideju.

1. Uvod

Nekada trigonometrijski problemi mogu zadavati poprili¢nu glavobolju studentima na ispitima kao i u¢enicima
koji se spremaju za takmicenja. Koristiti isklju¢ivo trigonometrijski ili opéenito geometrijski metod u njiho-
vom rjeSavanju zna biti ¢esto vrlo komplicirano i naizgled nemoguéa misija. Budué¢i da kompleksni brojevi
mogu biti predstavljeni na tri razli¢ita nacina, od kojih je jedan u trigonometrijskom obliku (ostala dva su:
algebarski i Eulerov), to se namece ideja o moguénosti primjene kompleksnih brojeva u rjesavanju takvih
problema. Problemi dokazivanja nekih trigonometrijskih jednakosti mogu biti rijeseni ponekad upotrebom
potpune matematicke indukcije. Medutim, ukoliko je problem oblika da se izracuna neka suma ili proizvod
nekih trigonometrijskih funkcija, onda to poprima znatno veéu tezinu. Ideja ovog rada je da ilustriramo
primjenu kompleksnih brojeva s nekoliko zanimljivih primjera dobijanja nekih trigonometrijskih jednakosti.
No, prije toga podsjetimo se nekih baznih ¢injenica o kompleksnim brojevima. Prije svega, kako je vel
receno, kompleksan broj mozemo predstaviti u sljedeé¢im oblicima:

a) algebarskom

z=a+1b,
b) trigonometrijskom
z = |z| (cos ¢ + isin @)

i
c¢) Eulerovom

2=zl e, (1)
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pri ¢emu je: a = Re{z}, b =Im{z}, |z| = vVa? + b? i ¢ je ugao koji se dobije iz jednakosti

cosp = sing = —.

a
N |2|
Vazno je istaknuti jos i sljedece:

Z'4k — 1’ ,I;4k3+1 :Z Z‘4k)+2 — 717 i4k+3 — 77:’ k 6 N (2)

)

i da vrijedi tzv. Moivreova formula

(cos p +ising)" = cosnp + i sin nep. (3)

2. Primjena n-tog korijena jedinice

U mnogim problemima iz trigonometrije moguce je primijeniti metod kompleksnih brojeva u sluc¢aju koristenja
osobina n-tog korijena jedinice (n je prirodan broj). Prisjetimo se tog fenomena. Naime,

2V —1=0<= 2" =" (ke 7) =g =t (k=1,2,...,n).

Znamo da algebarska jednadzba n-tog stepena ima n rjesenja u skupu kompleksnih brojeva, ra¢unajuéi pri
tome i viSestrukost pojedinih rjeSenja (osnovni teorem algebre). Tako se brojevi 2z, k = 1,2,...,n, zovu
n-tim korijenima jedinice. Oni geometrijski predstavljaju vrhove pravilnog n-tougla koji su rasporedeni na
jedini¢énoj kruznici (s centrom u koordinatnom pocetku) u kompleksnoj ravni.

Uzmemo li specijalno n = 5, imamo jednadzbu

25— 1=0, (4)

4 6m ;

za koju znamo da su joj rjeSenja 5-i korijeni jedinice: 1, e 5, ¢ 5% 5, ¢S %. S druge strane, jednadzbu (4)
mozemo rijesiti i na drugi nacin i tako njena rjeSenja dobiti u algebarskom obliku, koja ¢emo moéi uporediti
s ve¢ dobijenim oblicima rjesenja u Eulerovom, odnosno trigonometrijskom obliku. Naime,

P —1=0= (z-1)(z"+2°+2°+2+1) =0,
odakle se dobije z; =11
z4+z3+z2+z—|—120,
§to je simetri¢na jednadzba koja se, dijeljenjem s 22, svede na ekvivalentnu jednadzbu
z2+i2+z+1+1:0.
z z
Uvodenjem smjene w = z + % posljednja jednadzba prelazi u jednadzbu oblika
w+w—1= 0,
— =1xV5

¢ija su rjeSenja w2 = —%*>, te nakon vracanja smjene dobijemo
VE—1 10+ 2V5
29 = 1 +1 1 s
VE+1  \V10-2V5
z3 = — 1 +1 1 ,
B V5 +1 Z_\/ 10 —2v5
4 = — - )
4 4

B \/5—1_i\/10+2\/5

BTy 1
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Gledajuéi polozaj ovih rjesenja u kompleksnoj ravni, zaklju¢ujemo da vrijedi

27, 27r+, . 2w
Zo =€e5 " =cos— +1isin —
5 5’
an 47T+, . 4w
zg=e€5"=cos— +1i8in —
5 5’

6m 67T+ .
Zy =€e5"=cos— +1isin —
5 5’

25 =3t _COSSI —&—ising—7r
T T 5°
Uporedivanjem svakog od dobijenih rjeSenja u njegovom algebarskom i njegovom trigonometrijskom obliku,
dobijemo

2 V/5—-1 . 2 10 4+ 2v/5
COS — = sin — —= —
5 4 7 5 4 ’
47 VE+1 | A4rx 10 — 2v/5
Ccos — = — , SIl— = ———.
5 4 5 4

Odavde se mogu sada dobiti vrijednosti tangensa ovih uglova, §to nam predstavlja rjeSenje problema nave-
denog u [3], Zad. 797. Naime, tako imamo

2r _ V10+2v5 10+2f 10+2V5 6+2V5
tan — . =1/5+ 2\/5,
5 V5—1 V5 —1)° 6-2v5 6+2V5
dr V10 -2V5 10 — z\f 10-2V5 6-2V5
tan — = . = —/5—2V5.
5 VB4 (V5+1)? 64+2v5 6-2V5
Naravno, koristenjem adicionih teorema i formula za polovi¢ne uglove, jednostavno se dobije i da su

tanf \/5—2 tan— \/5+2\f

Citaocu preporucujemo da do ovih rezultata dode i geometrijskim putem (vidjeti geometrijski nacin rjesavanja
slicnog problema u [2], V Naéin).

Time smo pokazali kako se moze uspjesno pristupiti rjesavanju problema u obliku Zad. 797 [3], kao i njemu
sliénih problema, koristeé¢i upravo kompleksne brojeve i osobine n-tog korijena jedinice.

Sada se, naravno, mogu izvesti i drugi rezultati slicno prethodnom razmatranju. Naime, ve¢ smo vidjeli da
vrijedi

. 2kmi
Wi s g =e 5, k=1,2,3,4,5,

PP -1=0<=2a"=¢
gdje je x5 = 11 |z = 1. S druge strane je

2 —1=(@x—1)(z—21)(x—x2) (x — x3) (T — 24) . (5)
Kako je

8mi 8 8 27 2 omi
Ty=¢€5 —cosg—i-zbln——cos——zsm—:e 5 =T

) ) 5
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i analogno i x3 = Ty, zamjenom u (5) dobijemo zanimljivu vezu

z® =1 V(@ —ax1) (x —T1) (x — 22) (x — T2)
[1’2 (r1+Z1)x+ xlxl] [12 — (z2 +To) x + z:gfg]
{xQ —2Re{z1} o + |=1] ] [x2 —2Re{z2}z + |x2|2]
4
(x—1) <x22cosx+1) (z22cos57r:1:+1).
Dakle,
2®—1=(z—1)(2* —22cos72° + 1) (2® — 2z cos 144° + 1) . (6)

Dokazati jednakost (6) se javlja kao problem u obliku Zad. 826 [3].

Posljednji se rezultat moze i popéiti za proizvoljan prirodni broj n. Razmatranja se razlikuju za parne i
neparne n. Prvo, razmotrimo slucaj neparnog stepena

2km
2 1= 0= 2 =P = g = et k=1,2,...,2n 41,

gdje je xop+1 =11 |zk| = 1. S druge strane je, zbog xont1—k = Tk,

2n n
1‘2n+1—1:($—1) (,’E—Jik x—lH(E—LL’k l’—fk)
k=1 k=1
=(z—1) H (2% — (2% + Zk) T + 24T ]
k=1
=@-1]] {:cZ —2Re{zi}z + \:L’kﬂ :
k=1
odnosno
2k
2n+1 _
x (x—1) H(x —2xcos2n+l+1)- (7)

U slucaju parnog stepena, imamo

—1=0e 22" =2 e gy =l k=1,2,...,2n,
gdje je x,, = —1, z9, = 11 |ag| = 1. Medutim, zbog x2,_ = Ty, bit ée
n—1 2n—1
2 — 1= (v —,) (z — T25) H (x — zx) H (x — )
k=1 k=n+1
n—1
(.2
= (x 71) (x — ) (x — 2opn—k)
k=1
n—1
=(2*-1) H (z — 1) (v — =)
k=1
n—1
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odnosno

= km
1= (2"-1) — 2w cos — + 1 8
x (z* 1;[ 2 xcosn+ (8)

Sliéno se dobije da je

p2ntl _ - 2 (2k+1)m
i
e (2k+ 1)
n 4= 2.9 s——— + 1. 10
"+ H x @ cos ———— + (10)

Problem dokazivanja jednakosti (7), (8), i (10) javlja se u npr. [3] u obliku Zad. 829, 827 i 828, respektivno.

Primijetimo sada da mozemo iz ovih jednakosti dobiti vrlo zanimljive veze. Kako je, s jedne strane,
2" —1=(2*-1) (" P+ 2>+ +2”+ 1),

a s druge, kako smo veé¢ vidjeli,

n—1
2n 1 _ (2 _ 2 kj
T 1f(x 1)H<a: 2xcosn +1),

k=1
imamo da je
n—1 L
A L R Ly H <x22xcos+1) . (11)
k=1 "

Uzimajuéi da je x = 1 u posljednjoj jednakosti, dobija se

n—1
n—H?(l—cos) H4sm —:4”_1Hsin2§—z
k=1

odakle je
2
nt o km n
sin— | =
2n 4n-1’
k=1
odnosno
.o o 2m . (n—=1)m /n
sin_—sin g -..sin=— ==, n > 1, (12)
¢ime smo upravo demonstrirali i rjeSenje problema datog kao Zad. 830, 1° [3].
Analogno, uzimajuéi da je z = —1 u (11), dobije se
2 -1
COS%COS% . COs (n zn)WZQ\n/_ﬁl, n > 1. (13)

Takoder, na analogan nacin se iz jednakosti (7) dobiju sljedeée formule

2 -1 V2 1
sin ——— sin ———___sin (n=Llm _vent , neN (14)
2n+1 2n+1 2n+1 2n

T 27 (n—-1)7m 1
—_— = e N. 15
cos o 1 cos ot 1 cos o T 1 o n (15)
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3. Primjena binomne formule

Koriste¢i binomnu formulu i kompleksne brojeve moguée je do¢i do vrlo zanimljivih jednakosti (a koje se ¢esto
pojavljuju u literaturi kao problemi za rjeSavanje, te kao problemi na raznim takmicenjima iz matematike
ili ispitima na fakultetima).

Tako, na primjer, imamo

o R 1 R A L W A
(0) = ()= G = () () + (e

gdje smo koristili (2) i binomnu formulu.

Koristeé¢i sada Moivreovu formulu i ¢injenicu da je
14+17= \/ﬁ(COSI—i—isinz>7
4 4
dobijamo

(1+4)" =v2n (cos%r +isin%r),

te vrijedi

I R Y —...=Re{(1+49)"} = 2" cos - (16)
(6)- )+ () i
Vo (M) (T) - = {14 0)") = V2 sin (17)
(1)) ) i

Problemi dokazivanja jednakosti (16) i (17) mogu se, na primjer, naéi u [3] kao Zad. 795.

Krenemo li sada od jednakosti

(cosz +isina)" f:( ) kg (isina)"

k=

n _ . o (N _ . a3 (N _ .
( )cos Jc—i—z(l) cos” 1xsmx—|—22<2) cos” 2x51n2x+23<3) cos” 3 xsin® x
n _ . . n .
+44 " rsintx +4° cos" P asin®x + ... +4" sin” x
5 n
n _ . n _ . n - .
cos"x +1 cos™ ' xsinz — cos" 2 xsin®z —i cos™ 3 xsin®z
1 2 3
. (n _ . . n .
( )cos xs1n4x+z(5> cos” 51:51n53:+...+z”< )sm"a:
n

= cosnx + isinnx,



M. Nurkanovié / EVOLVENTA (JAMTK) 5 (2) (2022) 8

odakle je

cosnz = Re {Z x (i sinx)k}

k=0

_ . n —_ .
>cos a:—( >cos” 2z sin® x + <4) cos" tasintx — ...,

sinnx = Im{z kx(isinx)k}

n s n 5 .
= (1 cos" !t xsinz — (3) cos" 3 zsin® x + (5) cos" P xsin®x — ...,

dobijemo sljede¢u jednakost

n . n _ . n _ Lk
. cos" lxrsinx — cos" 3 zsin® x + cos" P xsin®x — ...
sinnx 1 3 5
tannx = =

COS N n n o 2 n 44
0 cos™ x — 9 cos"“xsin” x + 4 cos"*xsinTx — ...

Nakon dijeljenja i brojnika i nazivnika posljednjeg razlomka s cos™ z, slijedi vrlo zanimljiva jednakost

n n 3 n i
tanx — tan® x + tan® x—
1 3 5
: (18)
1 n tan? z + " tan* z
2 4

¢ije se dokazivanje pojavljuje kao problem u obliku Zad. 800 [3].

tannz =

4. Primjena geometrijskog niza

U ovoj sekciji ¢emo, koristeéi se geometrijskim nizom i kompleksnim brojevima, do¢i do jo§ nekih vrlo
zanimljivih trigonometrijskih jednakosti, kao $to slijedi.
Kombiniranjem Eulerovog i trigonometrijskog oblika komopleksnog broja, imamo

- \ntl o \mt1 .
, 2 RS (ae”)n -1 (ae”) -1 ae ™ -1
14 ae*™ + (ae*™)” + ...+ (ae'®) = : = : . ,
+ ( ) + ( ) ae'® — 1 ae'®r — 1 ae T — 1
an+2ein:v _ aefiz _ an+lei(n+l)x 41

a? — ae® —qe”* 41
a2 cosnr —acosz —a"teos(n+ 1)z +1
a? —2acosx + 1
sinnz +asinx — a"sin(n+ 1)z

an+2

t a? —2acosx +1

odakle je

Re {1 + ae® + (aem)2 + ...+ (ae”)n} =14acosz+a®cos2z + ...+ a" cosnx

A )n} a"t2cosnw —acosx —a"tlcos(n+1)x+1

Re {1 + ae™® + (ae””)2 + .+ (ae“C

a? —2acosx +1
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pa je

5 n a2 cosnxr —acosx —a"leos(n+ 1)z +1
1+ acosxz +a“cos2zx + ... +a" cosnx = .

a? —2acosx +1

Sliéno se dobije da je
Im {1 + ae'® + (aem)2 4+ o+ (ae”’)n} =asinz + a®sin2z + ... + a" sin nx
n+2

Im {1 + a4 (aeiz)Q A (ae”)n} _ a""sinnz +asinz — a"lsin(n+1)x
a? —2acosx +1

)

odakle slijedi

an+2

. . 1 .

. 9 . n . B sinnx +asinz —a"sin(n+ 1)z

asinx +a“sin2zx + ... + a" sinnz = 5 .
a’® —2acosx + 1

Uzimajuéi, specijalno, a = 1, iz gornjih jednakosti slijede sljedeée jednakosti (v.npr. [3], Zad. 798):

sinnz +sinz —sin(n+ 1)z

sinx +sin2x + ... + sinnx =

(19)

2 —2cosx
. 1)z —1): . 1)z 1)z
9gip (e (oo (n=Dz o (ndbz oo (nt )z
_ 2 2 2 2
- 2
4 sin 5
. (n+l)z (n—1)z (n+1)z . 1 . .
) COS 55— — COS 5 sin LJ; )T . 9 gin Zsin &F
= -2 - 2 )
2sin” § 2sin” §
odnosno
sin "2 gip (PtLz
sinz +sin2z + ... +sinnx = R (21)
sin §
i
. . (2n+1 .
|+ 082+ ..+ cosnx —cos(n+1)x+1—cosx QSIH%SID%‘FZSIH 5
cosx + cos2x + ... + cosnx = =
2—2cosz 4sin® £
. 2 1 .
sin Zrtlz "; )z + s1n%
. £ b
2 sin 5
odnosno
sip (tbz oo na
1+ cosx+ cos2x + ... + cosnz = = (22)
sin §
i
cog (b o na
cosT + cos 27 + ... + cosny = ———2——2 (23)
sin

2
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Sliénim postupkom mozemo dobiti jos neke zanimljive trigonometrijsle jednakosti. Kako je

) ) ) 2(n+1)a _ 1 i2(n+1)a _ 1 —i20 _ ]
20 4o 2no € — € €
L+ e™ e+ +e T ei2a _ 1 ei2a _ 1 e—2a _q

ei2na _ p—i2a _ ei2(n+1)a +1

2 — eiQa _ e—iQa

cos2na — cos2a —cos2(n+ 1) a+1

2 — 2cos2a
sin2na +sin2a —sin2 (n+ 1) «
2 — 2cos 2 ’

imamo

1+ cos2a + cosda + ... + cos 2na = Re {1 4 e pette 4 4 ei%o‘}

cos2na —cos2(n+1)a+1— cos2a

4sin? a
2sin (2n + 1) asin o + 2sin” a

4sin? «
sin (2n 4+ 1) o + sin o
2sin o '

odnosno

i 1
1+ cos2a + cosda + ... + cos2na = sin (n + )acosna'

sin o

Lijevu stranu jednakosti (24) mozemo pisati u obliku

1+ cos2a + cosda + ... + cos 2na = (1 + cos2a) + (1 4 cosda) + ... + (1 + cos2na) — (n — 1)

= 2(cos? a + cos? 2a + ...cos? na) — (n — 1),
odakle je

1
cos? a 4 cos® 2o + ... cos® na = g + 3 (cos2a + cosda + ... + cos 2na) .

Iz (25) i (24) slijedi

cos? a + cos? 2o + ... cos? na = n sin (n + .)acosna.
2 2sin a
Analogno se dobije i sljede¢a jednakost
1 i 1
sin? o 4+ sin? 20+ ... sinna = “ 1 sin (n + .)Ozcosnoz’
2 2sin«
jer je
2 n+1l 1

sin? o + sin® 2 + ... sin? na = - 5(1 + cos2a 4 cosda + ... + cos 2na).

2

10

(26)

(27)

Izracunavanje suma na lijevim stranama jednakosti (26) i (27) dati su kao problemi u Zad. 804, 1° i 2° [3].

Podimo sada od izraza

el 4 (T) 2o (Z) eide 4 4 (n” 1) eina 4 gi(ntla — i <Z) gtk +1)a

k=0

_ eia zn: (Z) eika

k=0
_ eia (eia + 1)” )
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Odavde je

Re {em (em n 1)”} _ Re{em n (?)eiza n (Z) eida 4 ( n 1>€ina +ei(n+1)a}
n—

= cosa + (Y) cos2a + (Z) cos3a + ... + ( " 1) cosna+cos(n+1)a.  (28)
n—

No, kako je (koristenjem Moivreove formule (3))
e (e +1)" = (cosa +isina) (cosa + 1 +isina)”
= (cos o + isin @) (2 cos? % +42sin % oS %)

« .. « AL
=2"cos" 5 (cosa +isina) (cos — +isin —)

2 2
= 2" cos % (cosa + isin a) (cos % + isin %)
e ( na)
2 (cosacos 22— sinasin o
2 2
n O no
+ 2" cos™ 3 (cos asin & + sin a cos 7)
2)a 2
= 2" cos" % cos % + 2" cos™ % sin (n—’—%,
slijedi
; ; n 2
Re {ew‘ (e +1) } = 2" cos” %cos w,

§to zajedno s (28) daje
cos o + (T) cos 2o + (Z) cos3a+ ...+ ( " 1) cosna + cos (n + 1) a = 2" cos™ %COS — (29)
n—

Primijetimo da se odavde moze izvuéi zakljucak i da je

2
sina + (T) sin 2a + (Z) sin3a + ... + ( " 1) sinna +sin (n + 1) a = 2" cos™ % sin w. (30)
n—

Takoder i izracunavanje suma na lijevim stranama u (26) i (27) dati su kao problemi u Zad. 804, 3° i 4° [3].

Do jos nekih trigonometrijskih jednakosti mozemo doéi koristeéi sljede¢u sumu
(ei(n+1)a _ 1) ) (ei(n+1)o¢ _ 1) 6717&
1xr

eix + ei(era) 4o+ 6i(m+na) — T . —e ' e
et —1 erv — 1 e 2

2si
sin w no
= ———5 —¢cos (aj + —)
sin & 2
(n+1)a

sin —5— | na
+l-7a smilx+ —).
sin §
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Kako je, s jedne strane,

Re {ei” +etlete) 4 4 ei(x+"a)} =cosx + cos (. + a) + ... + cos (z + na) ,

Im {em +eilta) 4 4 ei(’:+7la)} =sinz + sin (z + @) + ... + sin (z + na),

a s druge strane,

. (n+l)e
. . . sin
Re {e”” +eilrta) oy e’(’”+"a)} = . 2 cos | x + —a> ,
S1n 5
gip (ntla
Im {em + el 4 4 ei(x+"a)} =——2 gin (m + m)
sin § ’
zakljucujemo da vrijede sljedece jednakosti [4]:
sin (ntl)a no
cos T + cos (¥ + a) + ... + cos (z + na) = ——=2— cos (:c+—> (31)
sin 5 2
i
. (n+l)a
sin 2%
sinz + sin (x + a) + ... + sin (z + na) = ——2—sin (m—l—%). (32)
S11 5

5. Druge ideje

Sada ¢emo demonstrirati koristenje ideje rjeSavanja neke pomocéne jednadzbe kako bismo dobili neku vrlo
zanimljivu trigonometrijsku jednakost. Kao prvo, razmotrimo sljedeéu jednadzbu po z (v. [1])

(z4+1)" = et

Oznadimo njena rjeSenja sa zx, k =0,1,...,n — 1. Tada je

2nait2kmwi

zp=e =~  —1 (33)
Jasno je da vrijedi
(z4+1)" = = (2 —2) (2 — 21) . (2 — Zn_1),
odakle, specijalno uzimajuéi z = 0, slijedi
n—1
(D" J] 26 =1 — €. (34)
k=0

S druge strane, prema (33), imamo

T =TT (0 - 1) 0] el [l ) _ o (av)

a+7" i _ a-&—# 7 a-&—f i - oc+7" i
sz—H(e 1) 7(Q+M)Z—He [e e }
k=0 = € " k=0
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gdje je

n—1 n—1

km T T (n—1)n
Ak—Z(a+>z:<na+nZk>z:<na+ 3 >z
k=0 k=0
_ (na—i— (n—l)w)l
2

Dakle,

n—1 n—1
H zp = (20)" (H sin (a + kﬂ_)) e(rateg0%)i (35)
k=0 k=0 "

Iz jednakosti (34) i (35) dobijamo

n—1 n 2nai — 1 n - i i
k -1 1—e¢ nadi -1 nai _ ,nod

H sin (a + 71—) = ( ) ( (n—l)w)v ’ e—nai = ( ; )n ’ ‘ (”*1)7‘e~

L T e

(-1)" —2isin(na) (=1)" —2isin(na)

@)" (exny"t @)t !

= o1 sin na.

Dakle, vrijedi jednakost

. . T . (n—1)7 sin na
sin asin (a + E) ...sin (a + ) = St (36)
¢ije se dokazivanje zahtijeva kao problem i u Zad. 806 [3].
Promatrajmo sada sljede¢u jednadzbu po z
2" = e (z — 24)" (37)
za, Cija rjesenja zx, k =0,1,...,n — 1, vrijedi
Zk 2noit2kmi
- =€ n ,
2K — 21
odnosno
(1 — 62(°‘+’%)i) 2E = 72i62(°‘+%ﬂ)i.
Odavde slijedi
= —92 62(a+%ﬂ)i @7(a+kni)i - —9% e("“r%ﬂ)i
T T 2(ari)i  —(arEr)i (et ER)i _ (ot )i
cos (a + E5) +isin (o + £ k
_ g0 ,”_) k( 2) ot (ot 7T 4 (38)
—2isin (a + 7“) n
n—1
Uoc¢imo da je suma korijena jednadzbe (37), zk, prema Vieteovim formulama, jednaka koeficijentu sa

k=0
suprotnim predznakom koji stoji uz z"~! u tzv. normiranom obliku jednadzbe, to jest kada je koeficijent
uz z" jednak 1. Kako je

2nie2nai

(37) = (1 - 62"‘”) 2" 4 2nie?m il p =0 = 2" mz’“l +..=0,
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prema tome, imamo

n—1 2nai 2nai —nai nai

2nie 2nie e 2nie
E 2 = = =

- 1— eQnozi - 1— eQnai ’ e—inai - 7e—no¢i _ enai
k=0

2ni (cosna + isin na)

—21 8in no =n(cotno+1). (39)

S druge strane je, koristeéi (38),

n—1 n—1
km )
Z P Zcot <a + n) + ni. (40)
k=0 k=0
Poredenjem jednakosti (39) i (40), dobijemo jo$ jednu zanimljivu trigonometrijsku jednakost

(n—1)=

cot a + cot (a—i—z) + ...+ cot (a—l—
n n

) = ncot na, (41)

¢ije se dokazivanje zahtijeva u Zad. 805 [3].

Primjedba 5.1. Iz prethodno dobijenih trigonometrijskih jednakosti vidi se da se neke od njih mogu dokazati
1 bez upotrebe kompleksnih brojeva. Medutim, ako bi se umgjesto njihovog dokazivanja razmatrao problem
1zracunavanja izraza na njthovoj lijevoy strani, tesko da bi se to moglo uciniti bez upotrebe kompleksnih
brojeva, upravo kako smo to i demonstrirali u ovom radu.
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