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Sazetak: U radu se razmatraju Karamatine nejednakosti koje su neposredne posljedice Jensenove ne-
jednakosti. Zatim je pomocu tih nejednakosti dokazan veéi broj nejednakosti koje su zadavane na mate-
matickim takmicenjima.

1. Uvod

pa je njihovo detaljno proucavanje neophodno. Veéina ucenika, uCesnika matematikickih takmicenja, je
upoznata s nejednakostima izmedu sredina, Nesbittovom nejednakoséu, nejednakostima preraspodjele, Jen-
senovom nejednakoséu i nizom drugih nejednakosti. Jedna od manje poznatih nejednakosti je Karamatina
nejednakost, koja se u literaturi ¢esto povezuje s imenima poznatijih matematicara, medu kojima su Schur,
Hardy, Littlewood, Pojaa i Weyl, a moze se naé¢i i kao nejednakost za majorizaciju.

2. Konveksne funkcije. Jensenova nejednakost

Definicija 2.1. Za funkciju f reéi éemo da je konveksna na intervalu (a,b) ako za bilo koje x1,x2 € (a,b)
i za svako « € [0, 1] vrijedi nejednakost

flazi+ (1 —a)zs) <af (z1) + (1 —a) f(z2).
Za funkciju f kaZemo da je konkavna na (a,b) ako je funkcija —f konveksna na (a,b).

Definicija 2.2. Funkciju f nazivamo strogo konveksnom na (a,b) ako za bilo koje x1, x4 € (a,b), 1 #
i za svako « € (0,1) vrijedi nejednakost

flazy+ (1= a)xe) <of (1) + (1 —a) f(22).
Funkciju f nazivamo strogo konkavnom na (a,b) ako je funkcija —f strogo konveksna na (a,b).

Primjer 2.3. [/] Funkcija f (x) = 22 je strogo konveksna na intervalu (—oo,+00). Zaista, ako je x1,xo €
(—00,+00), 1 # z2 i a € (0,1), tada vrijedi
(azy + (1 —a)22)* = 0?2 +2a (1 — @) z120 + (1 — a)® 2
<o’z +a(l—a) (2] + 23) +(1-a)’2?=az?+(1-a)zd,

$to znaci da je funkcija f (x) = x? strogo konveksna na (—o0o, +00).
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Primjedba 2.4. Prethodni primjer pokazuje da je postupak neposredne provjere konveksnosti prilicno sloZen
¢ak i za nagjednostavnije funkcije. Postavlja se pitanje postoji li jednostavniji nacin za provjeru konveksnosti
funkcije, pomocéu npr. neprekidnosti, diferencijabilnosti i slicno. U nastavku éemo se detaljnije zadrZati na
prethodnim pitangima, ali cemo prvo razmotriti nekoliko osnovnih svojstava konveksnih funkcija. Pretpostavit
cemo da je citatelj upoznat s neprekidnoSéu i diferencijabilnoséu realnih funkcija definiranih na intervalu
(otvorenom ili zatvorenom,).

Lema 2.5. [/] Konveksna funkcija f : (a,b) = R, f # const ne dostiZe svoj maksimum ni u jednoj tacki
xo € (a,b).

Dokaz: Pretpostavimo suprotno tvrdnji leme, to jest da funkcija f dostize svoju maksimalnu vrijednost u
bar jednoj tacki zg € (a,b). Bududi da je f # const, postoji interval (1, x2) C (a,b) tako da je xg € (x1,x2)
a na jednom od njegovih krajeva vrijednost funkcije je strogo manja od njezine vrijednosti u tacki xy. Neka
je, na primjer, f(x1) < f(zo), f(z2) < f(x0). Zbog toga, buduéi da je z¢ € (x1,x2), postoji a € (0,1)
takav da je z9 = ax1 + (1 — @) z2. Ako posljednje dvije nejednakosti pomnozimo redom s « i 1 — «, te ih
nakon toga saberemo, dobit ¢emo

af(zr) + (1 —a) f(z2) < f (o) = f(axr + (1 —a)wa),
§to je u protivrjecnosti s konveksnoséu funkcije f. [

Posljedica 2.6. Konkavna funkcija f : (a,b) = R, f # const ne dostiZe svoj minimum ni u jednoj tacki
xo € (a,b).

Dokaz: Neposredno slijedi iz Leme 2.5 i Definicije 2.1. [

Teorem 2.7. [/] Ako je funkcija f : (a,b) — R konveksna (konkavna) i ogranicena na (a,b), tada je ona
neprekidna na (a,b).

Dokaz: Razmatrat ¢emo slucaj kad je funkcija f konveksna. Analogno se izvodi dokaz i u slu¢aju konkav-
nosti. Posto je f ograni¢ena na (a,b), postoji konstanta M > 0 takva da je |f (z)] < M za sve z € (a,b).
Neka su zg € (a,b) i h > 0 tako da je o & h € (a,b). Iz osobine konveksnosti funkcije f slijedi nejednakost

2f (zo) < f(wo—h) + f(zo +h),

§to je ekvivalentno s nejednakoséu

f o) = f (wo = h) < f (20 +h) = [ (20). (1)
Akojexo £ (k+1)h € (a,b) za k=1,2,...,n — 1, tada iz nejednakosti (1) dobijamo sistem nejednakosti
f(@o = kh) = f(xo = (k+1)h) < f(xo+h) = f(20) < f(xo+ (k+1)h)— f(xo + kh) (2)

za k=0,1,...,n — 1. Sabiranjem svih nejednakosti iz (2), dobijamo nejednakosti

f(zo) — f (o —nh) < flzo+h) - f (z0) < f (zo +nh) — f (z0)

odakle se, zbog ograni¢enosti funkcije f, dobije da vrijedi

7 o+ 1) f (o)l < 22 g

Neka je zadano € > 0. Uzmimo da je

”ZFMJ“ , 5:min{b—wo’xo—a},
13 n n

Konacno, iz (3) slijedi da za ovako odabrano § > 0 vrijedi |f (z) — f (x0)| < €, ¢im je |z — xg| <, to jest
funkcija f je neprekidna u proizvoljnoj tacki z¢ € (a,b). O
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Teorem 2.8. [3] Funkcija [ : (a,b) — R je konveksna (strogo konveksna) ako i samo ako za svaku tacku
xo € (a,b) funkcija

g@)= L@ ZI@) ) feo)

T — X9
monotono raste (strogo monotono raste) na (a,b).

Dokaz: Razmatrat ¢emo samo slucaj stroge konveksnosti. Neka je a < zg < x1 < x5 < b i

T2 — T
a="—"" l1l-a= .
T2 — o T2 — o

1 — To

Tadajea € (0,1)ix; = azg+(1 — &) x2. Sada tvrdnja za ovaj slucaj proizilazi iz sljededeg niza ekvivalentnih
nejednakosti

flazo+ (1 —a)z2) < af (zo) + (1 —a) f(2)

2 f (o) + 20 f (1)

= (v2 — o) [ (21) < (v2 — 1) f (20) + (71 — T0) [ (22)
= (2 —20) [f (1) — [ (z0)] < (x1 — w0) [f (x2) — [ (20)]
fl@y) = flzo) _ fl22) = f(20)

1 — o T2 — X

= f(z1) < oo

= g(@1) = =g(z2).

Dokazi za slucajeve a < 1 < g < 2 < bia < 21 < 2 < xg < b izvode se analogno. U sluacaju
konveksnosti funkcije treba samo u gornjem nizu ekvivalentnih nejdnakosti znak ”<” zamijeniti s 7<”. [

Teorem 2.9. [/] Neka je f : (a,b) = R i neka za svako x € (a,b) postoji f' (x). Funkcija f je konveksna
(strogo konveksna) na (a,b) ako i samo ako funkcija f' monotono raste (strogo monotono rste) na (a,b).

Dokaz: Neka je f konveksna na (a,b) i a < 1 < x93 < b. Prema Teoremu 2.8, za tacke a < u < 1 < 23 <

v < b, imamo
f(u) = f (1) < f(z2) — f(z1) _ f (1) = f(22) <

U — I Xro — I Xr1 — T2 VUV — T9
odakle slijedi
! [ (w2) = f(z1)

fo (@) <
ro — I

f(v) = f(x2)

b

odnosno

fa) = fo(x1) < fl(z2) = f' (22),

to jest f’ monotono raste na (a,b).

Pretpostavimo sada da f’ monotono raste na (a,b) i za g € (a,b) razmatrajmo funkeiju g (x) = %ﬁgm”%

x € (a,b) \ {zo}. Prema Lagrangeovom teoremu slijedi da postoji tacka ¢ izmedu x i 2 tako da je f (z) —
f(xo) = [ (¢) (x — xp). Sada imamo

J (2) = f(@) (& = x0) = (f (x) = f(w0)) _ f'(2) = [ (¢) >0, z¢(ab)\{zo},

(z — x0)° T — o

to jest funkcija g monotono raste na intervalima (a,zg) i (zo,b). Osim toga,

g(xo —0) = fL (x0) = f' (v0) = f} (x0) = g (x0 +0).

Iz svega ovog i na osnovu Teorema 2.8 slijedi da je funkcija f konveksna na (a,b). O
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Teorem 2.10. [3/ Neka je f : (a,b) — R i neka za svako z € (a,b) postoji f' (x). Funkcija f jekonveksna
na (a,b) ako i samo ako za svako x € (a,b) vrigedi f” (x) > 0. Funkcija f je strogo konveksna na (a,b) ako
i samo ako je " (x) > 0 za svako x € (a,b) i ne postoji interval (e, B) C (a,b) takav da za svako x € (o, )
vrijedi f" () = 0.

Dokaz: Prema Teoremu 2.9 funkcija f je konveksna na (a,b) ako i samo ako f’ monotono raste na (a,b).
No, f’ monotono raste na (a,b) ako i samo ako je f” (x) > 0, za svako z € (a,b).

S druge strane, prema Teoremu 2.9, funkcija f je strogo konveksna na (a,b) ako i samo ako f’ strogo
monotono raste na (a,b). No, funkcija f’' strogo monotono raste na (a,b) ako i samo ako je f” (x) > 0 za
svako x € (a,b) i ne postoji interval («, 8) C (a,b) takav da za svako x € (a, ) vrijedi f” () =0. O

Teorem 2.11. (Jensenova nejednakost)[1],[2] Ako je f konveksna funkcija na (a,b), tada je za svaki
prirodni broj n > 2, za koji je x1,%a,...,Zn € (a,b) i za koji je aq, ag,...,a, € [0,1], takvi da je a1 + ag +
... + a, =1, zadovoljena nejednakost

flarzy + aszo + oo + anzy) < arf (x1) + aof (z2) + ... + anf (z4) - (4)

Ako je funkcija f strogo konveksna, tada u (4) vrijedi stroga nejednakost, pri cemu su brojevi x1, Ta, ..., Ty, €
(a,b) takvi da nisu svi medusobno jednaki, a brojevi ay,as, ..., ap € [0,1] su pozitivni.

Dokaz: Dokaz ¢emo izvesti principom potpune matematicke indukcije u sluéaju konveksnosti. Za n = 2
nejednakost (4) se poklapa s nejednakoséu u definiciji konveksne funkcije.

Pretpostavimo da je nejednakost (4) ta¢na za proizvoljan izbor od n — 1 tacaka intervala (a,b) i za n — 1
nenegativnih brojeva ¢iji je zbir jednak 1. Neka je n > 3 i neka su dati z1, zo, ...,z € (a,b) 1 a1, a9, ..., qp €
[0,1], takvi da je a1 + @ + ... + a, = 1. Od brojeva ay,as, ..., a, najmanje jedan je razlicit od 1. Bez
ogranic¢enja opcenitosti mozemo smatrati da je oy < 1. Tada, prema induktivnoj pretpostavci, imamo

f (Zakxk) =f <a19€1 +(1 —C%1)Z 1 fka xk) Sonf(z)+(1—on)f (Z 1 iék xk)
k=1 ! “

823

<o f(z)+(1—o) Z

11—«
k=2 1

f(ze) = Zakf (k) -
k=1

Prema tome, nejednakost (4) vrijedi i za n tacaka, pa prema principu potpune matematicke indukcije slijedi
da vrijedi i za svaki prirodni broj n. O

3. Karamatine nejednakosti

Definicija 3.1. Neka su a = (a1,a9,...,a,) @ b = (b, ba, ..., b,) dva konacéna niza realnih brojeva. KaZemo
da niz a majorira niz b, sto éemo oznacavati s a > b ili s b < a, ako, uz eventualno prenumeriranje nizova,
vrijede sljedeci uvjeti:

Har>ay>...>2a, iby >by>...> by,

2)a;+ag+...+ap>by+bo+ ...+ by, za svako k € {1,2,...n— 1} i
3)ar+as+..+a,=0b;+by+ ...+ b,

Pri tome ¢emo za niz a reéi da je majoranta, a za niz b da je majoriran.

Primjedba 3.2. a) Jasno je da prvi uvjet u Definicije 3.1 nema nikakvih ogranicenja, buduéi da se nizovi
uvigek mogu prenumerirati tako da on bude zadovoljen. Kljucni su drugi ¢ treéi uvjet.
b) Za svaki niz a = (a1, as, ..., a,) vrijedi a = a.

Primjer 3.3. a) Ako je a = (a1,aq, ...,ay,) proizvoljan niz nenegativnih realnih brojeva, Ciji je zbir jednak
n, tada vrijeds

(n,0,...,0) = (a1,a2,...,a,) = (1,1,...,1).

b) Nizovi (4,4,1) i (5,2,2) su neuporedivi u smislu Definicije 3.1, ni jedna od njih ne majorira drugu.



R. Maléeski, S. Malceski / EVOLVENTA (JAMTK) 5 (2) (2022) 19

Teorem 3.4. (Prva Karamatina nejednakost)[3],[4],[5] Neka nizovi a = (a;);_, i b= (bi)i—, pripa-
daju intervalu (z,y). Ako je a = b i ako je f: (x,y) = R konveksna funkcija, tada vrijedi nejednakost

ZNMZZN@y (5)

Dokaz: Uvedimo oznake ¢; = w, 1 =1,2,...,n. Funkcija f je konveksna, pa prema Teoremu 2.8
funkcija -

f(t) = f(to)
t—to

g(t)= ) t€($7y)\{t0}v

monotono raste na (z,y). Zbog uvjeta 1) Definicije 3.1 niz ¢ = (¢;);._, monotono opada. Dalje, neka je

k k
Ak:Zai, Bk:Zbia k:].,?,...,n, A():BO
; —1

Iz uvjeta 2) i 3) Definicije 3.1 slijedi

A > B, zak=1,2,...n i A, = B,.

Zato je
D ofa) =Y fb) =Y [f(a) = f )] =) cilai—by)
i=1 i=1 i=1 i=1

= Z ¢ (Ai —Ai—1 — B;j + Bi_1)
i=1

:Zci(Ai—B ZC'L i—1 — Z 1)
i=1
n—1

= ZC,L A B Zcz-‘,-l A B)
i=1

n—1

= Z (Ci — Ci+1> (Al — Bl) .

i=1

No, kako je ¢; > ¢;411 A; > B, zai=1,2,...,n — 1, vrijedi

n n n—1
Zf (ai) — Zf (bi) = Z (ci = ciy1) (Ai — Bi) >0,

Sto je upravo nejednakost (5).
Jasno je da u Karamatinoj nejednakosti (5) znak jednakosti vrijedi ako i samo ako za svakoi € {1,2,...,n — 1}
vrijedi Ci = Ci+1 ili AZ = Bz O

Definicija 3.5. Ako su za nizove a = (a1, asg, ...,apn) © b= (b, by, ...,by,) ispunjeni uvjeti:
Hay>ay > ...>a, i by > by > ... > by,

2) a1+ as+ ...+ ap > by +by+ ...+ by, za svako k € {1,2,...,n — 1},

tada kazZemo da niz a slabo majorira niz b.

Jasno je, ako niz a magjorira niz b, tada on i slabo majorira niz b.
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Teorem 3.6. (Druga Karamatina nejednakost)[4],[5] Neka niz a = (a;);_, slabo majorira niz b =
(b;)i,. Ako je f: R — R monotono rastuéa konveksna funkcija, tada vrijedi nejednakost (5).
Dokaz: Koristit ¢emo iste oznake kao i u dokazu Teorema 3.4. Na potpuno isti nacin zakljucujemo da je

n n n

Zf(al)_z :ZQ A B ZCZ i—1 — Bi_ 1)
=1 =1 =1 1=1
n—1

=cp ( i —ciy1) (4; — By).

No, ¢; > ¢iy1,zai=1,2,..n—11 A; > B;, zai=1,2,...,n i kako je f monotono rastuca funkcija, imamo
da je ¢, > 0, pa zato je desna strana u posljednjoj jednakosti nenegativna, Sto znaci da je ta¢na nejednakost

(5). O

4. Jensen-konveksne funkcije

Primjedba 4.1. U Sekciji 1 razmatrali smo konveksne funkcije i dokazali Jensenovu nejednakost. QOvdje
cemo spomenuti da osim konveksnih funkcija postoje i tzv. Jensen-konveksne funkcije.

Za funkciju f : (a,b) — R reéi ¢emo da je Jensen-konveksna ako za sve x,y € (a,b) vrijedi

() <t “

Funkcija f je strogo Jensen-konveksna ako u (6) vrijedi stroga nejednakost.
Za Jensen-konveksne funkcije vrijedi sljede¢i teorem.

Teorem 4.2. [3],[4] Ako je [ : (a,b) — R Jensen-konveksna funkcija, tada za sve x; € (a,b), i =1,2,...,n
vrigedi nejdnakost

f(xl —|—x2—|—...+xn> < f(xl)—&—f(xg)—i—...—kf(xn). (1)
n n
Ako je f strogo Jensen-konveksna, tada znak jednakosti u (7) vrijedi ako i samo ako je x1 = xo = ... = y,.

Dokaz: Prvi nacin. Bez ograniCenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je x1 > x2 > ... > x,. Za niz

1+ 2o+ ...+ 2y
n

Y1 =Y2=...=Yn =

vrijedi x > y, pa iz druge Karamatine nejednakosti slijedi
Yo fE) =D W),
i=1 i=1
to jest
- ~ 1+ 2o+ ...+ 2y
i) >

odakle slijedi nejednakost (7). Jasno je da, u slucaju kada je f strogo Jensen-konveksna, u (7) vrijedi znak
jednakosti ako u (6) vrijedi znak jednakosti, to jest ako i samo ako je 1 = xo = ... = x,.
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Drugi nacdin. Za n = 2, nejednakost (7) je u sustini nejednakost iz definicije Jensen-konveksne funkcije.
Pretpostavimo da (7) vrijedi za prirodni broj n > 2 i neka su z; € (a,b), i = 1,2,...,n,n + 1. Uvedimo
n+1
omaku & = 5 21 x;. Tada iz induktivne pretpostavke slijedi
iz

LS i+ 7E”’+1+,5”_1)z f (,11 > xz> +f (7$"+1+75n_1)z)
1=1 =1

flx)=Ff 5 < 5

n

> (@) + [ (zns1) +(n=1) f(2)
S =1

2n ’

odakle, nakon sredivanja, dobijemo

fla)=f (x1+x2+...+xn+xn+1> < )+ f(x2)+ ..+ f ) + f (The1)

n+1 n+1

7

to jest nejednakost (7) vrijedi za n+ 1. Prema principu potpune matematicke indukcije slijedi da (7) vrijedi
za svaki prirodni broj. O

5. Primjeri rijeSenih problema

Problem 5.1. [3] Dokazati da za proizvoljne pozitivne brojeve a, b i ¢ vrijedi nejednakost

1 1 1 1 1 1

<— 44—
a+b+b+c+c+a_2a+2b+2c (8)

Rjesenje.  Bez ograniCenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je a > b > c¢. Tada je jasno da je

(2a,2b,2¢) = (a+b,b+c,c+a). Kako je funkcija f (x) = L konveksna na intervalu (0, +00), to iz prve

Karamatine nejdnakosti slijedi nejednakost ’
fQ2a)+ f(2b) + f(2¢) 2 fla+b)+ f(b+c)+ f(cta),
Sto je ekvivalentno s nejednakoséu (8).

Problem 5.2. [/] Dokazati da za sve a,b > 0 vrijedi

Va+ da+ b+ Vo< b+ Ja+Va+ Vb (9)
Rjesenje. Bez ogranicenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je b > a > 0. Za brojeve

y=b+ Vb z=a+ Ja,u=b+ Ja,v=a+ Vb
vrijedi y > z, pa je zato (y,z) = (u,v) ili (y,2) > (v,u) u zavisnosti od toga da li je u > v ili je v > w,

respektivno. Nadalje, funkcija f (2) = —&/x je konveksna na intervalu (0, +00), pa prema prvoj Karamatinoj
nejednakosti vrijedi nejednakost

FW+ 1) =fw+f),
Sto je ekvivalentno nejednakosti (9).

Problem 5.3. [/] Neka su a, b i ¢ duZine stranica trougla. Dokazati da je

Va+b—cH+Votc—a+vVeta—b<Va+Vo+ e (10)
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Rjesenje. Bududi da su a, b i ¢ duzine stranica trougla vrijedia > 0,b>0,¢>0,a4+b—c>0,b+c—a > 0,
¢+ b—a > 0. Bez ogranic¢enja opéenitosti mozemo smatrati da je a > b > c¢. Lahko se pokaze da vrijedi

(a+b—c,c+a—bb+c—a) > (ab,ec).

Kako je funkcija f () = —+/x konveksna na intervalu (0, 400), prema prvoj Karamatinoj nejednakosti slijedi
nejednakost

flatb—c)+ flc+a—=b)+f(b+c—a)> f(a)+ f(b)+ f(c).,

koja je ekvivalentna nejednakosti (10).

Problem 5.4. [3] Dokazati da za sve pozitivne realne brojeve a, b i ¢ vrijedi nejednakost
(a+b—c)(b+c—a)(a+c—b) <abe (11)

Rjesenje. Bez ogranicenja opcéenitosti mozemo smatrati da je a > b > ¢. Ocito je da od brojeva a + b — ¢,

b+ c—aic+ a—Dbnajmanje jedan moze biti negativan i ako je jedan od tih brojeva negativan, tada je

nejednakost (11) trivijalna. Zato pretpostavimo da su sva tri ta broja nenegativni. Tada je
(a+b—cc+a—bb+c—a) > (a,b,c)

i kako je funkcija f (z) = —Inx, z € (0,400) konveksna, iz prve Karamatine nejednakosti slijedi nejednakost
—In(a+b—c)—In(b+c—a)—In(c+a—>b) > —Ina—Inb—lngc,

Sto je ekvivalentno nejednakosti (11).

Problem 5.5. Neka su a,b,c > 0 takvi da je abc = 1. Dokazati da je

ot e e d) o

Rjesenje. 1z a,b,c > 0 i abc = 1 slijedi da postoje x,y,z > 0 takvi da je a = %, b=
zamjenom i sredivanjem dobijamo nejednakost

. Sada,

SES
.
o
Il

8w

(wty—2)(y+z—2)(z+a—y) <ayz
koja je ve¢ dokazana u Problemu 5.4.

Problem 5.6. [3] Dokazati da za pozitivne brojeve ay asg, ..., a, vrijedi nejednakost

3 3 3
a a a

1 2 n—1
e T T
az a3 an

3
a
fzﬁ+ﬁ+m+ﬁ. (12)

—

Rjesenje. Neka su x; =lna;, ¢ = 1,2, ...,n i razmotrimo nizove
31 — x9,3T2 — 3,...,3T, —x1 1 21,229, ...,2%,. (13)

Dokazimo da nizovi (13), koji su poredani u opadajuéem redoslijedu svojih ¢lanova, zadovoljavaju Teorem
3.4. Neka su indeksi mq, ma, ..., my, 1 k1, ko, ..., k, takvi da je

{ml,mz, ,mn} = {kl, kg, ,kn} = {1,2, ...,Tl}, (14)

3xm1 — Tmq+1 Z 31'm2 — Tmy+1 2 Z 3Imn — Tm,+1, (15)

21‘k1 Z 217k2 Z Z 25Ckn. (16)
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Tada, prvo iz (15), a zatim iz (16) slijede nejednakosti:
3Ty, — Trmy41 = 3Tk — Ty 41 = 2Tp,

(3$m1 - xm1+1) + (31‘m2 - $m2+1) > (3mk1 - xlirl) + (3xk2 - xk2+1) > 2xk1 + 2xk27

i opéenito, za p = 1,2, ...,n — 1 zbir prvih p ¢lanova u (15) nije manji od zbira prvih p ¢lanova u (16). Jasno
je da za p = n vrijedi znak jednakosti, §to znaci da su svi uvjeti Teorema 3.4 zadovoljeni. No, funkcija
f(z) = €%, x € R, je konveksna, pa je zbog toga

631:171:2 +e312713 4+ + e3zn*$1 > e2I1 + 62$2 + ..+ 62$n

te ako u zadnjoj nejednakosti stavimo x; = Ina;, i = 1,2,...,n i iskoristimo da je e!™? = t, za svako t > 0,
direktno ¢emo dobiti nejednakost (12).

Primjedba 5.7. Na potpuno analogan nacin, za pozizivne realne brojeve moZe se dokazati da vrijedi nejed-
nakost

k
apt™t agth ai™y | aptt k, k k
—+ =+ .. —+—— 2>aj +as+..+a;.
ay ay ay ay

Pri tome treba uvesti smjenu x; = Ina;, i = 1,2, ...,n 1 razmatrati nizove

(n+k)z; —nzipr, 1=1,2,.,t @ kg, i=1,2,...,t (kad je 2411 = x1).
Problem 5.8. [3] Ako su z; € [—%, %}, i=1,2,...,n, tada je

cos (2x1 — x2) + cos (223 — x3) + ... + cos (22, — x1) < coST1 + COSTa + ... + COS Xy (17)
Dokazati.

Rjesenje. Ocito brojevi 2z — x9,2xs — x3,...,2T, — 1 1 21,22, ..., T, pripadaju intervalu [—% g] Na
ovom intervalu funkcija f (t) = — cost je konveksna. Analogno kao u Problemu 5.6 se dokazuje da nizovi
2r1 — x2,2T9 — X3, ..., 2Ty — T1 1 T1, To, ..., Ty, Kada su rasporedeni da budu opadajudi, zadovoljavaju uvjete

Teorema 3.4. Konaé¢no, nejednakost (17) slijedi iz prve Karamatine nejednakosti.

Problem 5.9. Neka su ay,as,...,a, € RY, n > 2. Dokazati da je

(I4+a1)(A+a2)...1+ap) < (1+a%> (1+a%) <1+a3‘>.

az as a1

Rjesenje. Postoje z1,x9,...,x, € R takvi da je a; = €*',as = €"2,...,a, = €. Jasno je da su brojevi
2x1 — x9,2x9 — X3, ..., 2, — X1 1 T1, T2, ..., Ty realni; a funkcija f(z) = In(1+¢e®), z € R je konveksna.
Sada, analogno kao u Problemu 5.6 se dokaze da nizovi 2x1 — x2,2x2 — 3,...,2¢, — X1 1 T1,Z2, ..., Tn,
kada su rasporedeni da budu opadajuéi, zadovoljavaju uvjete Teorema 3.4. Konaé¢no, iz prve Karamatine
nejednakosti i osobina funkcije In, dobijemo

o xrs3

627;1 62;52 eQacn
1n(1+e$1)+ln(1+e“2)+...+ln(1+e‘”n)§1n<1+ )—l—ln(1+ )+...—|—ln(1+ zl),
€ € €
odnosno
62361 621'2 ezm"
In(l4+e™)(1+e"?)...(1+e*")<In (1+ ) <1+ ) (1+ ),
er?2 ers er1

odakle je

(14e™) (14e2) .. (1+¢™) < <1+ 62%) (1 + 62%) (1 + ehﬂ) :

er2
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to jest

(1+a1)(l+az)..(1+a,) < <1+Z§> <1+Z§> <1+Z’21’>,

a §to je i trebalo da se dokaze.

Problem 5.10. Neka su aq,as, ...,a, € RT, n > 2. Dokazati da za sve p,k > 1 vrijedi

art+as+...+ay b a’f—l—a’g—i—...—i—aﬁ
D P p | 2 k k (18)
ay +ay +...+an a™ +ab" + .+ a
Rjesenje. Uocimo da vrijede sljedece ekvivalencije
k k
(18) (alk—i— agk—i— ot ank) Z (alf + ag +..+ ap)
ar +a; +...tay +a o
a1 +az+ ... +ay S a1+a2+...+aﬁ
Yak +ak + .. +ak i/alfk+a§k+...+aﬁk
ak a”k
= % > (19)
Z af +ak+ ... +ak ; L AR

Bez ogranic¢enja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je a; > as > ... > a,. Nekaje 0 < g <pi

al al
A = L i B; = . =1,2,...,n.
Cal+d+ .+ db it al+al+ ... +at’ TR een
Imamo da je
A >Ay>..>A,, B >By> ZA *ZB’*

Takoder, za svako m < n vrijedi

m
ZAi > ZBi — (] +...+ab) (af+ ...+ al) > (al + ...+ al) (a}... + ab)

(aan + ot a?l) > (af+...+al) (afn+1-~- + agl)

a posljednja nejednakost je tacna buduéi da za i < j ip— ¢ > 0 vrijedi a™? > @~ ?. Prema tome, niz

Ay, As, ..., A, majorira niz By, Bs, ..., B,. Dalje, p, k > 1, pa je zato pk > k, §to znaci da niz
pk
ar
S = ! o, i=1,2,..n
Ptah + . +an

majorira niz

ak

T, = t 1=1,2,..,n
Cadbtab 4.t ak o

i kako je funkcija f(t) = —</t, k > 1, konveksna na (0,400), iz prve Karamatine nejednakosti slijedi
nejednakost (19).
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Problem 5.11. (IMO 69.1) Dati su realni brojevi a;, b;, i = 1,2,...,n takvi da je

ay > ag > ... > an >0,

b1 Z aq, b1b2 Z aiaz, ... ,blbg...bn > a1ag...ay.

Dokazati da je
b1 +bo+...+b,>a;+as+ ...+ a,. (20)

Rjesenje. Neka je a; = €%, b; = ¥, i = 1,2, ...,n. Jasno je da niz (y;);_, slabo majorira niz (z;);_, i kako

i= i=

je funkcija f (t) = ¢!, t € R, monotono rastuéa i konveksna funkcija, iz Teorema 3.6 slijedi nejednakost

n

n
E eyi ZE e%"
=1

i=1
koja je ekvivalentna nejednakosti (20).

Problem 5.12. Odrediti maksimum izraza a® + b + ¢3, ako a,b,c € [-1,1] ia+b+c= —1.

Rjesenje. Bez ogranicenja opcenitosti mozemo smatrati da je 1 > a > b > ¢ > —1. Lahko se pokaze da
vrijedi (1, f%, 1) > (a,b,c). Kako je funkcija f (x) = 2® konveksna na intervalu [—1, 1], iz prve Karamatine
nejednakosti slijedi

8
a8—|—b8—|—08:f(a)—|—f(b)—|—f(c)Sf(l)—kf(—;)+f(—1):18—|—<—;> +(—1)8=2%.

Prema tome, trazeni maksimum je jednak 2% idostizesezaa=1,b= —%, c=—1.
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