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Priblizne konstrukcije broja =

Sejla Jusié¢

Tehnicki fakultet Bihadé, Univerzitet u Bihaéu

Sazetak: U ovom radu je prikazana teorijska osnova broja 7, s naglaskom na njegovoj iracionalnosti i
transcedentnosti. Prikazane su i priblizne konstrukcije broja 7 prilikom kojih se konstruisu odsjecci cija
se duzina poklapa s brojem 7 do odredene decimale.

1. Uvod

Broj m, poznat jo§ kao Arhimedova ili Ludolfova konstanta, jedna je od najpoznatijih matematickih
konstanti koja ima znacajnu ulogu u geometriji.

Definicija 1.1. Broj 7w je omjer obima kruga i duzine njegovog precnika.

Oznaku za ovu konstantu uveo je 1706. godine britanski matematicar William Jones, a dolazi od grckog
slova m kao prvog slova gréke rijeci za obim mwepiueTpos. Oznaku je popularizirao Svicarski matematicar
Leonard Euler u svojima djelima Mechanica (1736) i Introductio in Analysin Infinitorum (1748) [7]. Kako se
broj m pojavljuje u mnogim rac¢unima vezanim za krugove, o¢ekivano je veliko interesovanje koje od davnina
vlada za taj broj. Ljudska radoznalost je uticala na zelju za odredivanjem §to tacnije vrijednosti broja .
Prvi pokusaj izracunavanja se pojavio jo§s u Egiptu prilikom rjeSavanja problema kvadrature kruga. Tako je
Ahmes izratunao da omjer kruga i duzine njegovog precnika iznosi 3,16049, a Arhimed je 280. god. pr. n.
e. upisivanjem pravilnih mnogouglova unutar i izvan jedini¢ne kruznice dobio donju i gornju granicu broja
7. Najprije je konstruisao pravilni Sestougao, pa je u sljede¢em koraku udvostrucio broj stranica na 12, pa
24, 48 i sve do 96. Na taj nacin je svakim korakom dobijao sve preciznije rezultate i dosao je do zakljucka
da je

223 22

1 <7< A
Nedostatak ovog metoda je u tome $to se za n = 96 dobije tacnost na samo dvije decimale, a ta¢nost na
Sest decimala se dobije tek za n = 10000. Otkrivanjem novih grana matematike, otkrivali su se novi i bolji
nacini izracuna broja w. Tako je francuski matematicar Viete 1593. godine dosao do sljedeceg izraza za
raCunanje broja m
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Ludolph van Ceulen izra¢unao je vrijednost broja m bez tehnickih pomagala na 35 decimala. Godine 1706.
je John Machin izracunao prvih 100 decimala koriste¢i formulu

s 1 1
— =4 arctan - — arctan —.
4 5 239
Z. Dachse je 1844. godine izrac¢unao prvih 200 decimala. Godine 1735. Euler je dosao do sljedece formule
koja omogucéava racunanje broja w

72 1 1 1 1
+§+E

6_172—’—272 +....

Kada su se otkrila i pocela razvijati racunala broj tacno izracunatih decimala je naglo porastao. Tako je
danas poznato preko 50 trilijuna decimala.

1761. godine je J. H. Lambert pokazao iracionalnost broja 7. To znaci da je decimalan prikaz broja
beskonacan i neperiodican. Medutim, broj 7 se na viSe na¢ina moze prikazati pomoc¢u beskona¢nog veriznog
razlomka [8]. Tako vrijedi

1 12

32

F. von Lindemann je 1882. godine pokazao transcedentnost broja 7. To znaci da se broj m ne moze dobiti
kao rjesenje algebarske jednacine oblika a,z™ +a,_12" "' +...+ a2 +ag = 0 sa cjelobrojnim koeficijentima
an, # 0. Dokaz transcedentnosti broja 7 predstavlja jedan od znacajnijih otkri¢a 19. stolje¢a i konaéno
pokazuje da broj m nije konstruktibilan.

2. Priblizne konstrukcije broja m

Definicija 2.1. KaZemo da je realan broj b konstruktibilan ako je moguce lenjirom i Sestarom u konacéno
mnogo koraka konstruisati odsjecak duZine b.

Bitno je napomenuti da se lenjir koristi isklju¢ivo kao instrument pomocu kojeg se moze konstruisati prava
linija, ali kojim se ne mjere duzine.

Teorem 2.2. Svaki konstruktibilni broj je algebarski.

Drugim rije¢ima, svaki konstruktibilan broj je nula nekog polinoma s racionalnim koeficijentima. Dokaz
ovog teorema se moze pronaéi u [2].

Kako je 7 transcendentan broj, to on nije algebarski, pa nije ni konstruktibilan. Medutim, postoje
priblizne konstrukcije broja 7, prilikom kojih se konstruisu odsjecci ¢ija se duzina poklapa s brojem 7 do
odredene decimale.

2.1. Konstrukcija Kocharnskog

Poljski matematicar Adam Kochariski (1631 — 1700) je dao konstruktivnu metodu za pribliznu kons-
trukciju broja 7 sa Cetiri ta¢ne decimale. Kao $to je prikazano u [1], on se koristio ¢injenicom da je

\/% —2¢/3 &~ 3,14533. Konstruie se kruznica s centrom u tacki A polupec¢nika 1, te poluprava Ap takva
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Slika 1: Konstrukcija Kocharskog

da sa AB zaklapa ugao od 30°. Odredi se tacka D kao presjek poluprave Ap i prave koja prolazi tackom B
a paralelna je s Ox—osom. Vrijedi

BD)| V3 _ V3
= — BD|=|AB|-tan30° =1 — = —.
B |BD| = |AB] - tan 5 =3

Neka je E tacka na pozitivnom dijelu Oz—ose koja je od tacke C udaljena za 3 mjerne jedinice. Povucimo
normalu iz tacke D na osu z, te njeno podnozje oznacimo sa F'. Tada je |DF| = |BC|i|FE| = |EC|—-|CF| =
|EC| — |BD|. Iz pravouglog trougla ADFEF nalazimo duzinu duzi DE. Naime, vrijedi

2
4
|DE| = \/|CBP? + ([EC| — |BDI|)? = || 22 + <3 — ?) = EO —2v/3 ~ 3,141533.

2.2. Konstrukcija Spechta
Kao sto je prikazano u [5], Specht je 1836. godine dao konstruktivnu metodu za pribliznu konstrukciju
broja 7, kojom se taj broj odreduje na pet ta¢nih decimala.

tan 30°

Slika 2: Konstrukcija Spechta

Neka je |AB| = 0,5, |AC| =1, |CD| =0,11|DE|=0,2. Stavi li se |AF| = |BD|, onda je

V14
|AF| = \/|AD]? + |ABJ? = /(JAC| + |CD])2 + |AB|2 = /1,12 4+ 0,52 = 1706

Neka je G tacka na Ox-osi takva da je FG||BE. Duz AG je priblizne duzine 7. Naime, na osnovu Talesovog
teorema (ili na osnovu slicnosti AAEB ~ AAGF) vrijedi

|AF|-|AE|  13V/146
|AB| 50

|AG| =

~ 3,1415919.
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2.3. Konstrukcija Geldera

Jacob de Gelder je 1849. godine predstavio pribliznu konstrukciju broja m, kojom se taj broj odreduje
na Sest tacnih decimala, §to je prikazano u [6].

B

-1 H G A 1 2

Slika 3: Konstrukcija Geldera

Neka je |AB| = |AC| =1, |AE| = I i tatka F na duzi CE tako da |CF| = 3. Neka je G podnozje normale
iz tacke F' na Oz—osu. Primjenom Talesovog teorema (ili primjenom sli¢nosti ACGF ~ ACAE) vrijedi

|CA|-|CF| |CF|

Konstruige se prava kroz tacku F paralelna s EG. Neka je H presjek Oz-ose i te prave. Ponovnom
primjenom Talesovog teorema (ili primjenom slicnosti ACHF ~ ACGE) je

|CG|-|CF|

CH| = g ©)

Uzimajuéi u obzir (2) i (1) dobijamo
|CF| |

or ICFI jcr2 - (3)° 16
|CE|  |CE]? 124 (g)Z o113

|CH| =

Neka je I tacka na Oz—osi takva da je |HI| = 3. Tada je |CI| = |CH|+ |HI| = 1% + 3 ~ 3.1415929.

2.4. Konstrukcija Hobsona

Slika 4: Konstrukcija Hobsona
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Hobson je u [4] pokazao metodu priblizne konstrukcije broja m kojom se taj broj odreduje na tri tacne
decimale. Neka je [AB| = |[AC| =1, |[AD| = £, |AE| = § i |[AF| = 3. Konstruisu se dvije polukruznice.
Jedna iznad Oz—ose s centrom u sredistu duzi DE pre¢nika duzine |DE|, a druga ispod Oz—ose sa centrom
u sredistu duzi BF preénika duzine |BF|. Neka je presjecna tacka Oy-ose i prve polukruznice tacka G, a
y—ose i druge polukruznice tacka H. Kako su £ DGE i £ BHF periferijski uglovi nad pre¢nikom kruznice,
na osnovu Talesovog teorema su trouglovi ADGE i ABHF pravougli trouglovi. Konstruise se prava p
kroz tacku H paralelna s Ox—osom. Neka je I presjecna tacka te prave s pravom x = —1. Kroz tacku
G se konstruise normala na IG i s J se oznaéi presjecna tacka te prave s pravom p. Dobija se duz HJ
koja je priblizne duzine w. S obzirom da je trougao AGIJ pravougli i GH okomito na IJ, vrijedi da je
|GH|* = |IH|-|HJ| = |HJ|. Dalje je

(1| = (GA| + |AH|)* = (v/JAD[ TAE] + VTAB- |AF\ <,/ /1 ) 9+3\[~3,14164.

2.5. Konstrukcija Goodhue

Goodhue je 1974. godine dao konstruktivnu metodu za priblizno odredivanje broja m kojom se taj broj
odreduje na pet ta¢nih decimala. Kao $to je navedeno u [3], konstruise se kruznica s centrom u koordinatnom
ishodistu polupreénika % is B i C se redom oznace presjecne tacke s y i Ox—osom. Konstruise se poluprava
Ap takva da sa pozitivnim bmjerom Oy-ose zaklapa ugao od 30°. Neka je D presjecna tacka poluprave Ap
i kruznice. Ako je |AE| = 2 i ako je F srediste duzi ED, onda je EF priblizne duzine 7 — 3.

Slika 5: Konstrukcija Goodhue

Primjenom Kosinusnog teorema na trougao AAFED dobijamo

2 2
3 1 3 1 3 34-15V3
|ED* = |EA|® + |AD|* — 2 |EA| - |AD| - cos300—<> +< ) _2.7.5.\[_7[,

10 2 10 2 100
odnosno
34 — 15v/3

EFD|l= —

|ED| 0
Sada je

1 34 — 15v/3
|[EF| = 5|ED| = T\[ ~0,1415913 ~ 7 — 3.

2.6. Konstrukcija Srinivase Ramanujana

Kao $to je prikazano u [6], Srinivasa Ramanujan je dosao do ideje za pribliznu konstrukciju broja /.
Neka je data kruznica s centrom u tacki O polupreénika |PO| = |OR| = 1 i neka je H srediste duzi PO.
Osim toga, neka je T' tacka na Oz—osi takva da je |[TR| = %, a p prava koja prolazi tackom 7' i okomita na

precnik PR te neka je () presje¢na tacka te prave i kruznice.
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Slika 6: Konstrukcija Ramanujana

Vrijedi
51 V56
TQ| = V/IPTT- TR = \/; 5

Nacrta se tetiva RS takva da je |RS| = |T'Q|. Trougao APRS je, na osnovu Talesovog teorema, pravougli.
Primjenom Pitagorinog teorema vrijedi

|PS| = /[PR]Z— [RS]? = || 22 — <\/35> - @

Neka su N i M redom presjeéne tacke normala iz tacaka T i O na tetivu SP. Dobijeni trouglovi APOM,
APTN i APRS su sli¢ni, odakle slijedi

|PO|-|PS| /31
|PR| 6

|PM|: |PO| =|PS|:|PR| = |PM|=

|PT|-|PS|  5v31
|PR| 18

|PN|:|PT|=|PS|:|PR| = |PN|=

Dalje je

5v31 31  5v31-3v31 V31
18 6 18 9
Na donjoj polukruznici se odredi tacka K takva da je |PK| = |PM]| i tangenta ¢t na datu kruznicu u tacki

P. Na tangenti ¢ se oznaéi tacka L takva da je |PL| = |MN|, a zatim se konstruisu duzi RL, RK i LK.
Primjenom Pitagorinog teorema na pravougle trouglove APKR i APLR dobijamo

|IMN|=|PN|—|PM|=

K v\ 113

|R |2:|PR2_PK|2:|PR|2_|PM2:22_<6) _ o
i

31 ’ 355

|RL|2 — |PR|2+\PL|2 — |P]_?J|2Jr|]\/ﬂ\7|2:22+ <V9> _ .
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Na duzi RK se odredi tacka C takva da je |[RC| = |RH|, a onda se kroz tacku C konstruise paralela u
odnosu na duz RL. Neka je presjetna tacka te paralele i duzi RL tacka D. Duzina duzi RD je jednaka
pribliznoj vrijednosti /7. Naime, zbog sli¢nosti trouglova ARKL i ARCD vrijedi

IRL| - |RC| 355
D|= T [
[ED| |RK| 113

Kako je |RD|* = 222 ~ 3.14159292, to imamo da je duzina duzi RD jednaka pribliznoj vrijednosti /7. Ako

se moze konstruisati /7 onda se moze konstruisati i 7.

2.7. Konstrukcija pomocéu zlatnog presjeka

Pomocu zlatnog presjeka se moze priblizno konstruisati broj m. Neka je |[AB| = |[BD| =11 C srediste
duzi AB. Neka je E tacka na Ox—osi takva da je |OE| = |CD|. Tada je |AE| = ¢, gdje je p = 1+T\/5 zlatni
broj. Neka je F' tatka na Oz—osi takva da je |[EF| =11 tacka G takva da je |[FG| = £|AF|. Kako je

1 6 6
|AG| = |AE| + 1+ £ (1+]AE)]) = 3(1 + |AE|) = = (1+ ¢) =~ 3,1416,

to primjeéujemo da se duzina duzi AG podudara sa brojem m u tri decimale.

Slika 7: Priblizna konstrukcija broja 7 koristeéi zlatni presjek

2.8. Konstrukcija Sokolowskog

Jos§ jedna zanimljiva priblizna konstrukcija broja 7 je konstrukcija koju je dao Alex Sokolowski. Kons-
truiSe se kruznica s centrom u koordinatnom ishodistu poluprecnika duzine 1, te ¢etiri polukruznice polu-
precnika duzine 1 ispod Oz—ose i ¢etiri polukruznice polupre¢nika duzine 1 s lijeve strane Oy—ose. Neka su
tacke A, B, C, H i E oznacene kao na slici. Neka je D tacka na z—osi takva da je |AD| = |AC|. Tada je

|AD| = |AC| = \/]ABJ? + |[BC|Z = /22 + 12 = /5.
Takoder je
|OD| = |OA| +|AD| = 3+ V5.

Neka je F' tacka na duzi ED takva da je tacka H njena ortogonalna projekcija na Oy—osu. Sa G ozac¢imo
ortogonalnu projekciju tacke F' na Ox—osu. Zbog sli¢nosti trouglova AODE i AHFE, te zbog ¢injenice da
je |HF| = |OG]| vrijedi

|OD| : |OG| = |OEFE]| : |[HE|,
odnosno

OD| - |[HE| _ (3+V5)-3

0G| =
0G| OF] 5

~ 3.14164.

Zakljuéujemo da se duzina duzi OG podudara sa brojem 7 na tri decimale.
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§

Slika 8: Konstrukcija Sokolowskog

E
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