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Sazetak: U radu se razmatra moguénost primjene metoda snizavanja reda linearnih diferentnih
jednadzbi s varijabilnim koeficijentima kao analogona istoimenog metoda pri rjeSavanju diferen-
cijalnih jednadzbi. Metod je ilustriran na nekoliko odgovarajucih primjera.

1. Uvod

Pri rjeSavanju linearnih diferentnih jednadzbi, bilo s konstantnim ili varijabilnim koeficijentima,
uglavnom se koriste standardni metodi rjeSavanja: metod neodredenih koeficijenata, metod va-
rijacije konstanti, metod generiraju¢ih funkcija, metod stepena padajucih faktorijela, metod Z-
transformacije. Medutim, osim tih metoda, moguce je koristiti metode diferencijalnih jednadzbi,
kao Sto su: snizavanje reda jednadzbe, opéi metod faktorizacije operatora, metod invarijanti ili
Lieve simetrije [1, 2, 4, 5, 7, 8]. Tako je u teoriji obi¢nih diferencijalnih jednadzbi poznato da se
pogodnom smjenom linearna diferencijalna jednadzba k-tog reda moze svesti na linearnu diferen-
cijalnu jednadzbu reda k — 1, to jest moguce joj je sniziti red. Naime, ako je linearna diferencijalna
jednadzba oblika

y )+ o1 (2)y* Y 4 L+ pr(z)y = b(2) (1)

i ako nam je f(z) rjeSenje njoj odgovarajuée homogene jednadzbe, onda se smjenom y = f(z)z,
gdje je z = z(x) nova nepoznata funkcija, diferencijalna jednadzba (1) svede na linearnu diferen-
cijalnu jednadzbu reda k — 1. Pokazat ¢emo da se isti metod moze primijeniti i na slucaj obi¢ne
linearne diferentne jednadzbe s varijabilnim koeficijentima [1, 7]. Uzmimo jednostavan slucaj takve
jednadzbe drugog reda

Upt2 + Aplntl + Opty = 10, by # 0. (2)
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Pretpostavimo da je f, neko rjeSenje odgovarajuée homogene diferentne jednadzbe tako da f, i
fnt2 nisu nule za sve n =0, 1, ... Zamjenom u,, = f,v, u (2) dobijamo

fn+2vn+2 + anfn-‘rlvn-i-l + bnfnvn =Tn, (3)

Sto nije jednostavnije od diferentne jednadzbe (2). Zato uvodenjem smjene w, = Av, = vp11 — vy
u (3) dobijamo

fn+2 (wnJrl + Un+1) + anfn+lvn+l + bnfn (Un+1 - wn)
= frnrownt1 — bufnwn + (fas2 + anfor1 + bnfn) Vag1 = o

Zbog pretpostavke za f, vrijedi
Jnt2 t anfony1 +0nfrn = 0.
Time ¢e se (3) svesti na diferentnu jednadzbu
fn+2wn+1 — by fown = T,
sto je linearna diferentna jednadzba prvog reda (dakle, snizili smo red jednadzbe (2) za jedan),
koju mozemo rijesiti na uobi¢ajeni nacin.
Naravno da je ovdje jedan od klju¢nih problema pogoditi niz f;,.
2. Primjeri primjene metoda snizavanja reda

Metod snizavanja reda pri rjeSavanju linearnih diferentnih jednadzbi s varijabilnim koeficijentima
ilustrirat ¢emo na par primjera koji su navedeni kao problemi za rjesavanje u [1].

Primjer 2.1. ([1], Problem 1.12 (c)) Rijesiti diferentnu jednadzbu

1 1 1
Un+2_(3+>un+l+2<]—+>un:a n > 1. (4)
n n n

RjeSenje: Uz malo truda moguce je uociti da je jedno rjesenje odgovarajuée homogene jednadzbe
za datu jednadzbu oblika f, = n+1, buduéi da se homogena jednadzba moze napisati u pogodnijem
obliku

Nupt2 — (3n + Dupy1 +2(n+ Duy, =0

Uvodenjem smjene u,, = (n + 1)v, u (4) se dobije jednadzba
1 1 1
(n+3) vpyo — <3+ > (n+2)vpe1 +2 <1+ > (n+1)v, = —,
n n n
odnosno

(n+3) (vnt2 — Vpt1) — 2 <1 + i) (n+1) (vpg1 —vp) = %
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Nakon smjene wy, = vy41 — vy, dobije se

(TL + 3)Wn+1 -2
n

odakle je
2(n + 1)? 1
(n+3)n n(n+3)

Wn+1 =

(n+1)(n+ 1)w B

n = —

Posljednja jednadzba je linearna diferentna jednadzba prvog reda sa varijabilnim koeficijentima

¢ije je opce rjesenje oblika (

n—1
B (i+1
o= ()

v. [2-6])

(t+1)
o (T2

i=k+1

1
) k(k+3) 5)

Sredivanjem prvog sumanda u posljednjoj jednadkosti dobijamo

2™"n

it

(¢+1)2> o 2minin!
i=1 (

(i +3)i

S druge strane, za drugi sumand vrijedi

k=1 \i=k+1

CT e, Tyt T ek Dt 2)

30.)1

gn—hk-1 n')2k'(k+3) 1

n—1 Z+1)2 n—1
(H (z+3)i> k(k+3)

k:l
om—l(p)2 12

(k+ D)N2(n — D)!(n+ 2) k(k + 3)

BRIk 4 3)! 1

(n=Dl(n+2)! & ((k+1))? k(k+3)
B 2n=1p 27k (k +2)
C(n+1)(n+2) Z k(k+1) (6)

Metodom parcijalnog sumiranja (v.

Ay =

[2, 4]) odredimo sumu u (6)
o= ()" (k+2) = Aoy =~ "
k(k+1) = (k-

k+2
[wkys]t ZASEkka [— <2>
1

N[ =

)()H
%

nil( )kH (k+1)k-1m

k=1

1 n+2 3 1\" 1
—‘<2) n 2+<2) "3
n+2 1 1
=— (= - =g +1
() 52 () H=am
Sada imamo
n—1 n—1
1 2 1
Z(H2 ) k+3 1 3 2(_2n1 H)
2\ L k(E+3) (ntD(n+2) n

1 1 2™n

T (n+1)(n+2)

T A Dt 2) 9
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pa je
2™n 3 1 1 2™"n
D +2)" ' e Dm+2) 2t )L

Wnp =

S obzirom da je w, = Av, = An+1um dalje imamo
1 2™"n 3 1 n 1 2™"n
Uy = w1 — -
ntl1 " m+D)m+2)" " m+D)n+2)  2n+1)(n+2)
1 2™n 1 1 2™"n
— oy, =3 A Al - 4y Al =7
nt1 " 7T ik D(n+2) n+D)n+2) 2= m+Dn+2)

1 2"n Al 1
BT L (3‘““ )A G+ S DT

Koristedi ¢injenicu (v. [2, 4])

n—1 n—1
A (Z ak> =a, — A_l(an) = Zak + C,

k=1 k=1

i uzimajuéi za C' = 0, §to je moguce jer je u (8) veé ukljucena odgovarajuéa konstanta, imamo

2y, n—1
_1—
(n+1)(n+2) ;k‘—i—l J(E+2)

odakle primjenom metoda parcijalnog sumiranja dobijamo

rp = k2F = Az = (k +2)2F

= (k+1)(k+ 2)

— 1 _ 1.(—2 _ 1
Ayk*m*k( el Gt ==
k2F 1" = (k4 2)2k
A _ Wwre)e
= [zryxl} § TrYk+1 = [ k+1]1+;§1 D
n2" = k_ n2"
=— 1 2 m 1.
n+1+ +; n+1+

S druge strane, prema definiciji padajuceg faktorijela s negativnim eksponentom (v. [2, 4]), imamo

1

- - -2)
(n+1)(n+2)

:n(

t(a+1)
a+1 >’

te koristeéi osobinu inverznog delta operatora A~!': A~! (t(“)) = a # —1 i izostavljanjem

dodatne konstante, dobije se da vrijedi

AL 1 NN L1
(n+1)(n+2) | k+1];, n+1 2

Uvrstavanjem dobijenih rezultata u (8) dobijamo
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! 3un + » n2 L gn )y L

LS P _ 1

nt1m 175 n+1 n+l 2
odnosno

- <3w1—|—;> (2”—(n+1))+1—%(n—|—1)

= (3w1+;> 2" — (3w; — 1) (n+1) + 1.

Zamjenom konstante w; = vg — vy = ¢ — 5 dobijamo konac¢nu formu rjesenja date jednadzbe

3 1 3
un:(uQ—2u1—|—2>2”—(uz—2u1—1>(n+1)+1.

a
Primjer 2.2. ([1], Problem 1.12 (a)) Rijesiti diferentnu jednadzbu
2n+3 n+1
Un+2 — n+2un+1+mun=1, n > 0. (9)

RjesSenje: Pripadajuc¢a homogena jednadzba ima jedno rjesenje f, = 1. Uvodeéi smjene u,, = vy,
1 Wy = Vpy1 — Uy = Upy1 — Uy, onda (9) dobija sljedeéi oblik

1( ) 1
u —Uu — u — U s
n+2 n+1 n 2 n+1 n
odnosno
Wn41 = — W + 1.
ntl n+2 "

Dobili smo linearnu diferentnu jednadzbu prvog reda ¢ije je opée rjeSenje oblika

n—1 . n—1 n—1 .
141 141
“n <Hi+2>w0+k_ (H i+2>

=0 0 \i=k+1
1 1 = 1 1 [((n—1)n
- k+2) = 2
n+1w0+n+1§( +2) n+1w0+n—|—1< 2 ”)
1 n(n+3)

nt1 T ot 1)

Vracanjem smjene se dobija

n(n + 3)
Au, = —ug) + 222,
un = g )+ 50y
odnosno
n—1 n—1
o _1 1 sifnn+3)\ 1 1 k(k+3)
tn = (1 —uo) A (n-l—l A S ) T W g s 2 gy 10
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Kako je
"ik(k+3)_"§<k+2_ 2 >_n(n—1)+2n_2nz_:1 1 nn+3) _2”21
2 (k1) & k+1 2 Zaky1 2 k+1
z (11) se dobija
n—1 n—1
1 1 [(n(n+3) 1
n = (1 — N M D
up = (ug UO)k_0k+1+2< 5 Zk‘i‘l)
odnosno
n—1
1 n(n + 3)
Up = (up —up — 1)
— E+1 4
O
Primjer 2.3. ([1], Problem 1.12 (b)) Rijesiti diferentnu jednadzbu
2n+3 n
n - Un, ) Z . 11
Unt2 = T 1+ — e =3(n+3), n>0 (11)

Rjesenje: Nije tesko zakljuciti da je f,, = n 4+ 1 rjeSenje odgovaraju¢e homogene jednadzbe za
datu jednadzbu. Uvodenjem smjene u,, = fv, = (n + 1)v, dobija se jednadzba

n+3
n+ 2

(n+3)vnta — (n+2)

. (n+1)v, =3(n+3),
odnosno
(n+ 3)vpt2 — (2n + 3)vp41 + nv, = 3(n+ 3).
To se moze pisati i u obliku jednadzbe po Awv,
(14 3)(Un+2 — vnt1) — n(Vpg1 — vp) = 3(n +3),
odnosno u obliku linearne diferentne jednadzbe po wy,
(n+ 3)wpt1 — nwy, = 3(n+ 3)
ili
Wni1 = Lwn + 3.

n+3
Njeno opée rjesenje je

=1 k=1 =k+1
1 2 k+1 k+2 n—1
_<4’5"" +2>w1+32<k+4 k+5""’n+2>
6(n—1)! = k+3
| |
(n+2) —
6 n—1
- L+ (k+3)(k +2)(k +1).
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Kako je koriste¢i osobinu djelovanja inverznog delta operatora na stepen padajuceg faktorijela (v.

2, 4])
n—1 n n
SO +3)k+2)(k+1) = ANk +3))| = i(k ) i(n +3) g,
k=1 1 1
dobijamo
B 6 (n+3)(n+2)(n+1n
I mEmr e T s 1)n[ 1 6]
6w — 18 33
= mton 2T
Zamjenom

1
wp = Av,, = A———u,

n+1
iz posljednje jednakosti slijedi
1 6w; — 18 3
n — n 3 )
o Ll ey o i L)
odakle je
1 1 3 9
——u, = —18)A™! SATIn 4 SATHL 12
e (6w; — 18) (n+2)(n+1)n+4 n+ (12)
Kako je (v. [2, 4])
-1 ! Laope) - ! 1
(n+2)(n+1)n 2 1 2n(n+1) 4

1
Aln = §n(n - 1),

Al1=n—-1,
zamjenom u (12) dobije se

L (61 — 18) [ — A
Uy = — — - - -
n4+1" 1 2(n+1)n 4

n(n — 1) + %(n _ ),

N |

odnosno

i = —(6w1 — 18)(2171 _ i(m 1)> 4 g(m Dnn—1) + %(m (n—1).

Imajuéi na umu da je

1 1
W] =V — V] = Uz — —U
1 27 U= QU2 — U,
kona¢no dobijamo trazeno rjesenje
(n—1)(n+2)

up = (2uz — 3u; — 18) —i—g(n—i—l)n(n—1)+%(n+1)(n—1).

n
a

Primjedba 2.4. Uoc¢imo da za nizove koji su rjesenja jednadzbi u prethodnim primjerima moZemo
zakljuciti da divergiraju ka +oo.



M. Nurkanovié, M. Trumié / EVOLVENTA (JAMTK) 6 (1) (2023) 9

Literatura

[1] P.E. Hydon, Difference Equations by Differential Equation Methods, Cambridge University Press, Cambridge,
2014.

[2] M. Nurkanovié: Diferentne jednadzbe: teorija i primgjene, Denfas, Tuzla, 2008.

[3] M. Nurkanovié: Diracov problem, Fvolventa, vol. 1, no. 1 (2018), 2-5.

[4] M. Nurkanovié¢, Z. Nurkanovié¢: Linearne diferentne jednadzbe: teorija i zadaci s primjenama, PrintCom, Tuzla,
2016.

[5] M. Nurkanovié¢, M. Trumié: Razli¢iti metodi u ispitivanju konvergencije nizova zadanih rekurentim formulama,
Evolventa, vol. 4, no. 1 (2021), 25-37.

[6] M. Nurkanovié, M. Trumié: Computing indefinite integrals by difference equations. The Mathematical Gazette,
vol. 107, no. 570 (2023), 474-487. https://doi.org/10.1017/mag.2023.99

[7] M. Trumié: Primjena diferentnih jednadzbi u nastavi matematike, Doktorska disertacija, PMF Sarajevo, 2023.

[8] M. Trumié: Uloga invarijanti u ispitivanju konvergencije nizova zadanih rekurentnim formulama s varijabilnim
koeficijentima, Evolventa, vol. 4, no.2 (2021), 2-11.



