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Sazetak: U ovom radu dajemo dokaze nekih trigonometrijskih jednakosti geometrijskim meto-
dom, Sto u redovnoj nastavi ¢inimo vrlo rijetko.

1. Uvod

Napomenimo da je trigonometrija vazan i jak alat za nauku i tehniku. Medutim, u posljed-
nje vrijeme autori programa iz matematike nalaze prostor za uvodenje "novih stvari”, izbaciva-
njem nekih trigonometrijskih sadrzaja. Istina, uvodenjem digitrona i racunara, opravdano su izos-
tala izra¢unavanja upotrebom tablica, a sredstva za crtanje grafova pruzaju dinamicke alate koji
uCenicima znatno olaksavaju izucavanje trigonometrije. Pitanje je da li je dovoljno provjeravati
(dokazivati) samo osnovne trigonometrijske identitete ili i komplikovanije, to se sada izbjegava.

Poznati francuski matemati¢ar Jean Alexandre Evgene Dieudonne (1906.-1992.) je rekao da
je veéina trigonometrijskog sadrzaja vazna za samo tri zanimanja: astronome, geometre i pisce
udzbenika iz trigonometrije.

Ovdje zelimo pokazati kako trigonometrija moze pruziti estetsku privla¢nost mnogim uéenicima,
zainteresovanim za njezino proucavanje.

2. Primjeri dokaza trigonometrijskih jednakosti geometrijskim metodom

I : -1 o o sin 10° _ 1 o
Primjer 2.1. Dokazati da je 5tg40° + tg10° + Sind0° — 5tg60°.

Rje3enje: Posmatrajmo pravougli trougao A ABC, sa uglovima 4 ABC = 30°, < BAC = 60° i
JACB = 90°. Neka je |AB| = ¢, |AC| =b i |CB| = a (Slika 1). Trougao A ABC je polovina
jednakostrani¢nog trugla, pa je

¢ = 2b. (1)
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Odaberimo tacke D i E na kateti BC, tako da je
JCAD = 40° i SDAE = < EAB = 10°, i neka je
|CD| =z, |DE| =y i |EB| = z (vidi sl. 1.). Tako
je

|IBCl=a=x+y+ z. (2)

U pravouglom truoglu A ACD je:

tg40°:%<:>$:b-tg40° i (3)
40° b <= |AD| b (4)
COS = — = .
|AD| cos 40° Slika 1.
Sinusna teorema primijenjena na trouglove AADFE i AAEB daje:
y _ |AD| _|AD|-sin10° (4) soge -SIn10°  b-sin10°
sin10°  sin40° ~ Y7 sin40°  sind0°  sin40° - cos 40°
2b - sin 10° 2b - sin 10° 2b - sin 10°
= = = = 2b-tg10°, 5
2sin 40° - cos 40° sin 80° cos 10° & (5)
z c c-sin10° 2b - sin 10°
= —z=——=(zb 1) i sin140° =sin40°) = ——— 6
Sn10°  smidoe % snidoe - bes (1) i sin sin 40°) smaoe O
U trouglu A ABC je
tg 60° = % — a=b-tg60°
(zbog a:x+y+z) < zc+y+z=>b-1tg60°
2b - sin 10°
((3),(5) i (6)) <= b-tg40° +2b-tg10° + " —p. tg60°
sin 40°
1 sin 10° 1
—tg40° + tg 10° = —tg60°, gq.e.d. O
<:>2g0+g0+sin400 2g60,qe

Primjer 2.2. Dokazati da je sin 54° = sin 18° 4 %

Rje3enje: Neka je trougao A ABC pravougli sa uglovima ¢ BAC = 54°, SCBA = 36°i ACB =
90° (Slika 2). Dalje, neka je hipotenuza |AB| = 1 i tacka M srediste hipotenuze, tj. |AM| =
|BM| = 3 =|CM]|.

4 Na kateti BC' odredimo tacku N, tako da je |[MC| =
3 =|CN]|. Dakle, |[CN| = [MC| = |[MB|3. To povlaci
da je trougao A BMC jednakokraki i <BCM = 36°,
|MB| = % Neka je P projekcija tacke C na M N. Tro-
ugao A MCN je jednakokraki (zbog |CN| = |[MC|),
7955 pa je SMCP = SNCP = 18° (vidi sl. 2). Lako
b 72\ N vidimo da je SCMN = CNM = 72°. U jednako-
,.36 krakom truglu A AMC, je SJACM = S MAC = 54° i
JAMC = 72°. Dalje je $BMN = 180° — <CMN —
54,18 - ) \ JAMC = 180° — 72° — 72° = 36°. To znadi da je
L = - 2 trougao A BM N jednakokraki i

54

[SIE

b=
ro)—

b=

Slika 2.
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IBN| = |NM|=2-|MP| . (7)
S druge strane, u trouglu A MCP je
MP MP
sin1g° = MPL o Gnge = IMPL L Govse — 2 e @ (B ®)
|C M| 1
2
Konacno je (v. AABC)
. ..o |BC|] |CN|+|BN| 1 ® 1 .
54° = = = -+ |BN| = = 18~ . O
sin AB] . 2—i—| | 5 T sin

cos 15° 4+ sin 15° _ 3

Primjer 2.3. Dokazati da je :
cos 15° — sin 15°

Rjesenjge: Posmatrajmo pravougli trougao A
ABC sa uglovima ¢BAC = 15° i SACB = 90°

i hipotenuzom |AB| = 1 (v. Sliku 3). Tada je :

sin15° = % =a = |BC|ib=|AC| = cos15°. Na s

kateti AC' i njezinom produzetku (preko tacke C) 4 b-a M a (C a N
uzmimo tacke M i N, tako da je |[CM| = |CN| = a. Slika 3.

Sada je |AN| =a+bi|AM| = b—a. Lako dobijamo
da je SABM = 30°.
Primjenom sinusne teoreme na trouglove A ABM i A ABN dobijamo:
|BM | _ |AM | . |BN| _ |AN|
sinld  sin 30° sin15°  sin120°’
pa, zbog |BM| = |BN/|, slijedi

|AM|  |AN] — b—a  b+ta (:)b+a_sin120°
sin30°  sin 120° sin30°  sin 120° b—a  sin30°’
odakle je

cos 15° 4+ sin 15° § _\3
cos 15° — sin 15° % a '

Jos jedno rjesenje moze se vidjeti u [2]. O

Primjer 2.4. Dokazati da u svakom trouglu vrijedi sin a+sin 8 +sin~y = 4 - cos g cos g cos %, gdje

su «, B, 1y unutrasngi uglovi trougla.

RjeSenje: Posmatrajmo proizvoljan trougao A
ABC' i uvedimo oznake kao na Slici 4. [ je centar
upisane kruznice u trougao. Kako je %+§ =90°—13,
to je

v

SAIB = 180° — (90° - 5) —90° +

pa je sin §AIB = cos 7, i slitno

i
27

singAIC = cos5 i sing BIC = cos %.
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Primjenom sinusne teoreme u trouglovima A AIC' i A BIC dobijamo:

TA b b-sin 4
% T |[IA] = 52
Sl < cos o cos o

Y

IB a-sin &
|_ ,l: aa<:>|IB|:7a2
sing oSy cos o

Kako je, s jedne strane, povrsina P trougla A AIB data s
1 . 1 ¥
P= 5][/1\ -|[IB|-sinqAIB = §]IA\ - |IB] - cos o

a s druge strane P = %ab - sin v, nakon dijeljenja dobijamo:

PA(AIB) _ 3IAI|-|IB] -cos3 e e
= = (zb = 2sin = e
Pr(ABC) %ab - sin~y (Z 08 sz S 5 COS 2)
b-sind a-sin
52 ’ cosg2 $Cos 3 .
COS 5 2 - sin 5
2ab - sin J cos 3 B 2COS%COS§
sin%
& P(AIB) = 5 - Pa(ABC)

(07
2 cos 5 cos g

i sliéno
. B
Sin 5
P (AIC)=——2 . P, (ABC
a( ) 2 cos § cos % a( )
P,(BIC) = ——2 . pP,(ABC)

B ol
2 cos 5 COS 5

Sabiranjem posljednje tri jednakosti, zbog
P,(ABC) = P,(AIB) + P,(AIC) + P,(BIC),

dobijamo
sy B Co"
sin 2 sin 3 sin 2

6% )
2COS%COS§ 2 cos § cos 3 2COS§COS%

1:

odakle slijedi

sina + sin 8 + siny = 4 cos % cos g cos %, q.e.d.

sin 70°
Primjer 2.5. Dokazati da je tg30° = '
rimjer okazaly aa je tg 2 cos 50° + cos 70°

13
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Rjesenje: Posmatrajmo jednakokraki trougao A ABC u
kojem je
|CA|=|CB|=11gCAB = g¢ABC = 50° (v. Sliku 5).

Nad stranicom BC' konstruisemo jednakostrani¢ni tro-
| ugao A BCE. Tada je |BC| = |CE| = ||EB] = 11
. IBCE =<gCEB =<4FEBC = 60°.
20 Neka je tacka D podnozje normale iz tacke E' na AB i neka
je C'F visina u trouglu A ABC (vidi sl. 5).
A Lako se dokazuje da je SCAE = SAEC =20° i EAD =
Slika 5. 30°. Sada imamo:
(v. AAFC) cos50° = fit = |AF| = |FBJ,
N (v. ABDE) sin70° = 55 = |ED| i cos 70° = {221 = |BD)|
i kona¢no
(v. AAED) tg30° = ‘Iig\' - \AF|+|‘£1§\|+IBDI - 2(:08586?10008 70°° -

Primjer 2.6. Dokazati da u nepravouglom trouglu vrijedi tga +tg 8 +tgy =tga-tg [ - tgy.

A RjeSenje: Neka je A ABC nepravougli i neka je |BC| = a,
|CA| =0bi|AB| = cinekasu a, 8 i~ unutradnji uglovi tog
trougla. Neka je O centar opisane kruznice k oko A ABC' i
2 neka su presjecne tacke pravih AO, BO i CO s kruznicom

(X ¢/ T| 15 k, redom tacke K, L i M. Na taj nacin je Sesterougao
T . AM BKCL podijeljen na 12 malih trouglova, ¢ije povrsine

2 T oznac¢imo sa T1,75,...,T12 kao na Slici 6. Na toj slici
T, 0 ! mozemo uociti Sest trouglova sa prec¢nikom kruznice kao
jednom stranicom. Svaki od tih trouglova podijeljen je na

P s dva manja trougla ¢ije su povrsine jednake (zasto?). Dakle
I, a Ty i imamo:

K Ts+Ty =15+ Tio To+Ts =15+ T2
Slika 6. To+ T =T7 + Ty T+ T =15+ T
Tr+Ts=T,+Tn T3+ T, =Ty +T>

Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo:
2+ T3+ T+ Ts+T7+13) = (Lo + T3+ Tu+Te+T7+13) +(T1 +T5) + (To+Tho) + (Th1 +T12) tj.

To+T3+Ty+Ts+Tr+Tg = (Th + T5) + (To + Tho) + (Th1 + Th2) il
——

PA(ABC) PAABM)  Py(BCK) PA(ACL)

Py(ABC) = P(ABM) + P\(BCK) + Py(ACL) (9)

Iz podudarnosti trouglova AOLC =A OM B slijedi

ILC| = |MB| islicno |[KC|=|MA| i |AL| = |BK] (10)
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Poznato je da je PA(ABC) = ‘i—l}f i analogno P\(ABM) = |AB|- ‘A]‘g |BM| _ IAM\ IBM\
. : A A A
Py(BCK) = |BC| |€1? |KB| _ aICILIQIKBI i P(ACL) = |AC- \CLI ILA] _ bICLEIL |

, pa Jednalost 9)
mozemo pisati kao

abc = c-|AM|-|BM|+a-|CK|-|KB|+b-|CL|-|LA]| . (11)

Dalje je <CMB = « (kao periferijski uglovi nad lukom EZ’), a u pravouglom trouglu A CMB
(¥CBM = 90°, kao ugao nad precnikom) je

tquMB:tga:”EJ\C)’: |BC]LW| i sliéno
B _JAC] g0 b B _|AB] ¢
tg{AKC—tgﬁ—|KC| = Al tquKB—tg7—|BK|—|BK| . (12)

Konacno,

tga+tg B+t @, b, ¢
Oé f—
EATBETY =g T IMA] T BK|

a-|MA|-|BK|+b-|BM|-|BK|+c-|BM|-|MA|
- [BM]|-[MA|- |BK]

(10) @ - |KC|-|BK|+b-|CL|-|AL| 4+ c-|BM| - |MA| (11) abe
|BM| - |MA|-|BK| |BM| - |MA|-|BK|
b
a ¢ @tga-tgﬁ-tg'y. O

“|BM| |MA| |BK|

Primjer 2.7. Dokazati da je sin 60° + sin 140° + sin 160° = 4 sin 80° sin 70° sin 30°.

A—"—D—~5B Rjesenge: Neka je O centar kruznice k ¢iji je poluprecnik r,
\ i neka su tacke A, B i C na kruznici tako da je <AOB = 60°,
JBOC = 140° i COA = 160°. Spojimo duzima tacke A i
B,BiC i C1iA (v.Sliku 7).
U trouglovima A BDO, AEBO i AFCO je sin30° = |BD|
i SllJedl da je |[AB| =2 ]BD| = 2r - sin 30° 1 sli¢no |BC’\
2-|BE|=2r-sin70°i|AC|=2-|AF| = 2r -sin80°.
Povrsina trougla A ABC' je

PJ(ABC) = %|AB\ .|BC| - sin ¢ ABC

1
Slika 7. =5 2r - sin 30° - 27 - sin 70° - sin 80°
= 2r% - sin 30° - sin 70° - sin 80° . (13)

S druge strane je

Py(ABC) = Py(AOB) + Py(BOC) + P,(AOC)

1 1 1
= 57«2 sin 60° + 57«2 sin 140° + 57"2 sin 160° . (14)
Iz (13) i (14) slijedi tvrdenje. O
3 5 1
Primjer 2.8. Dokazati da je sin — - sin T sin 2% = 2

14 14 14 8
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Rjesenje: KonstruiSemo pravilan sedmougao
ABCDEFG, upisan u kruznicu k pre¢nika |[AK].

D
Neka je ¢ DOE = 7” =4, a $DAK = } -4a =

I\)IQ

2a (kao centralni i perfierijski uglovi), tj. a = i

(v. Sliku 8). H
Tako je SCAB = < DAC = 4FEAD = 4 FAFE =
JGAF = 2a i neka je |BG|=|CA|=qa, |CF| =
|IDA| = bi|AB| = |BC| = |CD| = |EF| =

'\"IQ

|FG| = |GA| =c.
Slika 8. Stika 9. Trougao A ABG je jednakokraki (v. Sliku 9),
pajeu AABM
a
sinba = 2 = a = a= 2c-sin5o¢=2c-sin51 .
c 2 14

Slicno jeu AACF: b= 2a-sin3a = 2a-sin?1)—Z, auAADE: c=2b-sina= 2b-sin17T—4 . Nakon

mnozenja tri posljednje jednakosti dobijamo:

b-c—8a-b _7T_37r,57r<:>1_,77.37r_57r -
a c = 8a csml4 sm14 sml4 8_Sm14 311114 sml4.

1
Primjer 2.9. Dokazati da je cos36° — cos 72° = 5

Rjesenje: Neka je trougao A ABC jednakokraki |AC| = |BC],
JACB = a = 36°, |AB| < |AC|1i 2. |AB| > |AC|. Lako na-
lazimo da je $CBA = 4BAC = 72° = 2a (v. Sliku 10). Na
kraku BC odredimo tacku D tako da je |[AB| = |AD|. Tada je
|AD| = |CD]| (zasto?). Neka je x = |AD| = |CD| = |AB|. Sada imamo:
4DAC = o, ADB = 2a = 4DBA = 72°, pa je i 4BAD = a.
Neka je |CD| = 1. Povucimo visinu DE u trouglu A ADC. Tada
je |AC| = 2. |CE| = 2-cosa = (u pravouglom trouglu A DEC je ;
cosa = %El & cos36° = @ = |CE|) =2 - cos 36°. A .

x
Povucimo sada visinu AF u trouglu A ABD. U tom slucaju je

B

F
|BD|=2:|BF|= (u pravouglom trouglu A ABF je cos2a= IFB| <= cos72°=
x

Slika 10.
= |FB|) =2-cos 72°.

|F'B|
1
Konac¢no je

1
|BC|=|BDHDC| <= |AC|=|BDHDC| <= 2-cos 36° =2-cos 72°+1<:>cos36°—cos72°:§, g.e.d.
g

1 1 1
Primjer 2.10. Dokazati da je =

o O+ o °
sin (252)  sin (512)  sin (771)

Rjesenje: Neka je a = (25%)0 = (&70)0. Posmatrajmo jednakokraki trougao A ABC (|AC| =
|BC|), 9ACB = «, (|JAB| < |CB|) (v. Sliku 11). Odredimo na kraku BC, tacku D tako da je
|BD| = |AB| =y. U trouglu A ABC'je
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180° — o 180° — (10) 180y
=3 () =3

2 4BAC + = 180° <= $BAC = JABC = —— = ;

Kako je trougao A ABD jednakokraki, slijedi da je

180° — 3(180)
2~<;BAD:18O°—3a<:><iBAD:<;ADB:(7):2.<

2

Sa Slike 11 vidimo da je SCAD = SCAB — 4{BAD = 3a—2a = «, pa
zbog SACD = «a trougao A ACD je jednakokraki i |AD| = |CD| = .
Neka je E projekcija tacke A na BD i neka je |AE| = 1. Sada imamo
da je u pravouglom trouglu A AEC:

) |AE)| 1 ) 1
U pravouglom trouglu A AED je
. |AE)| |AE| 1
200 = —— <= |AD| = = 16
S e |AD| 4D sin2a  sin2a (16)
a u pravouglom trouglu A AEB je
) |AE]| 1 1
3a=———=-—— <= |AB| = . 17
sinda =g = g 4P = Gisa (1)

Zbog, |BC| = |BD| + |DC| = |AB| + |AD| je prema (15), (16) i (17) ]
1 1 1 Slika 11.

- = — + = )
sin o sin2a  sin 3«

odnosno
1 1 1

s — o+
sin (252)  sin(512)  sin (773)

q.e.d. O

o

Zakljucak

Ovaj ¢lanak smo napisali zato Sto mislimo, da kada god u nastavi matematike imamo priliku
da nesto prikazemo geometrijski, tu priliku ne treba propustati, jer misljenje u slikama pomaze
u pojednostavljenju i razumijevanju. Ako i ¢itaoci misle tako, onda je ovaj ¢lanak ispunio cilj.
Citaocima predlazemo da zadatke rijese i na neke druge nacine, a napominjemo da je takvih
drugih nacina puno.

Mozda, neko od ¢itaoca rijesi ove zadatke na neke druge nacine i napise ¢lanak za EVOLVENTU
s tim rjesenjima?
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