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Sazetak: U ovom radu razmatrano je numeri¢ko rjesavanje singularno-perturbacionog Cauchyjevog
problema Runge-Kutta metodama na Shishkinovoj mrezi. Numericka rjesenja posmatranog problema
dobijena su koristenjem dvije eksplicitne i jedne implicitne Runge-Kutta metode na najjednostavnijoj
slojno—adaptivnoj mrezi. Na kraju su dobijeni rezultati uporedeni.

1. Uvod

Diferencijalne jednacine koriste se za modeliranje raznih problema u prirodnim, inzinjerskim pa cak i
u drustvenim naukama. U velikom broju ovih problema zahtijeva se da rjesenje diferencijalne jednacine
zadovoljava i jedan dodatni uslov, pocetni uslov ili pocetnu vrijednost.

U realnim problemima, diferencijalne jednacine koje sre¢emo u matematickim modelima, su i suvise
teske da bismo ih ta¢no rijesili, a nekada je to i nemoguce. Postoje dva pristupa za prevazilazenje prethodne
situacije. Prvi pristup je u pojednostavljivanju date diferencijalne jednacine ili matematickog modela, tako
da mozemo izracunati tacno rjeSenje diferencijalne jednacine, zatim dobijeno rjesenje koristimo kao aproksi-
maciju realnog rjesenja, to jest originalnog problema. Drugi pristup je da odmah ra¢unamo aproksimativno
rjeSenje ili preciznije numericko rjesenje. U najveéem broju slucajeva, drugi pristup je bolji. Dakle, koristimo
bolji matematicki model, koji je ”blizi” realnom problemu, te racunamo odgovarajué¢e numericko rjesenje jer
se skoro po pravilu u ovakvim matematickim modelima pojavljuju ”komplikovanije” diferencijalne jednacine,
Cija tacna rjeSenje ili ne mozemo izracunati ili je to veoma tesko.

U nastavku ovog rada razmatracemo sljede¢i Cauchyjev problem,

y(w0) = yo-

{y/ = f(z,y), )

Postavljaju se pitanja kada Cauchyjev problem ima rjeSenje i ako ono postoji da li je to rjesenje jedinstveno?
Odgovori na ova pitanja dati su u sljede¢em teoremu.

Teorem 1.1. [2, pp 447] Ako su f i % neprekidni na pravougaoniku definisanom sa |x — xo| < « @
ly—yo| < B, tada Cauchyjev problem (1) ima jedinstveno neprekidno rjesenje na nekom intervalu |x—xq| < 7.
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Vrijednost konstante v je najmanje %, gdje je M gornja granica za |f(z,y)| na pravougaoniku definisanom
u upravo navedenom teoremu.

Kako je ve¢ pomenuto, vrlo je uska klasa diferencijalnih jednac¢ina koje se mogu tacno rijesiti, pa se stoga
pribjegava racunanju numerickog rjesenja. Iz standardnih kurseva numericke matematike poznate su metode
za racunanje ovakvog rjeSenja, npr. Eulerova i njene modifikacije, Taylorova, Runge—Kutta, visekorac¢ne i
dr.

Osim Cauchyjevog problema (1) ¢esto sreemo i njegovu modifikaciju kod koje je prvi izvod pomnozen
nekim pozitivnim malim parametrom e, (0 <e < 1).

ey’ = f(r,y), 0<z, 0<e<l, o
y(z

0,€) = Yo,

gdje je f(z,y) € C™™([0,a] x R), n > 1. Poslije dijeljenja prethodne diferencijalne jednacine sa parametrom
€, dobijamo

y = f(z,y), 0<z 0<e<l,
y(x()a E) = Yo,

(3)

gdje je f(z,y) = I@) Neka je f linearna funkcija po y, to jest neka vrijedi f(x, y) = p(x)y + ¢(x), u ovom

€

sluéaju Cauchyjev problem (2) poprima sljedeéi oblik

ey =plx)y+q4(z), 0<z, 0<e<l,
y(z0,€) = yo.

Ponovo podijelivsi prethodnu diferencijalnu jednacinu sa €, dobijamo

y =pe)y+qx), 0<z, 0<e<l,
y(an 8) = Yo,

gdje su p(z) = 22 i g(a) = 421,

Prisustvo parametra ¢ dovodi do brzih promjena taénog rjesenja y Cachyjevog problema (3) odnosno (4)
u nekim dijelovima domena, o ¢emu ¢e biti vise rijeci u sljedeéoj sekciji. Zbog ovih brzih promjena, klasi¢ne
metode su neadekvatne za numericko rjeSavanje navedenih problema u kojima se pojavljuje perturbacioni
parametar €, stoga je bilo potrebno razviti nove efikasnije metode u kojima se uzima u obzir postojanje
pomenutih brzih promjena tac¢nog rjesenja.

Jedna od najsirenijih metoda za rjeSavanje ovakvih problema je metoda slojno—adaptivnih mreza. Pro-
cjena tacnog rjeSenja i njegovih izvoda je veoma vazna komponenta u konstruisanju slojno—adaptivnih mreza.
U sljede¢em teoremu date su ove procjena za problema (3), odnosno za taéno rjesenje ovog problema.

Teorem 1.2. [4, pp 66] Neka je y(x,e) rjesenje problema (3). Tada za 0 < i < n 10 < z < a, vrijede
sljedece procjene

[y (@,0)| < C {1+ exp(—c(0)a/2)} (5)
ako je fy(z,y) = c(z) >0 i c(x) € C0,al;
‘y(i)(a:,e)‘ <C [1 + &7V D exp(—maktt fe) + (e/*HD 4oyl (6)

ako je fy(z,y) = xFg(x,y) i gy(z,y) = c(x) > 0, gdje je c(x) € C[0,a], 0 < m < cmingejo,q c(x), k =1 je
pozitivan cio broj.
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Primjedba 1.3. Posmatrani Cauchyjev problem (1) je najjednostavniji, naime u ovom se problemu po-
javljuje diferencijalna jednacina prvog reda. Umgjesto diferencijalne jednacine prvog reda, moZe se pojaviti
i diferencijalna jednacina viseg reda kao i sistem diferencijalnih jednacina. Svi ovi slucajevi su detaljno
obradeni u literaturi. Clilj ovog rada je da ukaZe na probleme prilikom numerickog rijesavanja Cauchyjevih
problema ¢ija tacna rjeSenja imaju brze promjena, pa je sasvim dovoljno u ovoj nekoj pocetnoj fazi posmatrati
samo Cauchyjeve problema sa diferencijalnom jednacinom prvog reda.

2. Slojno—adaptivne mreze

U ovoj sekciji dati su osnovni razlozi i ideje koje su dovele do konstruisanja slojno—adaptivnih mreza, kao
i konstrukcija najjednostavnije slojno—adaptivne mreze. Analiziran je jednostavan Cauchyjev problem ¢ije je
tacno rjeSenje poznato. Numericko rjesSenje, za razli¢ite vrijednosti perturbacionog parametra ¢, izracunato
je na ekvidistantnoj mrezi i istaknuti su nedostaci u ovakvom pristupu. Upravo ovi nedostaci doveli su do
razvoja slojno—adaptivnih mreza.

Posmatrajmo jednostavan testni Cauchyjev problem,
ey = —y, z € [0,1] 7

y(0,¢) = 1.

Taéno rjesenje ovog problema je y(z,e) = e~%/¢. Grafici funkcije y(z,¢) za x € [0, 1] dati su na Slici 1, za
tri razli¢ite vrijednosti parametra €, e = 273, 274 i 276, Sa grafika je jasno uogiti, a to se da zakljuéiti i na
osnovu osobina funkcije x — e~*, da funkcija ima brze promjene u nekoj okolini tacke x = 0.

101 — y(x,e)=e e, g=2"3
— y(x,g)=e X, g=2"%

0-81 — ylx,e)=e ¥, g=2"
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Slika 1: Grafik funkcije y(z,€) = e~*/¢ za razlicite vrijednosti parametra e

Ove promjene su brze $to je manji parametar €. Dio domena gdje se deSavaju ove brze promjene nazivamo
sloj i ovo je sloj eksponencijalnog tipa.

Kao $to je poznato, u opstem slu¢aju Cauchyjev problem ne mozemo tacno rijesiti, pa se pribjegava
numerickim metodama. U najveéem broju tih metoda podijelimo domen, na kojem je potrebno da odredimo
rjesenje, sa odredenim brojem ¢vorova i primjenimo neku od metoda kojom ¢emo izra¢unati numericko
rjesenje. Isto tako u najveéem broju sluc¢aju koristimo ravnomjernu ili uniformnu raspodjelu ¢vorova, to jest
rastojanje izmedu dva susjedna ¢vora je ekvidistantno. Skup ¢vorova kojim dijelimo neki segment nazivamo
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Slika 2: Grafici ta¢nog i numerickog rjeSenja na uniformnoj mrezi

mreza. Ako npr. na segmentu [0, 1] Zelimo izra¢unati numericko rjeSenje nekog Cauchyjevog problema,
podijelicemo ga ¢vorovima za koje vrijedi

0=x0<x1<...<xi,1<xi<xi+1<...<xn:1.
Dakle, skup ovih ¢évorova z;, ¢ = 0,1,..., N je mreza.

Primjedba 2.1. U savremenoj literaturi ceSce se koristi izraz tacka mrezZe umgesto évor, pa ¢emo u nastavku
ovog rada koristi izraz tacka/tacke mreze.

Ako su tacke mreze uniformno rasporedene onda je rijec je o uniformnoj ili ekvidistantnoj mrezi, u suprotnom
o neekvidistantnoj ili neuniformnoj mrezi. Korak mreze ili parametar mreze je rastojanje izmedu dvije
susjedne tacke mreze. Kod uniformnih mreza korak mreze je konstantan, obi¢no ga oznacavamo h i vrijedi
h = + ako je segment [0, 1] na kojem se ratuna numericko rjesenje, u slucaju segmenta [a, b] vrijedi h = I’_Ta
Kod neuniformnih mreza korak mreze ra¢cunamo h; = x;41 —x;, 1 =0,1,..., N — 1.

Uniformne mreze su najjednostavnije pa je samim tim i analiza metoda, koje koriste ovakve mreze,
jednostavnija od analize metoda koje koriste neuniformne mreze. Medutim, u mnogim slu¢ajevima uniformne
mreze nisu najbolje rjeSenje za primjenu.

Radi ilustracije zasto uniformne mreze nisu najbolji izbor za rjesavanje Cauchyjevih problema, ¢ija tacna
rjesenja imaju brze promjene, posmatrajmo Sliku 2. Na slici su predstavljeni grafici tri numericka i tri tacna
rjeSenja Cauchyjevog problema (7).

Gore lijevo su grafici numerickog i taénog rjesenja za vrijednost parametra ¢ = 272. Rubni sloj u okolini
tacke x = 0 vrlo je slabo izrazen, te je lako uociti da su tacke koje predstavljaju numericko rjesenje dosta
dobro rasporedene na ¢itavom grafiku. Doduse nesto rjede u sloju, ali i dalje zadovoljavajuce.
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Na slici gore desno prikazani su grafici obje vrste rjesenja ali sada za vrijednost parametra e = 274, Ve¢
je bolje izrazen sloj i odmah se uocava losija raspodjela tacaka numerickog rjesenja.

Na Slici 2 dole su grafici numeri¢kog i taénog rjeSenja ali za vrijednost parametra ¢ = 278. Sloj je sada
u veoma uskom dijelu u odnosu na domen, $to znac¢i da su promjene ta¢nog rjesenja veoma velike, to jest
tacno rjeSenje se veoma brzo mijenja u sloju.

Treba napomenuti da je koristen isti broj tacaka za racunanje numerickog rjeSenja u sva tri slucaja, te
da je rastojanje izmedu dvije susjedne tacke mreze ekvidistantno. Sa posljednje slike vidimo da tacke koje
predstavljaju numericko rjesenje nisu dobro rasporedene, u dijelu grafika koji odgovara sloju nema niti jedna
tacka numerickog rjesenja, osim tacke koje odgovara pocetnom uslovu y(zg, ) = yo. Ovo nije dobra opcija
jer nemamo nikakvu informaciju o rjeSenju u sloju. Da bi se prevazisao ovaj problem mozemo povecati broj
tacaka, to jest smanjiti rastojanje izmedu dvije susjedne tacke, te bi na taj nacin podijelili dio domena koji
odgovara sloju sa dovoljnim brojem tacaka. Medutim, ovakav pristup je los sa prakticne/kompjutacione
strane. Naime, sloj je za ovaj problem $irine reda O(g|Ine|). Neka je greska metode reda O(h3), §to je
uobicajeni red veli¢ine za Runge-Kutta metode drugog reda i neka se zahtijeva da greska ne bude veéa od
10—, ponovimo segment na kojem raé¢unamo numeric¢ko rjesenje je [0,1]. Sada iz nejednakosti h® < 1076
dobijamo da je h < 1072, drugim rije¢ima segment [0, 1] potrebno je podijeliti na 100 podsegmenata odnosno
broj tacaka je N = 101. Ovakavo rezonovanje vrijedi kada ta¢no rjeSenje nema sloja, ali na§ Cauchyjev
problem ima sloj i tu ¢injenicu moramo uzeti u obzir. Neka je ¢ = 107 i sloj je u ovom slucaju irok
gllne| = 1074 In107% ~ 9 - 10~%. Da bi bar jedna tacka mreze bila u sloju mora biti ispunjen uslov
h < 0.0009. Grubo govoreéi, broj tacaka mreze mora biti veé¢i od 1111, a to je vise od deset puta u odnosu
na N = 101 i to da bi samo jedna tacka mreze bila u sloju. Naravno, potrebno je mnogo vise ta¢aka od jedne
u sloju, pa bi i broj tacaka mreze bio mnogo veéi od 1111, odnosno mnogo vise od deset puta bi trebalo
povecati broj tacaka mreze.

Prethodna diskusija je opisala samo jedan od razloga zasto uniformne mreze nisu pogodne za rjesavanje
Cauchyjevih problema koji imaju izrazene slojeve. Metode koje se koriste za numericko rjesavanje obi¢nih
diferencijalnih jednacina, uobicajeno se poopstavaju (kada je to moguée) i konstruisu metode za numericko
rjesavanje parcijalnih diferencijalnih jednacina. Ovaj problem sa velikim poveéanjem broja tacka postao bi
i veéi prelaskom na numericko rjesavanje parcijalnih diferencijalnih jednacina.

Da bi se izbjegao prethodno opisani problem potreban je drugaciji pristup numerickom rjesavanju Ca-
uchyjevih problema (3), nego sto je poveéanje broja tacaka uniformne mreze. Jedno od moguéih rjesenja
u prevazilazenju ovog problema je upotreba mreza koje imaju neunifomnu raspodjelu tacaka. Ovaj pristup
pokazao se veoma efikasnim u numeri¢kom rjesavanju rubnih problem. Vratimo se ponovo na Sliku 2 dole. U
sluc¢aju koristenja uniformne mreze potrebno je enormno povecati broj tacaka da bi ih bilo dovoljno u sloju.
Da bi se izbjeglo poveéanje broja tacaka mreze, a samim tim i nepotrebno poveéanje vremena racunanja a
i nepotrebno trosenje resursa racunara, potrebno je izvrsiti drugaciju raspodjelu tacaka mreze. Ovo radimo
na sljedeéi nacin: od ukupnog broja tacaka mreze N jedan dio tacaka koristimo za sloj, dok preostale tacke
koristimo za dio mreze koji odgovara domenu van sloja. Rastojanje tacaka u sloju je po pravilu manje od
rastojanja preostalih tacaka koje koristimo van sloja.

Jedan od nacina generisanje ovakve neuniformne (neekvidistantne) mreze vrsi se generativnom funkcijom
@, ¢ :[0,1] — [0,1]. Ovo je slozena funkcija i sastavljena je najmanje od dvije druge funkcije, jedna sluzi za
generisanje tacaka mreze u sloju, a druga za generisanje tacaka van sloja.

(b(g’&_) _ ¢1(§7€)7 5 € [Ovo‘]v (8)
¢2(§7 5)7 5 € (Oé, 1]

Vrijednost parametra « odreduje koliko ¢ée tacaka mreze biti u sloju, a koliko van sloja. Kada je poznat
analiticki oblik funkcije ¢ neuniformnu mrezu nije tesko generisati. Polazimo od uniformne mreze & =
th,i=0,1,...,N, h = 1/N; i tacke neuniformne mreze dobijamo na sljede¢i na¢in

zi = ¢(&,¢e), i=0,1,...,N. (9)

Postavlja se pitanje kako konstruisati generativnu funkciju ¢? Polazna tacka za konstruisanje generativne
funkcije su procjene izvoda ta¢nog rjesenja. Iz Teorema 1.2 lako je uociti da u procjeni izvoda ta¢nog rjesenja
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figurise eksponencijalna funkcija, stoga o¢ekujemo da funkcija kojom generiSemo tacke mreze u sloju bude
neka logaritamska funkcija. Drugi dio generativne funkcije (druga funkcija) je obi¢no neki polinom kojim
generiSsemo tacke mreze van sloja. Ovaj drugi dio generativne funkcije se bira tako da generativna funkcija
bude barem neprekidna na ¢itavom domenu.

Prvu neuniformnu mrezu konstruisao je Bakhvalov ([1]) upravo koristeéi logaritamsku funkciju za gene-
risanje tacaka u sloju, dok je za generisanje tacaka mreze van sloja koristio linearnu funkciju. Nakon toga
Vulanovié¢ ([10]) pojednostavljuje konstruisanje generativne funkcije, a vazno je napomenuti i veliki doprinos
Liseikina ([4, 5, 7]) u konstruisanju mnogih generativnih funkcija odnosno neuniformnih mreza.

U nastavku ovog rada koristimo najjednostavniju neuniformnu mrezu, koju je konstruisao Shishkin ([9]).
Ova mreza je sastavljena iz dvije uniformne mreze, jedne sa finijom raspodjelom tac¢aka (manje rastojanje
izmedu tacaka) i drugom grubljom (veée rastojanje izmedu tacaka). Shishkin je konstruisao mrezu koja sluzi
za rjeSavanje rubnih problema koji imaju eksponencijalni sloj. Pokazao je da funkcija ¢, (koja generise tacke
u sloju) ne mora biti logaritamskog tipa, nego mnogo jednostavnija linearna fukcija, Slika 3. Shishkinovu
mrezu mozemo shvatiti kao dvije uniformne mreZe spojene na odgovarajuéi nacin. Dobijena mreza ima
boljih i losijih osobina u odnosu na mreze koje su konstruisali Bakhvalov i Liseikin. Jednostavnija je analiza
metoda koje koriste Shishkinovu mrezu u odnosu na Bakhvalovu mrezu i Liseikinove mreze, medutim greska
je veca kod upotrebe Shishkinove mreze. Vazno je napomenuti da je broj problema koji se mogu efikasno
rijesiti upotrebom Shishkinove mreze mnogo manji od broja problema koji se mogu rijesiti upotrebom veoma
fleksibilnih Liseikinovih mreza. Generativna funkcija za Shishkinovu mrezu data je sljedeéom formulom

206, 0<{<a
d)(fae)* 0_+1_0—€’ a<£<17 (10)
11—«
gdje je a € (0,1), 0 = min{0.5,(n/b)eInN}, b > 0in > 1. Veli¢ina o je tranziciona tacka mreze ili
Shishkinova tranziciona tacka i ona odreduje mjesto prelaska sa fine na grubu mrezu. Prilikom koristenja
Shishkinove mreze za numericko rjesavanje rubnih problema, tipi¢na vrijednost parametra n odgovara ste-
penu konvergencije metode, dok je parametar b odreden Teoremom o procjeni izvoda i o = 1/2.

Polazeé¢i sada od generativne funkcije ¢ date formulom (10), Shishkinovu mrezu generisemo koristeéi
formulu (9). Na Slici 3 dat je grafik funkcije ¢ (plava boja). U funkciju ¢ uvrstavamo vrijednosti & = ih,
i =0,1,...,N; koje odgovaraju tackama uniformne mreze. Ove su tacke predstavljene na Slici 3 Zutom
bojom i nalaze se na z—osi. Odgovarajuée vrijednosti funkcije ¢(ih) predstavljene su zelenom bojom i
predstavljene su na y—osi, ovo su tacke Shishkinove mreze, to jest z; = ¢(ih) = ¢(&), i =0,1,..., N.

Na Slici 4 predstavljene su tacke uniformne mreze i dobijene tacke Shishkinove mreze. Sa Slike 4 (desno)
vidi se neuniformna raspodjela tacaka mreze, takode nije tesko primijetiti da su tacke mreze kondenzovane
u okolini tacke x = 0. Ponovimo, u okolini tacke x = 0 je sloj i da bi se problem koji nastaje zbog brzih
promjena ta¢nog rjesenja u sloju rijesio na odgovarajuéi nac¢in, potrebna je ovakva raspodjela tacaka.

Vise detalja o slojno—adaptivnim mrezama i njihovoj konstrukciji, za razne probleme te razlicite vrste slojeva,
moze se naéi u Liseikin i dr. ([6]).

Primjedba 2.2. Prethodno opisani problem, koji je naveden kao razlog koristenja slojno—adaptivnih mreZa
pri numerickom rjesavanje Cauchyjevih problema (3), u literaturi se naziva i ekonomicnost racunanja. Osim
prevazilaZenja ovog problema uvodenjem slojno—adaptivnih mreza pri numerickom rjesavanju problema (3)
i slicnih, rjeSava se i problem stabilnost. Ovo je vrlo ozbiljan problem i prevazilazi okvire ovog rada, stoga
cemo se stabilnosti samo dotaéi u numerickim eksperimentima na kraju rada.

3. Runge—Kutta metode

Veoma uspjesne, u numerickom rjesavanju Cauchyjevih problema, pokazale su se Runge—Kutta metode
([3, 8]). Ovo su jednokoraéne metode, dakle u Runge-Kutta metodama za ra¢unanje numericke vrijednosti
u tacki x;41 to jest y;y1, koristi se samo jedna prethodno izracunata vrijednost y;, ona koja odgovara tacki
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Slika 3: Generisanje Shishkinove mreze iz uniformne mreze funkcijom ¢
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Slika 4: Uniformna (lijevo) i Shishkinova mreza (desno)
x;. Ove dvije vrijednosti x; i y; koriste se za racunanje aproksimativne jedne ili viSe vrijednosti funkcije f.

Broj ovih aproksimativnih vrijednosti povezan je sa redom ili nivoom Runge—Kutta metoda.
Opésti oblik Runge-Kutta metoda s—tog reda (ili nivoa) je

Yit1 :yi+hizbjkjv (11)
=1
gdje je
kj=f (az + ¢jhi, yi + hizamkq> L i=1,2,...,s, (12)
q=1

dok su y; 1 y;+1 aproksimativne (ili numericke) vrijednosti koje odgovaraju évorovima x; i z;41, respektivno.

Koeficijenti, koji se pojavljuju u formulama (11) i (12), predstavljeni su u Tabeli 1, a ona predstavlja punu
ili implicitnu Runge—Kutta metodu s—tog reda. Osim implicitnih postoje i eksplicitne Runge-Kutta metode.
Izmedu ove dvije vrste metoda razlika je u sljede¢em: kod eksplicitnih metoda veli¢ine k;, 7 = 1,...,s,
racunamo koristeéi samo prethodno izra¢unate vrijednosti k1,...,k;_1, za razliku od implicitnih gdje se za
racunanje velicine k; mogu koristiti sve veli¢ine £, ..., k. Razlika izmedu eksplicitnih i implicitnih metoda
dobro je objasnjena u literaturi. Uobicajeno, implicitne metode su komplikovanije, samim tim su teze za
koristenje. U slucaju kada je f nelinearna funkcija potrebno je u svakom koraku rijesiti nelinearni sistem
jednacina. Ali isto tako poznato je da su bolje od eksplicitnih metoda po pitanju stabilnosti.

U Tabeli 2 dati su koeficijenti eksplicitne Runge-Kutta metode s—tog reda.

Isto tako u literaturi pokazano je kako se racunaju koeficijenti iz Tabele 1 ili 2 na viSe nacina.
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C1 a171 a2 e ai,s
C2 as i ag 2 e as. s
Cg a571 as,g e as,s

o b ... b

Tabela 1: Butcherov niz za punu (implicitnu) Runge-Kutta metodu

0 0 0 . 0 0
Co @21 0 N 0 0
C3 as 1 3.2 N 0 0
Cs as,1 as2 .o Gs,5—1 0

[ b ... b1 b,

Tabela 2: Butcherov niz za eksplicitnu Runge-Kutta metodu

Eksplicitne Runge—Kutta metode drugog reda. Sada ¢emo izracunati koeficijente za eksplicitne Runge-Kutta
metode drugog reda. Odgovarajuéi koeficijenti dati su Tabeli 3.

0 0 0
C2 @21 0
b1 b

Tabela 3: Butcherov niz za eksplicitnu Runge-Kutta metodu reda s = 2

Numeric¢ku vrijednost y;41 koja odgovara tacki mreze x;,1 tatnog rjeSenja y ra¢unamo po formuli
Yir1 = Yi + hi(biky + baka), (13)
gdje su

k1 = f(x; + cihi, yi + hiar1ke)

ko = f(x; + cahi, yi + hiaz1ky).
Kako je iz tabele 3, ¢; =01 a;,1 =0, to dobijamo
Yir1 = Yi + hi [brf(zs,y:) + baf(ws + cohi, yi + hiaz 1 f(2i,9:))] - (14)

Koeficijente by, ba, ¢z 1 ag; odredujemo uporedujuéi Taylorove razvoje za y;+1 1 y(x;41). Vrijedi

Yir1 = i + hibi f (@5, y:) + hiba [f(2i,9:) + fo (@i, yi)c2hi + fy (@i, yi)hiaz f(2iys) + O(h3)] (15)

W+ 1) = (o) + o/ wom + L0 1 ogh?)

= y(@i) + f(@i, yewi) )i + % [fo(@iy(@) + fy(as y(:) f i, y(xi)] b + O(hT). (16)
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Uporedujuéi sada izraze iz (15) koji su uz h; sa izrazima iz (16) takode uz h;, te ovaj postupak ponovimo i

za h?, dobijamo sistem

by +b=1
1
bacy = 3 (17)
1
bzaz,l = 5
Sistem (17) je nelineran sa 3 jednacine i 4 nepoznate i ne mozemo ga jednoznacno rijesiti. Sljedeca rjesenja,

odnosno metode se najcesée koriste:

1)
blszZ%; 02:(12,1:17
ki = f(2i,yi), k2 = f(2i + hi,yi + k1), (18)
Yit1 =Yi + %hi(kl + k2),

2)
blzi, 52237 622&2,1=§a
ki = f(xi,ui), k2 = f(zi + Fhi,vi + 3h1),
Yir1 = Yi + %hi(kl + 3k2),

3)

1
by =0,by =1, €2 =d21 =73,
ki = f(zi, i), k2 = f(@i + $hi,yi + 5k1),
Yit1 = Yi + hika.
Eksplicitne Runge—Kutta metode treéeg reda. Navedeni postupak mozemo iskoristiti i za dobijanje Runge—

Kuta metoda viseg reda od dva. Za dobijanje metoda treéeg reda, potrebno je samo u formulama (15) i (16)
u razvoj ukljuéiti i druge izvode i iskoristiti izraze uz h?. Na taj nacin neke od formula koje dobijamo su

1)

k1= f(zi,y:), k2 = f(zi + $hi,yi + k1), ks = f(zi + 3hi, yi + 2k2), 19)
1
Yir1 = Yi + §hi<2k1 + 3ka + 4ks),

ki = f(zi,yi), ko = f(zi + 2hisyi + k1), ks = f(z; + hi, yi — k1 + 2k2),
1
Yitr1 = Yi + Ehz(lﬁ + 4ko + k3).

Ostale eksplicitne sheme viseg reda dobijaju se na analogan nacin.
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Implicitna Runge—Kutta metoda drugog reda. Nije tesko primijetiti da kod eksplicitnih Runge-Kutta metoda,
koeficijente sa veé¢im indeksom racunamo koriste¢i koeficijente sa manjim indeksom, npr. kod eksplicitne
Runge-Kutta metode treceg reda, ks racunamo koriste¢i ki, dok ks racunamo preko ki i ko. Dakle, za
racunanje nekog koeficijenta koristimo ve¢ izracunate vrijednosti drugih koeficijenata. Ovo nije slucaj sa
implicitnim metodama, kao $to ¢emo vidjeti na sljede¢em primjeru. Sljedeéu implicitnu metodu,

ki = f(zi+ (3 = Nhi,yi + 1hiks + (3 — 7)hiks)
ky = f(z; + (3 + Nhisyi + (5 + 7)hiki + Fhiks) (20)
Yirr = Yi + shi(ky + k2),

gdje je vy = ?, koristimo u numerickim eksperimentima. Iz formule (20) vidimo da se u izrazu za racunanje

koeficijenta k1 pojavljuje koeficijent ko i obrnuto. Ovo je razlog zasto se ovakve metode nazivaju implicitnim.
Da bi izracunali numericku vrijednost y;,1 potrebno je da znamo y;, k1 i ke, zbog toga moramo u svakom
koraku rijesiti sistem

k1= f(zi + (5 — Vhi, yi + Thiky + (5 — 7)hik2) (21)

ke = f(zi+ (3 +V)hiyi + (5 +7)hiks + Thiks),
po nepoznatim k1 i ko. U zavisnosti od funkcije f ovo je linearni ili nelinearni sistem od dvije jednacine. U
sluéaju kada je funkcija f linearna, kao sto je sluc¢aj u (4), ovaj sistem (koji postaje sistem dvije linearne
algebarske jednacine) mozemo simbolicki rijesiti po ky i ko, te ova rjeSenja uvrstiti u izraz y;41 = y; +
%(kl + k2). Kada je f nelinearna funkcija situacija je dosta komplikovanija, tada je potrebno u svakom
koraku rjeSavati nelinearni sistem.

Ograni¢i¢emo se samo na linearni slu¢aj (4), sada sistem (21) poprima novi oblik

k=0 [y + Shaky + (4 —7) hika] +gf” (22)
ko = p [ys + (2 +7) hiky + Lhiko] + 2,
odnosno
(1= 390m) by =07 (4 =) hikz = (Vi + 0"
@) @, . @ (23)
D (1+7)hik1+(1—* h)kz piYi a4
gdje su pgl) = p(x; + (% —7) h;), p§2) = p(x; + (% —1—7) h;), analogno vrijedi i za qfl) i qZ@). Rjesavajudi

prethodni sistem po k; i ks, te uvrstavajuéi dobijene izraze u tredi izraz iz (20) dobijamo

. (()yz+q())<1+p vh) (p yi + gt )1( §9 ),i:1,2,...,N—1. o
TR

2T ) (- O R |

Prethodna formula predstavlja implicitnu metodu (20) u slucéaju kada je f linearna funkcija (f(z,y) =
p(x)y + q(x)), to jest kada je diferencijalna jednacina linearna.

4. Numericki ekperimenti

U ovoj sekciji bic¢e testirane metode date u prethodnom dijelu rada na Shishkinovoj mrezi koja je gene-
risana funkcijom (10). Veli¢ine koje ¢emo ra¢unati u ovim numerickim ekperimentima su vrijednost greske
En i brzina konvergencije Ord. Racunamo ih po formulama
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En = max |y(z;) -y

0<i<N

IHEN - lnEQN

Ord = 2k e+ 1)

N

)

3

)

43

(25)

(26)

gdje je N = 2K k = 1,2,..., dok y(z;) predstavlja vrijednost taénog rjesenja Cauchyjevog problema u
tacki mreze x;, a ¥ je vrijednost odgovarajuéeg numerickog rjesenja, takode u tacki mreze x;, ali koje je
izracunato na mrezi sa N + 1 tackom.

Primjer 1. Dat je Cauchyjev problem

:fxy+5+e’z/5+x(zfe*1/5+1),

ey’
y(0) = 0.

0<z,

Tacno rjesenje ovog Cauchyjevog problema je y(z) = x — e~*/¢ + 1.

Mrezu za racunanje numerickog rjesenja generisemo koristeéi generativnu funkciju (3).

Vrijednosti pa-

rametara, koji su koristeni u numerickim eksperimentima, sun =2, b=1 1« = 1/2. Vrijednosti perturba-
cionog parametra € 1 broja tacaka N dati su u tabelama.

U Tabelama (4), (5), (6), predstavijene su vrijednosti E,

(24), respektivno.

e=2"2 e=2"4% e=2"6 e=2"8 e=2"10

N En Ord En Ord En Ord En Ord En Ord
210 1.49e¢-06  2.00  1.03¢-05  2.00  1.31e-05  2.00  2.78¢-05  2.68  3.00e-04  3.30
211 451e-07  2.00  3.13¢-06  2.00  3.96e-06  2.00  5.61e-06  2.38  4.09e-05  3.20
212 13407  2.00  9.32e-07  2.00  1.81e-06  2.00  1.33e-06  2.04  5.88e-06  2.98
213 3.94e-08  2.00  2.74e-07  2.00  3.46e-07  2.00  3.81e-07  2.00  9.45e-07  2.69
214 1.14e-08 2,00 7.93¢-08  2.00  1.00e-07  2.00  1.10e-07  2.00  1.78e-07  2.42
215 32809  2.00  2.28¢-08  2.00  2.88¢-08  2.00  3.17e-08  2.00  3.94e-08  2.22
216 93410 2.00  6.48e-09  2.00  8.20e-09  2.00  9.01e-09  2.00  9.76e-09  2.07
217 2.64e-10 - 1.83e-09 - 2.31e-09 - 2.54¢-09 - 2.64¢-09 -

Tabela 4: Vrijednosti greske En i brzine konvergencije Ord za razlic¢ite vrijednosti N i e

e=2"2 e=12"4 e=2"6 e=2"8 e =210

N En Ord Epn Ord En Ord En Ord Epn ord
210 2 34e-09 3.00 5.40e-09  3.00  2.23e-09 3.68 3.30e-09 3.04 2.01e-09 3.18
211 3.86e-10  3.00  8.97e-10  3.00  2.46e-10  3.00  5.34e-10  3.02  3.00e-10  3.10
212 6.27e-11  3.00  1.45e-10  3.00  3.99e-11  3.00  8.54e-11  3.01  4.56e-11  3.06
213 9.96e-12  3.00  2.30e-11  3.00  6.33¢-12  3.00 1.34e-11  3.00  6.98¢-12  3.03
214 155e-12  3.00  3.60e-12  2.99  9.88e-13  2.96  2.09e-12  2.99  1.06e-12  3.01
215 23813  3.03  5.55e-13  2.90  1.55e-13  2.61  3.23e-13  3.06  1.62e-13  2.62
216 353e-14  -3.22  8.94e-14  2.53  2.99e-14  -0.65  4.70e-14  -0.21  3.13e-14  -0.59
217 2.70e-13 - 1.79e-14 - 4.52¢-14 - 5.39¢-14 - 4.55e-14 -

Tabela 5: Vrijednosti greske Ex i brzine konvergencije Ord za razlic¢ite vrijednosti N i e

5. Diskusija i zakljucak

i Ord, za Runge-Kutta metode (18), (19) ¢

U ovom radu razmatrano je numericko rjesavanje Cauchyjevog problema, ¢ije rjeSenje ima izrazen sloj.
Navedeni su razlozi koristenja slojno—adaptivnih mreza pri numerickom rjesavanju diferencijalnih jednacina,
¢ija taCna rjeSenja imaju brze promjene. Ova teorija je dobro razvijena za rjeSavanje rubnih problema i u
ovom radu ista metodologija je primjenjena za rjeSavanje Cauchyjevog problema.
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e=2"2 e=2"% e=2"6 e=2"8 e =210
N En Ord En Ord En Ord En Ord Epn Ord
210 5.84¢-5 5.15 5.19¢-5 5.17  4.58¢-5 5.19 4.01e-5 5.21 3.48¢-5 5.23
211 2.68e-6 5.19 2.35e-6 5.21 2.05e-6 5.23 1.77¢-6 5.25 1.52¢-6 5.28
212 1.15e-7 5.16 9.98e-8 5.18 8.59e-8 5.20 7.32e-8 5.22 6.18e-8 5.25
213 4.84e-9 5.12 4.15e-9 5.14 3.53e-9 5.16  2.97e-13  5.18 2.47e-9 5.20

214 203¢-10  5.08  1.72e-10  5.10  1.44e-10  5.12  1.19e-10  5.14  9.84e-11  5.16
215 8.50e-13  5.08 7.13e-12  5.10  5.91e-12  5.13  4.83e-12  5.12  3.90e-12  5.23
216 348613  3.73  2.88e-13  2.31  2.34e-13  2.01  1.93e-13  2.36  1.45e-13  1.19
217 4.10e-14 - 6.68e-14 - 6.55e-14 - 4.32e-14 - 6.38e-14 -

Tabela 6: Vrijednosti greske Ex i brzine konvergencije Ord za razlicite vrijednosti N i e

2.00 2.00
1.75 1.75
1.50 1.50
1.25 y , 1.25 N ,
tacnoe=2" tacno e =2~
1.001 wew UM, £ =273 1.001 we UM, £=273
0.751 — tanoe=2"3 (5] —— tatnoeg=273
e nuM. e=2"% e nUM. =274
0501 —— tatnoe=2"* 0501 —— tatnoe=27*
0.251 num. e=275 0.251 num. e =23
v —~-5 & —2-5
0,001 —— taCnoe=2 0,001 tacnoe=2
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

5] <o num. €= 2-17.075 o
tacno e = 277075
4l e num. e = 27715
—— tatnoe=2"713
5| e num.e= 277225
—— tatnoe=2772%
2,
1,
0,

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 5: Grafici tacnog i numerickog rjesenja na Shishkinovoj (lijevo—gore), uniformnoj mrezi (desno—gore) za
N = 32 i vrijednosti perturbacionog parametra ¢ = 272,273,274 276, orafici tacnog i numerickog rjesenja
na uniformnoj mrezi za N = 32 i¢ = 277075 2-715 9-7.225

Prvo je koristena Runge-Kutta metoda (18) na mrezi generisanoj sa (10). U Tabeli 4 su odgovarajude
vrijednosti E,, i Ord. Ova Runge-Kutta metoda je drugog reda, u klasi¢noj teoriji (uniformna mreza,
tatna rjeSenja nemaju izrazene brze promjene) greska metode je O(h?), odnosno brzina konvergencije je
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3. Izracunata vrijednost parametra Ord je 2 ili je bliska ovoj vrijednosti, osim u posljednjoj koloni za
vrijednost parametra ¢ = 2719, gdje vrijednost Ord pocinje sa 3.22 za N = 2!° i blago se smanjuje do
2.07 za N = 2'7. Ove vrijednosti nagovjestavaju e-uniformnu konvergenciju, osobinu koja se zahtijeva
od metoda koje se koriste za rjesavanje Cauchyjevih i rubnih problema ¢ija rjeSenja imaju izrazene brze
promjene. Grubo govoreéi, metoda ima osobinu e—uniformne konvergencije, ako vrijednost greske (dobijena
u odgovarajué¢oj normi—uobic¢ajeno maksimum vektorska norma) ne izlazi iz dobijenih teorijskih okvira pri
smanjenju perturbacionog parametra €. Treba napomenuti da se racunanje vrijednost parametra Ord blago
razlikuje u slucaju koristenja uniformne i Shishkinove mreze.

U Tabeli 5 su vrijednosti E,, i Ord, ali sada je koristena Runge-Kutta metoda (19) na mrezi generisanoj
sa (10). U klasiénoj teoriji vrijednost greske za ovu metodu je reda O(h?), i brzine konvergencije je 4.
Iz prilozene tabele vidimo da je vrijednost parametra Ord 3 ili je bliska ovoj vrijednosti za broj tacaka
mreze N = 210 do N = 2'5. Poveéanjem broja tacaka N = 26 i dalje, dolazi do smanjenja vrijednosti
parametra Ord, te ¢ak njegova vrijednost postaje i negativna. Ovakvo ponaSanje metode nije pozeljno i
moze se objasniti akumulacijom vrijednosti greske, koja je prisutna pri numerickom rjesavanju Cachyjevih
problema tipa (3) i sli¢nih.

U posljednjoj, Tabeli 6, su vrijednosti dobijene koristenjem (24) i mreze generisane sa (10). Ovo je
Runge-Kutta implicitna metoda drugog reda, vrijednost greske je O(h?), odnosno brzina konvergencije je
3. Dobijene vrijednosti su veée od 5 za broj tacaka mreze N = 2'° do N = 2'°, poveéanje broja tacaka
vrijednost parametra Ord naglo se smanjuje. Ovako velika odstupanja izracunatih vrijednosti od teorijskih
nisu ni u ovom slucaju pozeljna.

Na Slici 5 gore lijevo, su grafici ta¢nih i numerickih rjesenja za razli¢ite vrijednosti perturbacionog
parametra €. Sva numericka rjesenja su dobijena koristenjem N = 33 tacke. Sa grafika lako je uociti da se
smanjivanjem parametra € sloj suzava, odnosno da je promjena ta¢nog rjesenja koji odgovara tom dijelu
domena sve brza. Evidentno, tacke numerickog rjesanja su dobro rasporedene i u sloju, a to se postize
fleksibilnom konstrukcijom mreze. Sa druge strane na Slici 5 gore desno, predstavljeni su grafici ta¢nih i
numerickih rjeSenja. Ovaj put za racunanje numerickih rjesenja koristena je uniformna mreza. Nije tesko
uociti losu osobinu koristenja uniformnih mreza za numericko rjeSavanje problema (3) i njemu sliécnih. Naime,
smanjivanjem parametra €, uz koristenje istog broja tacaka mreze, sve je manji broj tacaka mreze u sloju,
odnosno rastojanje izmedu dvije tacke numerickog rjesenja postaje neprihvatljivo veliko.

I na kraju, na posljednjoj Slici 5 dole, predstavljeni su grafici ta¢nih i numerickih rjesenja za razlicite
vrijednosti parametra ¢ i broj tacka N = 33. Promjena parametra ¢ je veoma mala i na grafiku se ne mogu
uociti razlike izmedu tac¢nih rjeSenja. Medutim razlika izmedu numerickih rjesenja je velika. Na lijevo]
strani grafika, vidi se da nema dovoljno tacaka mreze u sloju i da su tacke numerickog rjeSenja previse
udaljene jedna od druge, te da je vrijednost greske velika (rastojanje tacaka numerickog rjeSenja od grafika
tacnog rjesenja). Sa desne strane grafika, situacija je loSija, poSto se pojavljuju oscilatorna rjesenja. Plavim
tackama predstavljeno je numericko rjesenje za ¢ = 27797% i ne mose se uociti sa grafika, da ovo rjesenje
odstupa od taénog u okolini x = 1. Zelenim tackama predstavljeno je numericko rjeenje za ¢ = 27715, sa
grafika je lako uociti da se posljednja izracunata vrijednost numerickog rjesenja (za = = 1 ) razlikuje od
vrijednosti tacnog rjeSenja—posljednja zelena tacka. I na kraju, posebno je kriti¢na situacija sa numerickim
rjeSenjem za ¢ = 277225 koje je predstavljeno ljubicastim tackama. Ovo numericko rjeSenje ima veoma
izrazeno oscilatorno ponasanje. Vrijednost greske je veoma velika i ovakvo numericko rjesenje je potpuno
neupotrebljivo, a samim tim njegovo ponasanje je potpuno neprihvatljivo. Eliminisanje ovakvih oscilatornih
rjeSenja je blisko povezano sa ispitivanjem stabilnosti metode.

Na osnovu testiranih primjera, mozemo zakljuciti da je uvodenje slojno—adaptivnih mreza dobra polazna
tacka za numericko rjesavanje Cauchyjevih problema tipa (3) i sliénih. Danas je ovo podrucje predmet inte-
zivnog istrazivanja i ono se odvija u nekoliko smjerova, aproksimacija izvoda prilagodena ovim problemima,
razvoj specificnih metoda kao i modifikacija slojno—adaptivnih mreza.

Literatura

[1] N.S. Bakhvalov, Towards optimization of methods for solving boundary value problems in the presence of boundary layers,
Zh. Vychisl. Mat. i Mat. Fiz., Vol 9, pp 841-859, 1969.



2]
(3]
(4]
(5]
[6]
[7]

(8]
(9]

(10]

V. Divkovié, L. Lukié, E. Memié, S.Karasulji¢c / EVOLVENTA (JAMTK) 6 (1) (2023) 46

W. Cheney, and D. Kincaid, Numerical Mathematics and Computing, Brooks/Cole-Thompson Learning, Belmont, USA,
2004.

W. Kutta, Beitrag zur naherungsweisen Integration totaler Differentialgleichungen, Zeit. Math. Phys., Vol.46, pp 435-453,
1901.

V. D. Liseikin, Layer Resolving Grids and Transformations for Singular Perturbation Problems, VSP BV, AH Zeist, The
Netherlands, 2001.

V. D. Liseikin, Grid Generation for Problems with Boundary and Interior Layers, Novosibirsk State University, Novosi-
birsk, 2018.

V. D. Liseikin, S. Karasulji¢, and V. I. Paasonen, Numerical Grids and High-Order Schemes for Problems with Boundary
and Interior Layers, Novosibirsk State University, Novosibirsk, 2021.

V.D. Lisejkin and V. E. Petrenko, The adaptive-invariant method for the numerical solution of problems with boundary
and interior layers, Novosibirsk: Vychislitel’nyj Tsentr SO AN SSSR, 1989.

C. Runge, Ueber die numerische Auflésung von Differentialgleichungen, Zenodo, 1895.

G. 1. Shishkin, Grid approzimation of singularly perturbed parabolic equations with internal layers, Sov. J. Numer. Anal.
M.Russian Journal of Numerical Analysis and Mathematical Modelling, Vol 3(5), pp 393-408, 1988.

R. Vulanovié, Mesh construction for discretization of singularly perturbed boundary value problems, Univerzitet u Novom
Sadu, 1986.



