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Sazetak: U ovom radu razmatrat ¢emo poznati problem magi¢nih poligona. Uocavanjem raznih pra-
vilnosti dat ¢emo eksplicitne formule za zbirove po stranicama magi¢nih poligona, ali i uociti da su
neka rjeSenja medusobno ekvivalentna. To ¢e nam omoguéiti da odredimo bar dva rjesenja magic¢nih
n-touglova, a pitanje ukupnog broja rjeSenja ostaje i dalje otvoreno. U zavrsnom dijelu su data dva algo-
ritma za konstrukciju i kédove u softwareu Wolfram Mathematica koji softverski pronalaze sve magi¢ne
n-touglove (n > 3), metodama pretrazivanja.

1. Uvod

U ”rekreativnoj” matematici, ¢itavu klasu problema (zadataka) imamo na motiv postavljanja brojeva
u odredenu Semu, tako da neka osobina bude zadovoljena. Jedan od poznatijih takvih problema jeste na
primjer problem magi¢nih kvadrata, to jest problem rasporedivanja n? brojeva u kvadrat podijeljen na n?
malih kvadrata, tako da sume brojeva po vrstama, kolonama i dijagonalama budu jednake. U ovom radu
¢emo se upoznati sa jednim od takvih problema zvanih magi¢ni poligoni. Postoje razne vrste problema koje
nose isti naziv magicéni poligoni, naprimjer kao u [6]. Mi ¢emo se ovdje upoznati sa formom problema koji
je uveo Trotter ([1]).

Terrel Trotter Jr je 1972. godine objavio rad [1] o magi¢nim trouglovima, a zatim 1974. godine objavljuje
i rad pod nazivom ”Perimeter Magic Polygons” [2] u kome poopstava problem generalno na proizvoljne
mnogouglove koje ¢emo zvati magicni poligoni. U svojim radovima on posmatra moguénost da se izmedu
vrhova postavi i viSe od jednog broja. Poznate su i konstrukcije u kojima se rasporeduje 2n + 1 brojeva,
pri ¢emu se jedan broj postavlja u centar kruznice opisane oko pravilnog n-tougla, i pri tome se zahtijeva
da sume brojeva na stranicama i dijagonalama budu iste (vidjeti [5]). Mi ¢emo posmatrati slu¢aj u kojem
izmedu dva vrha mnogougla postavljamo jedan broj.

Definicija 1. Pod magi¢nim n-touglom podrazumijevamo pravilan, konveksan n-tougao kome su vrhovi i
sredine stranica numerisani razli¢itim prirodnim brojevima od 1, ..., 2n, tako da su zbirovi brojeva na svakoj
stranici (suma brojeva u dva vrha i broja izmedu njih) medusobno jednaksi.
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Slika 1: Primjeri magi¢nih n-touglova.

Ocigledna je stvar da ako magiéni n-tougao zarotiramo (centar rotacije je centar opisanog kruga mnogo-
ugla), ponovo dobijamo magi¢ni n-tougao. Analogno, ako magi¢ni n-tougao osno simetri¢no preslikamo (osa
simetrije je prava koja dijeli n-tougao na dva podudarna dijela) opet imamo magiéni n-tougao. Ako se neki
magi¢ni n-tougao dobije rotacijom ili osnom simetrijom od nakog magi¢nog n-tougla jasno je da se suma po
stranicama ne mijenja i pri tome oznake vrhova prelaze u oznake vrhova, a oznake stranica prelaze u oznake
stranica. Za tako dobijeni magic¢ni n-tougao reé¢i éemo da je ekvivalentan polaznom magi¢nom n-touglu, a
za takva rjeSenja kazemo da su ekvivalentna.
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Slika 2: Ekvivalentni magi¢ni mnogouglovi.

Ozna¢imo sa v; (i = 1,2,...,n) vrhove, a sa s; (i = 1,2,...,n) sredine stranica pravilnog konveksnog
n-tougla redom, pocevsi od proizvoljno izabranog vrha. Ako je posmatrani mnogougao magic¢an, tada vrijedi

’U1+51+U2:M7
v2 + 82 +v3 =M,

Vi + 8 + viy1 = M, (1)

Up - U3
Sp 52 Up—1+ Sp—1 + Uy = ]\47
Un +Sp+v1 =M
v 51 Vo n n 1 )

gdje je M € Ni predstavlja sumu po stranicama magi¢nog mnogougla. Ako od ovog magi¢nog mnogougla
formiramo novi mnogougao tako $to mu vrhove ozna¢imo sa v, = 2n+ 1 —wv; (i =1,2,...,n) i stranice sa
st=2n+1-s; (i=1,2,...,n), onda za takav mnogougao kazemo da je dualan polaznom mnogouglu.
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Teorem 1.1. Dual magicénog n-tougla je opet magiéni n-tougao.

Dokaz: Neka suwv; is; (i =1,2,...,n) vrhovi i stranice magi¢nog n-tougla ¢ija je suma po stranicama M.
Za proizvoljno i € {1,2,...,n — 1} u dualnom mnogouglu vrijedi,

Vit sitv g =2n+1—-vi+2n+1—s;+2n+1—v;11 =6n+3— (v; +8;+vi41) =6n+3—M=M.

Takode je
v, + s, +vp=6n+3—M=M"

Dakle, zbirovi po stranicama su konstantni i jednaki. Jasno je da zbog razli¢itosti brojeva v; i s; imamo
razli¢itost i brojeva v} i s, (i =1,2,...,n). Prema tome, novodobijeni mnogougao je magican. [J

Dualni magi¢ni mnogougao nije posljedica ni rotacije ni simetrije (primjetimo da se sume po stranicama
dualnih magiénih mnogouglova razlikuju), te je kao takav neekvivalentan polaznom magi¢nom mnogouglu.

2. Suma po stranicama magi¢nog n-tougla

U pronalazenju ”magic¢nosti” zadatog n-tougla kljuénu ulogu igra odredivanje sume po stranicama M.
Jasno je da broj M ne moze imati bilo kakvu vrijednost, a o tome govori naredno tvrdenje.

Teorem 2.1. Neka je M zbir na stranici magicnog n-tougla. Tada vrijedi

5 3 ™m+3
n—+ <M< n+ . 2)
2 2
Dokaz: Neka su v; i s; medusobno razli¢iti brojevi na vrhovima i stranicama magi¢nog n-tougla, pri cemu
suvg,s; € {1,2,...,2n} (i =1,2,...,n). Oznac¢imo sa V sumu svih vrhova i sa S sumu svih sredina stranica

magi¢nog n-tougla, to jest V=v; +vo+ ... +v,15 =381 +82+ ...+ s,. Ako saberemo sve jednakosti u
(1), dobijamo da vrijedi

214 vat...+vn)+(s1+s24+...+8y)=nM — 2V+S5=M. (3)
S druge strane, kako su v;, s; € {1,2,...,2n} tada mora da vrijedi
2n(2 1
V+S=1+2—|—...+2n:%:n@n—i—l). (4)

Iz jednacina (3) i (4) dobijamo

V=n(M-2n-1) (5)
S=n(dn+2-M) (6)

Najmanja vrijednost sume vrhova se ima ako vrhove numeriSemo sa prvih n brojeva, a najveéa vrijednost
se ima ako numeraciju izvrsimo brojevima od n + 1 do 2n. Koristeéi se ovim i sa (5) imamo,

1424+...+n<V<(n+1)+n+2)+...+2n,

1 3 1
WTHS,%(M_%_USM%)’
on+ 3 <M< 7n+3.

2 - - 2

Kako M mora biti prirodan broj i zbog osobina funkcija floor i ceiling, zaklju¢ujemo da vrijedi (2). O

U gornjem smo se posluzili dvjema specijalnim funkcijama. Prva je funkcija |z (¢itamo floor od x),
koja predstavlja najvedi cijeli broj manji ili jednak od z, a druga je [x] (Citamo ceiling od x) i predstavlja
najmanji cijeli broj vedi ili jednak od z. Na primjer

23] =2, [-15] =-2; [23] =3, [-1.5] = —1.



A. Guozden, N. Okici¢ / EVOLVENTA (JAMTK) 6 (2) (2023) 5
Koristeéi se Teoremom 2.1 imamo na primjer,

n=3 ; 9<M<12
n=4 ;12< M <15
n=5;14<M<19
n=6 ; 17< M <22
n=7;19< M <26
n=8 ;22< M <29
n=9 ; 24 <M <33, itd.

Naravno, to ne znaci nuzno da za svaki M mora postojati n-tougao sa tom magi¢nom sumom. Prvi primjer
te pojave je kod petouglova jer ne postoji magi¢ni petougao sa zbirom brojeva na stranicama jednakim 15.
Oznac¢imo sa M,, sumu po stranicama magi¢nog n-tougla (n > 3). Prema Teoremu 2.1 je M/ < M,, < M/,
gdje je M) = [2%83] i M)/ = | T3 | Uocimo da vrijedi,

1. Ako je n paran broj:

M A = {7(n+1)+3J B VnJrsJ
n+1 n

2 2

T2 2 2
™m

™
= — —— —1=4.
2+5 2

2. Ako je n neparan:

Mg V(HHH?)J - {7n+3J
n+1 n

2 2
[
:7(n2+1)+1_7(n2+1)+2:3

Kako vrijedi

MY — {7n+3J _ {Sn—n—l—SJ — {S—nJ’

2 2

onda je

M,Q+1—M;;:4(n+1)+f;”J—4n—f’;”J. (7)

Posmatrajmo izraz L%J — L%J U zavisnosti od parnosti mogu nastupiti dvije situacije:

Ako je n paran broj, tada je

S i B B O B O

Ako je n neparan, to jest n = 2k + 1, tada je

{2;%_{3;% _ {2—2;—1_{3—2;—1 _ {1_,“_;J_U_kj:1_k_1_(1_k)=—1.
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Dakle, mozemo pisati

][ s

Stavljajuéi ovo u (7) dobijamo,

1
Ml =M =4= S (1+(-1)") , n 23 (8)

Sumirajuéi jednakosti iz (8) dobijamo,

|
w

n

Myl = My =4(n —2) - 1+ (=D") . n=3, (9)

N =
Il
o

i
a kako je MY = 12, dobijamo eksplicitnu formu gornje granice za magi¢ne sume po stranicama,

n—3
1 )
M,’{H:12+4(n—2)—5 (1+(-1)").

%

Il
o

Kako je jos

|
w

n

(1+ (—1)i) =n—-2+ % (1+ (_1)n+1) ’

@
I
=

mozemo dati naredno tvrdenje.

Teorem 2.2. Za proizvoljno cjelobrojno n > 3 gornja granica za magicnu sumu n-tougla je data sa

m+3 1 "
(R (10)

Na potpuno analogan na¢in za gornju tvrdnju se pokazuje da vrijedi i naredno tvrdenje.

"no_
M, =

Teorem 2.3. Za proizvoljno cjelobrojno n > 3 donja granica za magié¢nu sumu n-tougla je data sa

, _n+3 1 n
My = =5+ 7 (L+(=)"). (11)

Na osnovu ova dva tvrdenja Teorem 2.1 mozemo iskazati u preciznijoj formi.

Teorem 2.4. Neka je dat pravilan, konveksan n-tougao (n > 3). Za magiénu sumu po stranicama vrijedi

on+3 1 m+3 1
2

S (1 () S M, <

Teorem 2.5. Neka je n > 3 proizvoljan cijeli broj. Neka su k' i k" magicne sume po stranicama, takve da
je M), <k <K' <M}, gdje su M/ i M]' gornja i donja granica za magicne suma po stranicama. k' i k"
su dualne magicne sume ako i samo ako vrijedi

E'=6n+3—-k.
Dokaz: Neka su k' i k¥ dualni zbirovi po stranicama. Iz definicije dualnosti tada imamo da je
k// — v;/ _"_ S// +’U7{/_,’_1
=2n+1—-vi+2n+1—-s+2n+1-v,

=6n+3— (v +5 +0v,,)
=6n+3—k.
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Obrnuto, neka za cijele brojeve k' i k” izmedu gornje i donje magi¢ne sume vrijedi k” = 6n + 3 — k’. Ako
je k' suma po stranicama, to jest &' = vj + s’ + v, tada je

E'=6n+3—K
=2+1-vi+2n+1—-5+2n+1-v,
=v; + 5"+ 0.
Dakle, k" je dualna suma po stranicama. [

Nije tesko vidjeti da za proizvoljno cjelobrojno n > 3, M/, i M/ su dualni zbirovi. Zaista, na osnovu
Teorema 2.3 i Teorema 2.2 imamo

M+ M, = 7“;3—i(1+(—1)”)+5”;3+i(1+(—1)")
_™m+3  5n+3
=T T3
=6n+ 3,

pa na osnovu Teorema 2.5 zakljuéujemo da su M, i M, dualne sume.

3. Pronalazenje bar dva rjeSenja

Kao posljedicu Teorema 2.5 smo dobili da su M/, i M/’ dualne sume. Ostaje pitanje da li su to ”magic¢ne”
sume, to jest da li za te sume postoje rjeSenja magi¢nog n-tougla?
Neka je zadata n-tougao, gdje je n neparan broj. Posmatrajmo sljedeéi algoritam:

K1: Numeris$imo proizvoljan vrh n-tougla sa v; = 2n.

K2: Kretuéi se u smjeru suprotnom od kazaljke na satu, preskacemo susjedni vrh (obiljezen ili ne) i nu-
meriSemo naredni vrh sa 2n — 1.

K3: Ponavljamo korak K2 dok ne numerisemo sve vrhove sa 2n — i, i =2,3,...n — 1.

K4: Nakon zadnjeg numerisanog vrha numeriSemo prvu narednu sredinu stranice u smjeru suprotnom od
kazaljke na satu, sa n.

K5: U smjeru kazaljke na satu numeriSemo redom ostale sredine stranica san — 1 do 1.
Ocigledno, primjenjujuéi gornji algoritam, za n = 2k + 1 (k € N) imamo da vrijedi
Vi —Viqe =1 za i=1,2,...,n—2 idaje v, —v1 = —k.

Nije tesko vidjeti da ¢e tada vrijediti,

ko =246, 2%—2 »nou="k

k+1 ; i=1,3,5,...,2k—1
UV — Vg1 = 4

Izrazimo li gornju jednakost na drugaciji nacin, to jest

1 2k+1
Vi = Vip1 = 5 —

2 2

(-1, i=1,2,3,...,n—1
dobijamo eksplicitnu formulu za numerisanje vrhova datog n-tougla,

1 .
vi+1:vi—§(1—n(—1)z) ,i=1,23....n—1 i v; =2n. (12)
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Koristeéi se formulom (12) ili analizom datog algoritma, jednostavno se je uvjeriti da vrijede sljedede
formule za numeraciju vrhova i sredina stranica n-tougla, kada je n = 2k + 1 (k € N).

_ 2n—m Coi=2m+1 o
Uz‘{Zn—(k‘—l—m) :i=2m ,1=2,3,...,n ; vy =2n. (13)
si=i+1,i=1,2,....n—1 ; s,=1. 12

Vratimo se sada na pitanje da li ovaj algoritam daje magi¢ni n-tougao. Neka su v; i v;41 vrhovii s;
sredina iste stranice posmatranog n-tougla. Bez umanjenja opstosti neka je i paran broj, to jest i = 2m i
po polaznoj pretpostavci o neparnosti neka je n = 2k + 1. Na osnovu formula (13) i (14) imamo,

vitsi+vipi=2n—(k+m)+2m+1+4+2n—m

=4dn—k+1
-1
:4n—n +1
_ ™ +3
=

Kao prvo, uocavamo da je gornja suma neovisna o indeksu i, te zakljucujemo da ¢ée sume po bilo kojoj
stranici datog m-tougla biti jednake. Dakle, algoritam daje magi¢ni mnogougao i on predstavlja jedno
rjeSenje problema za neparne n.

Kao drugo, uoc¢imo da dobijena magiéna suma po stranicama nije nista drugo do M iz Teorema 2.4.
Ovo nam obezbjeduje i drugo rjeSenje problema, a koje dobijamo pravljenjem duala od rjesenja dobijenog
gore navedenim algoritmom. Sta viSe, magi¢na suma po stranicama ovog dualnog rjesenja je upravo M) jer
je dualna suma od M,/ suma M.

Algoritam za minimalni magi¢ni n-tougao (suma po stranicama jednaka M) za paran n je nesto kom-
plikovaniji. Sljede¢a konstrukcija je preuzeta iz [4] i [3]. Neka je suma po stranicama M = 2%t (p je paran,
pa osnovu Teorema 2.4 je M = M]). Razmatrat ¢emo dva algoritma, jedan za n = 0 (mod 4) i drugi za
n=2 (mod 4).

Zan =0 (mod 4), odaberimo proizvoljan vrh i redajmo brojeve na vrhovima n-tougla u smjeru kazaljke
na satu (smjer i nije toliko vazan jer redanjem u suprotnom smjeru dobijamo ekvivalentno rjesenje)

3
[ ] 1-)577/—)2,

n n n 3 n 3 n
o2—>5—)3—>§+1—>4—>...—>Z—l—>1n—3—>1—>1n—2—>1+1,

ﬁ+1*>§ ~>§ flﬁé +1
1 A" R

=W

3
° 7n—|—1—>2—1—2—)Zn+2—>%+3—>...—>n—3—>g—Q—>n—2—>g—1—>n—1.

Zan =2 (mod 4), redajmo vrhove na sljedeé¢i nacin,

1—>§n—>2,
2

n n n+2 3n+2 n -+ 2 3n+2
2= = —+1—=4—... -1 — -2
. —>2—>3—>2+ — 4 — — 1 — 1 3 — 1 — 1 ,
3n+2 2H3n+2%3n+2 1%n+2+1
° _ _
4 4 4 4 ’
2 3 2 2 3 2
'nl_ +1— nt —|—1—>n+ +2 = nt +2—>...—>%—2—>n—2—>n—2—>%—1—>n—1.
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Prateéi prethodno dobijamo eksplicitno koji su brojevi na vrhovima poligona:

e Ako je n =0 (mod 4)

ol i=1,3,....,%+1
o i=2
V; = n;ﬂ 1_4,6,...,%
u2 i=2422+4,....n
nti—=1  ; _
ntizl =243 245...,n—1
e Ako je n =2 (mod 4)
2l i=1,3,...,%
o i=2
nEHZ i =4.6,...,% -1
vi= Qe =241
%3 i=2422+4,...,n-1
i =243,2+5,...,n—2
242 i=n.

Da li ovi algoritmi daju magi¢ni n-touguao? To ¢emo pokazati tako Sto pokazemo da su s; dobiveni
on +4

formulom s; = M —v; —v;y41 = — v; — v;41 medusobno razliciti i nalaze se izmedu 1 i 2n.

Za slucaj n = 0 (mod 4), koristeéi se navedenom formulom dobijamo da su brojevi na stranicama

4
5"; —1—37” i=1
m+4  3n .
2 —?_2 Z:2
Sn+4 §+2 F+2+42 n
_ _ i=1
5n2—&-4 n—%—Q 2 )
5 " 3 -1 t=n
STyt 4 iFl on+i+l 3 I
_ _ i = oon
9 ) s Yy 1)
n+4 n+i i—l—% 46 n
_ _ i = n
2 2 2 M 72
5 4 i+2 '
”; —“; —”;Z P=2 42,244, =2
on+4 n+i—-1 143 o "
9 — 9 — D) Z:§+3,§ 4,..,7’7/—1,
to jest
n+1 i=1
n 1 =2
si=<2n—1 =5 +1
2n 1=
2n+1—i i=3,4,56,...,5-1,5,5+2,...n— 1.

Jasno je da je 1 < s; < 2n i jednostavnom provjerom nije tesko uociti da je v; # v; # s; # s; za proizvoljne
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i # j. Analogno bi se pokazalo da za n = 2 (mod 4) vrijedi

n+1 =1
n =2
. %)n =5
U (L A |
2
2n—1 1=n
m—i i=34,56.. ., 0-1,2+1,..n-2,

i vidimo takoder da vrijedi 1 <'s; < 2n i v; # v; # s; # s; za proizvoljne ¢ # j.

4. Algoritmi za nalazenje magic¢nih poligona

Magi¢ne n-touglove ¢emo traziti ”brute force” algoritmom.
Na osnovu prethodnog vidimo da je za pronalazenje magi¢nog n-tougla dovoljno odrediti sve takve sa zbirom
na stranicama koji zadovoljava

[5n+3—‘ <M< [5n+3—‘ +1 ({7n+3J 3 {5n+3w>

2 -~ 2 2 2 2

jer preostale dobijamo preko dualnosti. Koristeéi se dualnoséu mozemo zakljuciti da ako ne postoji magicni
petougao sa zbirom na stranicama 15, tada ne moze postojati ni petougao sa zbirom 18 jer su jedan drugom
duali.

Jedna ideja je da za n-tougao sa zbirom na stranicama M najprije nademo sve mogucée vrhove koristeéi se
(3). Ova nam formula daje §ta je zbir svih brojeva na vrhovima, pa mogudée vrhove nalazimo kao razlaganje

broja M na zbir n razli¢itih prirodnih brojeva. Pretragu vrsimo nad svim permutacijama moguéih vrhova.
Implementacija navedenog alogritma je data u Implementacija 1.

Implementacija 1: Brute force metoda

(*Ulaz broj vrhovax)

n =25;
(xFunkcija za provjeru ekvivalentnih x)
simrot[ listajed- , listadva_] :=

Module[{i, j, priv, n = Length[listajed |},
priv. = Join[ listadva , listadva |;
For[i =0, i <= Floor[(n — 1)/2], i++,
If [ listajed == Table[priv[[j]], {j, 1 +2i, n+2i}],
Return[True]];
If [ listajed ==
Join[{ priv [[1 + 2 i]]},
Table[priv [[j]], {j, n+2i, 2 i 4+ 2, —1}]], Return[True ]];];
Return[False ]];
(xFunkcija za razlaganje M u n razlicitih sabiraka*)
particija [V_, k-, n_] := Module[{it},
If [k == 1, Return[{{V}}],
Return|
Join|[Table[
Map[Join[{it}, #] &, particija [V — it, k — 1, it ]|, {it,
Ceiling[(—k + k™2 + 2 V)/(2 k)],
Min[(k — k"2 + 2 V)/2, n — 1]}]] // Catenate ]];];
magntouglov = {};
(xGlavna petlja po zbiru na stranicamasx)
For[M = Ceiling[(5 n + 3)/2],
M <= Ceiling[(5 n + 3)/
2] + (1/2) (Floor[(7 n + 3)/2] — Ceiling[(5 n + 3)/2]), M++,

7 (xKonstruisanje vrhovax)

V=nM=2n-1)
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mogvrhovi = particija [V, n, 2 n + 1];
For[i = 1, i <= Length[mogvrhovi], i++,
ntouglovi = {};
vrhovintougl = Permutations[mogvrhovi[[i ]]];
(* Konstruisanje magicnih poligonax)
For[j =1, j <= Length|[vrhovintougl], j++,
AppendTo[ntouglovi,
Table[ If [Mod[i, 2] == 1, vrhovintougl[[j, (i + 1)/2]],
M — vrhovintougl[[j, i/2]] — vrhovintougl[[j, i/2 + 1]]]. {i,
1, 2 n—1}]]

For[j = 1, j <= Length[ntouglovi], j++,
AppendTo[ntouglovi[[j ]].
M — ntouglovi[[j, 2 n — 1]] — ntouglovi[[j, 1]]]
I
For[j = 1, j <= Length[ntouglovi], j++,
If[AllTrue [ ntouglovi [[j ]], (1 <= # <=2n) &],
If [DuplicateFreeQ[ ntouglovi [[ j ]]].
AppendTo[magntouglov, ntouglovi[[j]]]
lIBHBE
(* Izbacivanje ekvivalentnih medju njimax)
kraj = Length[magntouglov];
For[i =1, i <=kraj — 1, i++,
For[j =i + 1, ] <= kraj, j++,
If [simrot [magntouglov([[i ]], magntouglov[[j ]]].
magntouglov = Delete[magntouglov, j];
kraj = kraj — 1;
i=i-1

(xDodavanje dualnih ntouglovax)
kraj = Length[magntouglov];

y For[i =1, i <= kraj, i++,

AppendTo[magntouglov,
Table[2 n + 1, {i, 1, 2 n}] — magntouglov([i ]]]:];

53 magntouglov

11

Ova implementacija uzima n kao Ulaz, $to je broj vrhova, a kao izlaz izbacuje listu magntouglovi magic¢nih
n-touglova kao liste 2n brojeva {v1, 1, v2, S2, ..., Un, S, }. Najprije je uvedena funkcija simrot, kod (*Funkcija

za provjeru ekvivalentnih*) koja provjerava da li je jedan n-tougao ekvivalentan drugom n-touglu. Uvedena

je 1 funkcija particija, kod (*Funkcija za razlaganje M u n razlicitih sabiraka®) koja nam daje sve moguée

nacine da se V napiSe kao zbir & razli¢itih brojeva ne veéih od n. Algoritam je sljededi

e (*Glavna petlja po zbiru na stranicama*) Glavna petlja ide po zbiru brojeva na stranici M, ¢ije granice

znamo na osnovu Teorema 2.4. Ne idemo po svim jer ¢emo dodati dualne na kraju algoritma.

(*Konstruisanje vrhova™) Za zbir na stranici M, nadimo sve moguée vrhove kao particiju zbira vrhova
V koju dobijemo pomoéu formule (5), a zatim napravimo listu svih moguéih permutacija svakog od
njih.

(*Konstruisanje magicnih poligona™) Zatim konstruiSemo n-touglove tako §to dopunimo sredine stra-
nica formulom M — v; — v; + 1. Provjeravamo da 1li su dati n-touglovi magi¢ni n-touglovi, to jest
provjeravamo da li su poredani razli¢iti brojevi od 1 do 2n, i na kraju ubacujemo u listu magntouglov.

(*Izbacivanje ekvivalentnih medju njima*) Izbacujemo sve one koje su medusobno ekvivalntni, koristeéi
se funkcijom simrot.

(*Dodavanje dualnih ntouglova*) Dodamo preostale dualne magiéne n-touglove u nasu konac¢nu listu
magntouglov.

Druga ideja za pretragu jeste da se nadu sve moguce stranice, to jest da nademo sve moguce razlicite
trojke brojeva iz skupa {1,2,...,2n}, a zatim da magi¢ne n-touglove nalazimo spajanjem tih stranica ¢ije
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vrhove i sredine numeriSemo prema nadenim trojkama brojeva. Kod je dat u Implementacija 2. Ova
implementacija uzima n kao ulaznu veli¢inu, to je broj vrhova, a kao izlaz izbacuje listu svintouglovi magi¢nih
n-touglova kao liste od 2n brojeva u formi {v1, $1,v2, S2, ..., Un, $p} (brojevi pridruzeni vrhovima i sredinama
stranica).

Implementacija 2: Stranica po stranica metoda

1 n=5;

2 (xFunkcija za provjeru ekvivalnetnih )

3 simrot[ listajed_ , listadva_] :=

4+ Module[{i, j, priv, n = Length[listajed ]},

5 priv. = Join[ listadva , listadva |;

¢ For[i =0, i <= Floor[(n — 1)/2], i++,

© If[ listajed == Table[priv[[j]], {j, 1 +2i, n+2i}],

8 Return[True]];

9 If [ listajed ==

10 Join[{ priv [[1 + 2i]]},

11 Table[priv [[j]], {j, n+2i, 2 i + 2, —1}]], Return[True ]];];

12 Return[False]]

svintouglovi = {};

14 (xGlavna petlja %)

5 For[M = Ceiling[(5 n + 3)/2],

16 M <= Ceiling[(5 n + 3)/

7 2] + (1/2) (Floor[(7 n + 3)/2] — Ceiling[(5 n + 3)/2]), M++,

15 stranice = Table[{}, {i, 1, 2 n}];

9 ntouglovi = {};

20 (*Generisanje stranica )

. For[j =1,j <=2n—1, j++,

2 Forlk =j 4+ 1, k <=2n, k++,
FljI=M—j—k&&Kk!=M—j—k&&1<=M—j—k&&

! M—j—k<=2n,

5 AppendTo[ntouglovi, {j, M — j — k, k}];

26 AppendTolstranice[[j ]], {j. M —j —k, k}];

27 AppendTo([stranice[[k]], {k, M —j —k,j }LL]L

28 (% Konstruisanje prvih n—1 stranicax)

20 For[i =1,i <=n—2,i++,

30 novintouglovi = {};

31 For[j = 1, j <= Length[ntouglovi], j++,

32 For[k = 1, k <= Length([stranice[[ntouglovi [[j, 2 i + 1]]]]]. k++,

33 kand =

34 Join[ ntouglovi [[j ]], {stranice [[ ntouglovi [[j, 2 i + 1]], k, 2]],
35 stranice [[ ntouglovi [[j, 2 i + 1], k, 3]}

36 If [DuplicateFreeQ[kand], AppendTo[novintouglovi, kand []];];

37 ntouglovi = novintouglovi ;];

3s (x Konstruisanje n—touglax)

30 novintouglovi = {};

10 For[j =1, j <= Length[ntouglovi], j++,

i1 If[1 <= M — ntouglovi[[j, 1]] — ntouglovi[[j, 2 n — 1]] <= 2n,
42 kand =

Append|[ntouglovi[[j ]],

14 M — ntouglovi[[j, 1]] — ntouglovi[[j, 2 n — 1]]];

45 If [DuplicateFreeQ[kand], AppendTo[novintouglovi, kand ]];];];
6 ntouglovi = novintouglovi;

7 (* Izbacivanje medjusobno ekvivalentnihx)

s kraj = Length[ntouglovi];

o For[i =1, i <=kraj — 1, i++,

50 For[j =i+ 1, <= kraj, j++,

51 If [simrot [ ntouglovi [[ i ]], ntouglovi [[] ]]].

52 ntouglovi = Delete[ntouglovi, jI;

5 kraj = kraj — 1;

54 i=i— LI

55 (*Dodavanje ukupnom rjesenjux)

56 AppendTo[svintouglovi, ntouglovi]

J

s svintouglovi = svintouglovi // Catenate;
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o

o (xUbacivanje dualnih ntouglovax)

60 kraj = Length[svintouglovi ];

51 For[i =1, i <= kraj, i++,

62 AppendTo[svintouglovi,

63 Table[2 n + 1, {i, 1, 2 n}] — svintouglovi [[i ]]];];
64 svintouglovi

13

Najprije je uvedena funkcija simrot kod (*Funkcija za provjeru ekvivalentnih*) koja provjerava da li je

jedan n-tougao ekvivalentan drugom n-touglu. Algoritam je sljedeéi

(*Glavna petlja po zbiru na stranicama™) Glavna petlja ide po zbiru brojeva stranici M, ¢ije granice
znamo na osnovu Teorema 2.4. Ne idemo po svim jer ¢emo dodati dualne na kraju algoritma.

e (*Generisanje stranica™) Najprije za M se generiSu sve mogude stranice. Te stranice pohranjujemo u
listu stranice i u listu ntougao, kao pocetne iteracije za nase n-touglove. Biramo samo one stranice
koje su moguée da se nadu u magi¢nom n-touglu.

e (*Konstruisanje prvih n-1 stranica™) Zatim konstruiSemo jos n — 1 stranicu. Svakom u listi ntougao
pridrzimo sve moguce stranice sa desna, tako da zadnji element u n-touglu je isti kao prvi element u listi
koji predstavlja stranicu. Svi takvi validni se pohranjuju u ntougao i ponovo ponavljamo postupak,
gdje pod validnim podrazumijevamo da imaju razli¢ite brojeve od 1 do 2n.

¢ (*Konstruisanje n-tougla®) Zatim konstruiSemo n-tougao tako Sto pridruzimo posljednji broj s,. Iz
bacujemo ga ako nije validan.

e (*Izbacivanje medjusobno ekvivalentnih*) Izbacujemo sve one koje su medusobno ekvivalentni, ko-
risteéi se funkcijom simrot.

e (*Ubacivanje dualnih ntouglova™) Dodamo preostale dualne magi¢ne n-touglove u nasu konacénu listu
magntouglov.

U Tablici 1 i Tablici 2 su dati svi magi¢ni petouglovi i Sestouglovi. Dobijamo i da magi¢nih sedmouglova

ima 128, dok magi¢nih osmouglova ima 282.

R.Br | Poligon {v1, $1,v2,...} Suma na stranici
1. [56,3010,1,948,27 14
2. 19,2,5,10,1,8,7,6,3,4 16
3. 10, 2,4,9,3,6,7,8,1,5 16
4. 2,9,6,1,10,3,4,5,8, 7 17
5. 1,9,7,2,8 5,4, 3,10, 6 17
6. 6,5,8,1,10,2,7,3,9,4 19

Tablica 1: Magiéni petouglovi
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R.Br. Poligon {v1, $1,v2,...} Zbir na stranici
1. 7,4,6,8,3,12,2,10,5,11, 1,9 17
2. 7,4,6,10,1,11,5,9, 3,12, 2, 8 17
3. 19,6 212 3 10,4,8, 5, 11, 1,7 17
4 10,35 11,2, 12,4,6,8,9, 1, 7 18
5. |11, 1,7,9, 3,12, 4,10, 5, 8, 6, 2 19
6. | 11,26, 12 1,10,8,4,7,9,3, 5 19
7. |11, 1,7,10,2,8,9,6,4, 12, 3,5 19
8. |11,5,3,12,4,6,9,2,8,10, 1, 7 19
9. 12,2,5,6,8 10,1,11,7,9,3, 4 19
10. |12,2,5,11,3,9,7, 4,8, 10, 1, 6 19
1. |2 12,6,4,10,1,9, 3,8, 5,7, 11 20
12. |2, 11,7,1,12, 35,9, 6, 4 10, 8 20
13. [2,12,6,3,11,5,4,7,9, 1, 10, 8 20
4. |2,8,10,1,9,7, 4,11, 5, 3, 12, 6 20
15. 1,11,8,7,5,3,12, 2,6, 4, 10,9 20
16. |1,11,8,2,10,4,6,9,5,3,12, 7 20
17. | 3,10,8,2,11,1,9,7, 5,4, 12, 6 21
18. [6,9,7,5 10,1,11,3,8, 2,12, 4 22
19. | 6,9,7 3,12, 2,8, 4,10, 1, 11, 5 2
20. | 4,711, 1,10,3,9,5,8, 2,12, 6 22
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