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Sazetak: U ovom radu izloZeni su po dva dokaza teorema za kombinacije bez i sa ponavljanjem. Pri-
mjena ovih teorema je data kroz rjesenja nekih kombinatornih zadataka namijenjenih za ucenike srednje
gkole.

1. Opéenito o kombinatorici

Kombinatorika je matematicka disciplina koja uglavnom proucava konacne skupove i strukture. Od davnina
su se matematicari bavili problematikom prebrojavanja elemenata konacnih skupova, sto danas predstavlja
samo jedan od vidova kombinatorike [4]. Rije¢ kombinatorika dolazi od rije¢i kombinacija, a ova od lat.
rije¢i combinare Sto znaci slagati.

Kombinatorika je nastajala postepeno, a svoje korijene vuce iz zabavne matematike, zagonetki, igara, a
posebno sa pocecima razvoja teorije vjerovatnoée u 17. vijeku (v. [1, 5]).

Danas je kombinatorika veoma vazna grana matematike i njezin uticaj i na samu matematiku i na ostale
nauke neprestano raste. U srednjoskolskoj matematici je koristimo najcesée pri prebrojavanju skupova, ¢iji
elementi mogu biti razli¢iti objekti, strukture ili pojave. Rezultati iz kombinatorike se danas primjenjuju i
u mnogim drugim naukama koje na prvi pogled nemaju mnogo veze sa matematikom, kao $to su genetika,
hemija, ekonomija, medicina.

Vazni i zanimljivi rezultati, moc¢ne tehnike i metode rjeSavanja problema sa gotovo neiscrpnim moguénostima
primjena su neke oblasti kombinatorike (teorija grafova, algebarska kombinatorika, kombinatorna geometrija,
diskretna geometrija,...) pretvorili u atraktivne i samostalne matematicke discipline [3].

Kombinatorika se pretezno bavi razmjestanjima objekata zadanog kona¢nog skupa u izvjesne konfiguracije
(3eme). Najéesée tu imamo tri tipa problema:

o Egzistencija razmjestaja. Ako zelimo razmjestiti objekte nekog skupa na naéin propisan nekim uslo-
vima, prvo Sto se pitamo jeste da li uopcée postoji takav razmjestaj. Ako razmjestaj nije uvijek mogué,
pitamo se dalje, koji su potrebni i dovoljni uslovi za postojanje razmjestaja zadanog tipa.

e Prebrojavanje i klasifikacija razmjestaja. Ako je odredeni razmjestaj mogué, pitanje je na koliko se
nacina on moze postiéi ili kako to razmjestanje klasificirati u odredene tipove.

e Proucavanje poznatih razmjestaja. Nakon §to je dokazana egzistencija i izvedena konstrukcija raz-
mjestaja koji zadovoljava odredene uslove, moze se pristupiti pruc¢avanju njegovih zakonitosti i struk-
ture.

Ciljna skupina: srednja Skola
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Ucenici u srednjoj skoli pod pojmom kombinatorika podrazumijevaju varijacije, permutacije i kombinacije.
U ovom radu mi ¢emo posebnu paznju posvetiti kombinacijama bez i sa ponavljanjem, ali ¢emo prethodno
navesti neke definicije pojmova i rezultate koji ¢e nam trebati u glavnom dijelu rada, a koji ¢e upotpuniti
izlaganje osnovne teme ovog rada.

2. Osnove prebrojavanja, varijacije i permutacije

Dva najjednostavnija principa prebrojavanja su princip zbira i princip proizvoda.
Princip zbira pociva na ¢injenici da ako imamo konacan skup koji je unija viSe disjunktnih podskupova,
onda je broj njegovih elemenata jednak zbiru broja elemenata podskupova. Matematicki zapisano, ako je
A=U;_, Ax i1 A;NA; =0, onda je broj elemenata skupa A, u oznaci |A|, dat sa

n

Al =3 |4l

k=1

Princip proizvoda kaze da ako je neki skup jednak Dekartovom proizvodu nekoliko skupova, onda je broj
njegovih elemenata jednak proizvodu broja elemenata skupova koji ulaze u taj Dekartov proizvod. Mate-
maticki, ako je A = A; X A x -+ x A,, onda je

Al =TT 14kl -
k=1

Princip proizvoda se Gesto zove i pravilo (teorem) o uzastopnom prebrojavanju.
U ovom poglavlju ¢emo se jos prisjetiti pojmova varijacija i permutacija sa i bez ponavljanja, i formula
prema kojima se ra¢una njihov broj.

Definicija 2.1 (varijacije r-te klase bez ponavljanja od n elemenata). Neka skup S = {a1,as,...,a,}
ima n razlicitih elemenata. Uredena r-torka (ai,, iy, ..., 0;.), v < n, razlicitih elemenata skupa S zove se

varygacija T-te klase bez ponavljanja od n elemenata.

Teorem 2.2 (broj varijacija r-te klase bez ponavljanja od n elemenata). Broj svih varijacija r-te
klase bez ponavljanja od n elemenata dat je sa

n!

pri éemu jen! :=1-2---(n—1)-n (Gitaj n faktorijel) proizvod prvih n prirodnih brojeva i 0! := 1.
Dokaz: Prvi element a;, u uredenoj r-torci (a;,, a;,,-..,a;. ), r < n, moZemo izabrati na n nacina, drugi
element a;, mozemo izabrati na (n — 1) naéina, ..., r-ti element a;, mozemo izabrati na (n —r 4+ 1) naéina.
Sada na osnovu principa proizvoda slijedi da je:

nn—1)n-2)--n—r+H)(n-r)n—r—-1)---2-1 n!
VD =nn-1)(n—2)---(n—r+1) = = ,

" ( ) ) ) m—ry(n—r—1)---2-1 (n—r)!

§to je i trebalo dokazati. [
Definicija 2.3 (varijacije r-te klase sa ponavljanjem od n elemenata). Neka skup S = {a1,a2,...,a,}
ima n razlicitih elemenata. Uredena r-torka (aq,, a;,, . .., a;.) elemenata skupa S, pri cemu se elementi mogu

ponavljati, zove se varijacija r-te klase sa ponavijanjem od n elemenata.

Teorem 2.4 (broj varijacija r-te klase sa ponavljanjem od n elemenata). Broj svih varijacija r-te
klase sa ponavljanjem od n elemenata dat je sa
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Dokaz: Prvi element a;, u uredenoj r-torci (a;,, @i, - - ., a;, ) mozemo izabrati na n nagina, drugi element
a;, mozemo izabrati opet na n nacina, itd., r-ti element a; mozemo izabrati takoder na n nacina (jer je
dozvoljeno ponavljanje elemenata). Primjenom principa proizvoda zaklju¢ujemo da je broj varijacija sa
ponavljanjem dat sa

Definicija 2.5 (permutacije bez ponavljanja). Neka skup S = {a1,as,...,a,} ima n razlicitih eleme-
nata. Svaka uredena n-torka elemenata skupa S bez ponavljanja elemenata zove se permutacija skupa S bez
ponavljanja.

Teorem 2.6 (broj permutacija bez ponavljanja). Broj svih permutacija skupa S od n elemenata dat
je sa

P, =n!.
Dokaz: Prvi element mozemo izabrati na n nacina, drugi element mozemo izabrati na (n — 1) nacina, treéi
element mozemo izabrati na (n — 2) nacina, itd., n-ti element mozemo izabrati na (n — (n — 1)) = 1 nacin.
Na osnovu principa proizvoda je

P,=n-(n—1)---2-1=n!.
O

Primjedba 2.7. Primijetimo da se permutacije bez ponavljanja mogu smatrati varijacijama n-te klase bez
ponavljanja od n elemenata.

Definicija 2.8 (permutacije sa ponavljanjem). Neka skup S = {ai,as,...,an} ima m razlicitih ele-
menata. Svaka uredena n-torka elemenata skupa S, pri cemu se element a; ponavlja ki puta, element as
ponavlja ko puta,. .., element a,, ponavlja k., puta, i k1 + ko + - - - + k., = n, zove se permutacija skupa S

sa ponavljanjem.

Teorem 2.9 (broj permutacija sa ponavljanjem). Broj svih permutacija skupa S sa ponavljanjem dat
je sa

Pk17k27---;k7n — n!
n T gl - Foy]

Dokaz: Pretpostavimo najprije da su svi elementi u permutaciji sa ponavljanjem medusobno razliciti; tada
bismo imali permutaciju bez ponavljanja od n elemenata. Ukupan broj tih permutacija, kako smo ranije
vidjeli, bi iznosio n!. U permutaciji sa ponavljanjem mozemo zamijeniti mjesta na kojima su elementi a;
na k1! nacina i pri tom se permutacija neée promijeniti. Sli¢no zaklju¢ujemo i za elemente as, itd., a,.
Koriste¢i pravilo proizvoda, za svaku permutaciju sa ponavljanjem postoji kilko!---k,,! permutacija bez
ponavljanja u kojima se ne mijenja poredak razli¢itih elemenata skupa S. Ukupan broj permutacija bez
ponavljanja od n elemenata stoga je dat sa

n!

Phuke,kn _ .
" kilko!- - k!



A. Hadziomerovié, Z. Sabanac / EVOLVENTA (JAMTK) 6 (2) (2023) 18

3. Kombinacije bez ponavljanja

U ovom poglavlju ¢emo dati definiciju kombinacija bez ponavljanja, te na dva nacina dokazati formulu za
broj kombinacija bez ponavljanja.

Definicija 3.1 (kombinacije r-te klase bez ponavljanja od n elemenata). Kombinacija r-te klase bez
ponavljanja od n elemenata je svakir-élani podskup sastavljen od elemenata n-célanog skupa S = {a1, a2, ... ,an},
pri éemu mora biti r < n.

Uoc¢imo da ako bismo uzeli u obzir i kombinaciju klase » = n dobili bismo trivijalan slucaj samo jedne
moguce kombinacije, a to je sam skup S.

Teorem 3.2 (broj kombinacija r-te klase bez ponavljanja od n elemenata). Broj kombinacija r-te
klase bez ponavljanja skupa od n elemenata jednak je

C(r):<”>::”(“—1)"-(n—r+l): ol

" T 7! rl(n—r)l"

Simbol (Z) se ¢ita kao "en povrh er”, ili "en iznad er”.
Dokaz:
Prvi nacin (v. [2]). Skup svih kombinacija bez ponavljanja mozemo napisati u obliku

K:{{ail,aiw...,air}: Ay 5 Qjgy - Qg GS} .

Kada bi nam bio bitan poredak elemenata, onda bismo imali varijacije r-te klase bez ponavljanja od n
elemenata, kojih ima (n”f:ﬂ), Medutim, sve permutacije skupa {a;, ,a;,,...,a; } ¢ine razlicite varijacije r-te
klase bez ponavljanja od r elemenata, i ima ih 7!, a svi ti elementi ¢ine istu kombinaciju {a;,, aiy,...,a;, } .
Stoga je broj razli¢itih kombinacija dat sa

o ér)_ n! _(n
"ol rln—r)! \r)

Drugi nacin. U ovom dokazu ¢emo koristiti princip matematicke indukcije. Neka je n = 1. Kako je
1 < r < n, to moze jedino biti r = 1, pa je broj jednoclanih podskupova skupa koji ima samo 1 element

jednak C} = 1. Prema formuli za n = 1 je o= LT'),T, =0 11),1, = 1, pa imamo da formula vrijedi u sluc¢aju
kada je n = 1.
Pretpostavimo sada da za neki prirodan broj n i svaki 1 < r < n vrijedi formula C = (n ”T'),T,

Pokazimo da formula vrijedi i za n + 1. Razmotrit ¢emo tri slucaja: r=1,2<r<n+1lir=n+1.
Za r =1 je otito broj svih jedno¢lanih podskupova skupa koji ima n + 1 elemenata jednak C} 1 =n+1L

Prema formuli za r =1 je (nflﬂr))!w = (ng-n1+11))!r1r _ (n:!l)! =n+ 1, pa formula vrijedi u ovom slucaju.
Ako je 2 <r < mn+ 1 treba pokazati da vrijedi C’r(l_gl = % Za fiksno r mozemo podijeliti skup svih

kombinacija na dva podskupa: jedan u kojem su kombinacije bez ponavljanja koje sadrze fiksni element,
npr. ap, i drugi u kojem su kombinacije bez ponavljanja koje ne sadrze fiksni element a,. Tada je
n! n! (n+1)!

" _ 1) Al _
Crgr = G+ G (n—r+1)l(r-1)! * (n=r)lrl  (n+1-r)lr!’

pa formula vrijedi i u ovom slucaju.

Konaéno, ako je r = n + 1 onda je o¢ito broj svih n 4 1-¢lanih podskupova skupa koji ima n + 1 element
(n+1)!

(njﬁ)w = GF ) = 1. Dakle, formula vrijedi i u slucaju

jednak C "+1 = 1. Prema formuli je
r=n-+ 1

Sada na osnovu principa matematicke indukcije zakljucujemo da formula vrijedi za sve prirodne brojeve n
i1<r<n. O

U sljedeéim primjerima ¢emo pokazati kako se mogu koristiti kombinacije bez ponavljanja.
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Primjer 3.3. Na koliko se nacina od 25 ucenika moze formirati grupa od 3 ucenika koji ée predstavijati
odjeljenje na Skolskom takmicenju iz informatike? Ako je u tom odjeljenju 10 djevojcica, koliko se moze
formirati razlicitih grupa ako w svakoj grupi mora biti bar jedna djevojcica i bar jedan djecak? Koliko ima
grupa u koje su sastavljene iskljucivo od djevojcica ili iskljucivo od djecaka?

Rje3enje: Oznacimo sa S = {ai,as,...,a25} skup €iji su elementi ucenici aj,as,...,ass od kojih treba
formirati grupu veli¢ine 7 = 3. Posto nam nije bitan redosljed ucenika u grupi, broj tih grupa, tj. broj
razlicitih podskupova {a;, ,ai,,ai, } skupa S, jednak je broju kombinacija 3. klase bez ponavljanja od 25
elemenata, koji iznosi

(3) 25 25! 25! 25-24-23
025 = =

= = = = 2300 .
3 (25—3)131 22131 1.2-3 300

Ako je u odjeljenju 10 djevojéica, onda je u tom odjeljenju 15 djecaka. 1z uslova da u svakoj grupi mora biti
bar jedna djevojcica i bar jedan djecak slijedi da su moguée kombinacije u kojima su 2 djevojcice i 1 djecak
ili 1 djevojcica i 2 djecaka. Koristenjem pravila proizvoda, broj grupa u kojima su 2 djevojcice i 1 djecak
iznosi

@) A1) 10 ' 15 7170!. 15! e
1o 015_(2) (1 =8 1am =00

dok broj grupa u kojima su 1 djevojcica i 2 djecaka iznosi

1) @ (10\ (15\ 10 15 B
010015(1).(2 = ol Taig = 10105 = 1050 .

Prema pravilu zbira, ukupan broj grupa u kojima mora biti bar jedna djevoj¢ica i bar jedan djecak iznosi
675+ 1050 = 1725.

Prema pravilu zbira, homogenih grupa (tj. grupa koje su sastavljene iskljucivo od djevojcica ili iskljucivo
od djecaka) imamo

(3) 3) _ (10 15\ 10! 15! B
Cio +C’15—<3>+(3 —ﬁ+712!3!—120+455—575.
Primijetimo da smo do posljednjeg broja mogli doé¢i tako $to od ukupnog broja grupa oduzmemo broj grupa

u kojim se nalaze 1 ili 2 djevojéice (ili $to je isto 1 ili 2 djecaka). Naime,

2300 — (675 + 1050) = 2300 — 1725 = 575 .

Primjer 3.4. U ravni je dato 7 tacaka od kojih nikoje 3 ne leZe na istoj pravoj, tj. nisu kolinearne.
a) Koliko pravih odreduju te tacke?

b) Koliko trouglova odreduju te tacke?

Rjesenje: Skup tacaka oznacimo sa S = {t1,ts, t3,t4,t5,t6,t7}, n = 7.

a) Kao §to znamo iz geometrije, prava je odredena sa dvije tacke, tj. sa dva elementa iz skupa S. Kako medu
datim tackama ne postoje 3 kolinearne tacke, to svaki par tacaka ¢;, it;, iz skupa datih tacaka odreduje
razlicite prave. Dakle, broj razlicitih pravih je jednak broju kombinacija 2. klase (r = 2) od 7 elemenata i
iznosi

(2) _ 7 —E—Zl
- ()-iien
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Dakle, date tacke odreduju 21 pravu.
b) Rezonujuéi kao u a), svake tri tacke t;,, t;, i t;, iz skupa S odreduju razlic¢ite trouglove, pa je ukupan
broj trouglova jednak broju kombinacija 3. klase (r = 3) od 7 elemenata. Broj tih kombinacija je

@ (7T 7-6-5
o= (3)-T5a-%

Dakle, date tacke odreduju 35 trouglova. a

4. Kombinacije sa ponavljanjem

Sada ¢emo izloziti kombinacije sa ponavljanjem koje su, prema misljenju autora, nepravedno zanemarene u
redovnoj nastavi u srednjoj skoli, te se ucenici sa njima rjede susreé¢u tokom svog skolovanja.

Definicija 4.1 (kombinacije r-te klase sa ponavljanjem od n elemenata). Neka skup S iman razlicitih
elemenata. Svaki r-clani podskup (r € N) n-célanog skupa S pri cemu se elementi mogu i ponavljati (redoslijed
elemenata u r-torci nije bitan) zove se kombinacija sa ponavljanjem r-te klase od n elemenata.

Teorem 4.2 (broj kombinacija r-te klase sa ponavljanjem od n elemenata). Broj kombinacija sa
ponavljanjem r-te klase od n razlicitih elemenata jednak je

o _ n+r—1\  (n4r—1)!
o T orl(n—1)!

Dokaz:
Prvi nacin (v. [2]). Prikazimo kombinaciju sa ponavljanjem u obliku niza oznaka r ¢lanova skupa S i
kvadratica na sljedeéi nacin

a1 a;lMas a3 asMa,ARMa,a-a; ...

pri ¢emu jedan kvadrati¢ dolazi izmedu dva uzastopna ¢lana niza bez obzira pojavljuju li se ti ¢lanovi u
nizu ili ne. Ako neki ¢lan nije odabran u niz, dobijaju se dva uzastopna kvadrati¢a izmedu kojih taj ¢lan
nedostaje, a ako nedostaju dva susjedna ¢lana, u naSem zapisu ¢e se pojaviti tri uzastopna kvadratica, itd.
Vidimo da su indeksi ¢lanova niza koji se pojavljuju u kombinaciji sa ponavljanjem ustvari suvisni, jer nije
bitno koji su to ¢lanovi. S druge strane, vazno je uociti da je broj tih ¢lanova uvijek r, a broj kvadratic¢a
n — 1. Zbog toga je ukupan broj svih oznaka a i B jednak n — 1 4+ r, a niz mozemo prikazati u obliku

aclMacoclcEBMaaa . . .

pri ¢emu je u posljednjem zapisu r oznaka a i n — 1 oznaka M. Uoc¢imo da je broj nac¢ina na koji biramo r
elemenata jednak broju nac¢ina na koje mozemo odabrati r mjesta u nizu gdje ¢e doéi oznaka a. Taj broj
odgovara broju kombinacija r-te klase bez ponavljanja (n — 1 4 r)-¢lanog skupa, te iznosi

r n—14r
= ("777)
n+r—1

. .

Drugi nacin. U ovom dokazu ¢emo koristiti princip matematicke indukcije po m =n+r — 1.
Neka je m = 1. Kako su n i r prirodni brojevi i n +7r — 1 = 1, to jedino moze biti n = r = 1, pa je broj

Dakle, 65:) =

jednoclanih podskupova skupa koji imaju samo 1 element jednak 61 = 1. Prema formulizan =r =1 je
(ntr=D! _ 1
Z(nr—l)! — 10! o
Pretpostavimo sada da formula vrijedi za neki prirodan broj m = n +r — 1, tj. da vrijedi formula C; =
(n+r71) _ (n+r=1)!

r — ri(n=-1)!'"

=1, pa imamo da formula vrijedi u slucaju kada je m = 1.
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Pokazimo da formula vrijediizam+1=(n+r—1)+1=n+r.

Za r =1 je ocito broj svih jedno¢lanih podskupova skupa koji ima n 4+ 1 elemenata jednak 6; g =n+1
Prema formuli za r =1 je (nl!tll!)! = % =n+ 1, pa formula vrijedi u ovom slucaju.

Ako je n = 1, onda je broj svih r + 1-¢lanih skupova sa ponavljanjem iz skupa koji ima 1 element jednak
6§T+1) =r+ 1. Prema formuli za n =1 je % = (r:11!)! =r+ 1, pa formula vrijedi i u ovom slucaju.

U ostalim slu¢ajevima skup svih kombinacija sa ponavljanjem mozemo podijeliti na dva podskupa: jedan u
kojem su kombinacije sa ponavljanjem koje sadrze fiksni element, npr. aq, i drugi u kojem su kombinacije

sa ponavljanjem koje ne sadrze fiksni element a;. Tada je

—(r)  =r=1) =) (n+r—2)! (n+r—-2)! (n+r—2)! o
O =Cn A = o T A Ao TR

(n+7r—1)!

pa formula vrijedi i u ovom slucaju.
Sada na osnovu principa matematicke indukcije zakljucujemo da formula vrijedi za sve prirodne brojeve n
ir. O

Primjenu kombinacija sa ponavljanjem ¢emo demonstrirat kroz nekoliko pazljivo odabranih primjera.

Primjer 4.3. U nekom dijelu skladista pohranjuju se 3 razlicite vrste robe. Na koliko nacina se moZe
odabrati roba za skladistenje ako u taj dio skladista treba pohraniti tacéno 5 komada robe uz pretpostavku da
je od svih vrsta robe raspolozivo minimalno po 5 komada?

RjeSenje: Primijetimo da je potpuno svejedno jesu li brojnosti raspolozive robe po svakoj vrsti 5, koliko
iznosi broj komada robe koju treba pohraniti u skladiste, ili su te brojnosti veée od 5. Potrebno je formirati
neuredene trojke a;,,a;,,a;, veli¢ine r = 3, tj. skup kombinacija 5. klase sa ponavljanjem od 3 elementa.
Ukupan broj takvih kombinacija iznosi

—(5) 3+5-1 7 7!
Cs ( 5 ) Q 512!

Primjer 4.4. Farma uzgaja macke, zeceve, pse, patke i guske. Na koliko razlic¢itih nacina moZemo izabrati
tri Zivotinje sa te farme?

d

Rjesenje: U zadatku imamo da je ukupan broj vrsta zivotinja 5, te da biramo 3 Zzivotinje. Ako biramo
r stavki od mogudéih n, pri ¢emu je dozvoljeno ponavljanje, onda se radi o kombinacijama sa ponavljanjem
r-te klase od n elemanata. Ukupan broj na¢ina na koje mozemo odabrati 3 Zivotinje sa farme iznosi

=3 (5+3-1\ (7\ 7
C5_< 3 )‘(Q_mm_%'

Primjer 4.5. Data je jednadzba
r1 +x9+2x3+24 =11,
a) Koliko nenegativnih cjelobrojnih rjesenja ima data jednadzba?
b) Koliko pozitivnih cjelobrojnih rjesenja ima data jednadzba?

Rje3engje: Podsjetimo se da nenegativan znaci da je x; > 0 za sve ¢ = 1,2, 3,4, dok pozitivan znaéi da je
z; >0zasver=1,2,3,4.

a) Primijetimo, npr., da rjeSenje date jednadzbe x1 = 2, o = 5, x3 = 0, x4 = 4 mozemo prikazati u
sljede¢em obliku
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T T2 I3 Ty
X X X X X X X X X XX

Odavde vidimo da je broj svih nenegativnih cjelobrojnih rjesenja odreden sa rasporedom simbola X i pre-
grada |. Kako imamo 11 simbola x i 3 pregrade koje odreduju 4 éelije u tabeli (r = 11 i n = 4), to je broj
svih nenegativnih cjelobrojnih rjesenja jednak broju kombinacija sa ponavljanjem 11. klase od 4 elementa i
iznosi

—(11) 44+11-1 14 14!
4 ( 11 1) 113!

Do istog smo rezultata mogli do¢i koriste¢i permutacije sa ponavljanjem. Naime, 11 simbola x i 3 pregrade
mozemo permutirati na

(11+3)! 14!

= = 364
11!3! 11!3!

nacina, a taj broj je upravo jednak broju 64(111).
b) Kako rjesenja moraju biti pozitivna, poénimo tako da u svaku éeliju u tabeli stavimo po jedan simbol x.
Ostaje nam sada da raspodijelimo 11 — 4 = 7 simbola x u 4 ¢elije, a to mozemo prema prethodnom uraditi

na
_(t7-1) (10 10!
C = =_— =120
’ ( 7 ) 713!
nac¢ina. Dakle, imamo 120 pozitivnih cjelobrojnih rjesenja date jednadzbe. a

5. Neki izazovniji kombinatorni zadaci

U ovom poglavlju ¢emo uraditi nekoliko, prema nasem misljenju, laksih, ali izazovnijih zadataka veza-
nih za prebrojavanja koja u sebi uklju¢uju kombinacije, a koji su se pojavili na razli¢itim matematickim
takmicenjima. Naime, poznato je da zadaci iz kombinatorike obavezno dolaze na matematickim takmicenjima
razli¢itih nivoa, pocevsi od kantonalnog takmicenja, pa sve do medunarodnih matematickih regionalnih i
svjetskih olimpijada, kao i matematickih turnira koje organiziraju razli¢ita drustva, organizacije, skole i
fakulteti, kako za ucenike osnovnih i srednjih skola, tako i za studente na univerzitetima.

Primjer 5.1 (Americko pozivno matematicko takmicenje 1985. godine). U turniru je svaki igrac
odigrao tacno jednu partiju protiv svakog drugog igraca. U svakoj partiji pobjednik je dobio 1 bod, gubitnik je
dobio 0 bodova, a oba igraca su dobila po % boda ako je partija zavrsila nerijeSeno. Nakon zavrsetka turnira
utvrdeno je da je tacno polovina bodova svakog igraca osvojena protiv deset igraca sa najmanje bodova.
Posebno, svaki od deset igraca sa najmanjim brojem bodova osvojio je polovinu svojih bodova protiv drugih
devetorice od deset. Koliki je ukupan broj igraca na turniru?

Rjesenje: Jednostavnosti radi, pretpostavimo da je na turniru ukupno bilo n + 10 igraca. Medu n
igraca koji nisu medu najslabijih 10 odigrano je ukupno (72‘) partija i time su osvojena (72’) boda. Prema
pretpostavkama zadataka, to znaci da su ovih n igraca takoder osvojili (g) bodova protiv najslabijih 10
igraca. Dalje, najslabijih 10 igraca su medusobno odigrali (120) = 45 partija i osvojili su ukupno 45 bodova
igrajudi jedni protiv drugih. Oni su takoder osvojili 45 bodova igrajuéi protiv snaznijih n igraca. S obzirom
da svaki osvojeni bod pripada jednoj od ovih kategorija, slijedi da je ukupan broj osvojenih bodova jednak
2(5) +90 = n? — n + 90. Medutim, osvojen je po jedan bod po svakoj odigranoj partiji, a ovih n + 10
igraca ukupno je odigralo ("';10) = w partija, tj. u svim odigranim partijama osvojeno je ukupno
("HOQM bodova. Dakle, imamo da vrijedi da je n? —n+90 = w, odakle slijedi 2n2 —2n 4180 =
n? 4+ 19n + 90. Posljednja jednadzba se svodi na n? — 21n + 90 = 0, ¢ija rjesenja su n = 6 ili n = 15.
Primijetimo da su najboljih n igraca ukupno osvojili n(n — 1) bodova (prema prethodnom izréunu) sto
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predstavlja prosjek od n — 1 bodova po igracu, dok su najslabijih 10 igrac¢a osvojili ukupno 90 bodova, §to
je prosjek od 9 bodova po igra¢u. Stoga mora bitin — 1 > 9, tj. n > 10, pa je n = 15. Sada imamo da je
ukupan broj igraca na turniru jednak 15 + 10 = 25. Dakle, na turniru je ucestvovalo ukupno 25 igraca. O

Primjer 5.2 (Kinesko matematicko takmicenje 2000. godine). Odrediti koliko ima cetverocifrenih
brojeva abed koji zadovoljavaju sljedece uslove:

(1) a,b,c,d € {1,2,3,4};
(2) a#b,b#c, c#d, d#a;

(3) a je najmangi broj medu brojevima a, b, ¢, d.

Rjesenje: Kada postoje tacno dvije razlicite cifre u abed, broj nac¢ina uzimanja dvije razlicite cifre od
Cetiri razlicite cifre je jednak (;l), a manja cifra mora biti na prvom i treéem mjestu, dok veéa cifra mora
biti na drugom i ¢etvrtom mjestu, tj. ¢etverocifreni broj je jedinstveno odreden sa te dvije cifre. Stoga, u
ovom slucaju, broj razli¢itih cetverocifrenih brojeva je jednak (‘21) = 6.

Kada postoje ta¢no tri razlicite cifre u abed, broj na¢ina uzimanja tri razli¢ite cifre iz skupa od etiri razlicite
cifre jednak je (g), a najmanja cifra mora biti prva cifra u abed. Ako su prva i treca cifra iste, tada imamo
Py = 2! ¢etverocifrenih brojeva sa tri razli¢ite cifre. Ako su druga i Cetvrta cifra iste, tada opet imamo
P, = 2! Eetverocifrenih brojeva sa tri razlicite cifre. Stoga, u ovom slucaju, broj razli¢itih Cetverocifrenih
brojeva je (;) (P2 + P2) = 16.

Kada postoje taéno Getiri razlicite cifre u abed, najmanja cifra mora biti prva cifra, a ostale tri cifre mogu
se rasporediti na P3 = 3! naCina. Stoga, u ovom sluc¢aju, broj razlicitih ¢etverocifrenih brojeva je P3 = 6.
Saberimo sada navedene brojeve nacina i dobijemo da je ukupan broj trazenih razlic¢itih ¢etverocifrenih
brojeva jednak 6 + 16 + 6 = 28. a

Primjer 5.3. (Zupanijsko takmicenje iz matematike u Hrvatskoj 2020. godine za IV razred
srednje skole)

Date su tri paralelne prave a, b i c. Na pravoj a istaknute su tacke A, B i C, na pravoj b tacke D,
E, F i G, a na pravoj ¢ tacke H, I, J, K i L. Koliko je najvise trouglova odredeno tackama iz skupa
{A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L}?

Rjesenje: Ukupno je dato 12 tacaka. Tri tacke od njih 12 mozemo izabrati na (132) nac¢ina. Medutim,
nece sve ove kombinacije davati vrhove trougla. Naime, ako su tri odabrane tacke kolinearne, onda nemamo
trougao. Kako se u zadatku trazi najveéi moguéi broj trouglova, mozemo pretpostaviti da ako su sve tri
tacke odabrane na razli¢itim pravim, onda one nisu kolinearne. Dakle, slucaj kada smo uzeli tri kolinearne
tacke je slucaj kada sve tri tacke uzmemo sa iste prave. Broj nacina na koje mozemo uzeti sve tri tacke sa
prave a jednak je (g), sve tri tacke sa prave b jednak je (g), a sve tri tacke sa prave c jednak je (g) Ti svi
slucajevi su medusobno disjunktni, pa prema principu zbira, najveéi trazeni broj trouglova iznosi

() (02 () ()= oaom-ss

Primjer 5.4 (Harvard i MIT turnir iz matematike 2022. godine). [zracunajte broj nepraznih pod-
skupova S skupa {—10,—-9,—8,...,8,9,10} koji zadovoljavaju uslov |S| + min(S) - max(S) = 0, pri éemu
nam |S| oznacava broj elemenata skupa S, min(S) najmanji element, a max(S) najvedi element skupa S.

a

Rjesenje: 1z uslova |S| + min(S) - max(S) = 0 slijedi da mora biti min(S) - max(S) < 0. To znaéi da
mora vrijediti min(S) = —a 1 max(S) = b za neke pozitivne cijele brojeve a i b. Ako su dati a i b, preostalo
je odabrati |S| — 2 = ab — 2 elementa, koji moraju biti iz skupa {—a + 1,—a +2,...,b — 2,b — 1}, koji
ima a + b — 1 elemenata. Stoga je broj moguénosti za odredene a i b jednak (“{"7'). U veéini slucajeva,

ovaj binomni koeficijent je jednak nuli. Zapravo, moramo imati ab —2 < a +b e (a—1)(b-1) <2
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Ovo suzava moguénosti za (a,b) na (1,n) i (n,1) za pozitivne cijele brojeve 2 < n < 10 (sluéaj n = 1 je
nemoguc), te tri dodatne moguénosti: (2,2), (2,3) i (3,2). U prvom slucaju, broj moguéih skupova je

(04 () Q)+ () ()

Prvi dio gornje jednakosti slijedi na osnovu osobine binomnih koeficijenata (Z) = (nf k), a drugi iz ¢injenice
da je (g) = (g) i uzastopne primjene osobine (Z) + (kfl) = ("zl) Navedene osobine binomnih koeficijenata
se lako dokazuju, te ih prepustamo ¢itaocu za vjezbu.

U drugom slu¢aju, broj moguéih skupova je

(o)~ () ()=

Dakle, ukupno postoji 330 + 5 = 335 skupova koji zadovoljavaju uslove zadatka. O

6. Zadaci za samostalan rad

Nadamo se da vas je ovaj rad zainteresirao kako za kombinacije bez i sa ponavljanjem, tako i za prebrojavanja
razli¢itog tipa. Citaocu za vjezbu ostavljamo da rijesi sljedece zadatke.

Zadatak 6.1. Na koliko nacina moZemo obojiti pet vrhova pravilne cetverostrane piramide sa 5 boja, tako da
svaki vrh bude obojen tacno jednom od tih 5 boja, i da vrhovi koji dijele zajednicku ivicu moraju biti obojensi
razli¢itim bojama? Pri tome dva bojenja smatramo istim ako se jedan iz drugog mogu dobiti rotacijom
piramide.

n+r—1
r—1

Zadatak 6.2. Neka sun ir prirodni brojevi. Dokazati da postoji (
jednadzbe x1 4+ x9 + -+ - + . = n.

) nenegativnih cjelobrojnih rjesenja
Zadatak 6.3. Neka su n i r prirodni brojevi + r < n. Dokazati da postoji (fj) pozitivnih cjelobrojnih
rjesenja jednadzbe x1 + ro + - - + x. = n.
Zadatak 6.4. Odrediti broj cjelobrojnih rjeSenja jednadzbe
1+ 29+ 23+ 24 =30
takvih da je 3 < z; < 10 za sve i =1,2,3,4.
Zadatak 6.5. Koliko postoji trocifrenih brojeva takvih da je zbir cifara svakog od njih jednak 117
Zadatak 6.6. Neka sun ir prirodni brojevi. Odrediti broj nenegativnih cjelobrojnih rjesenja nejednadzbe
1 +x2+ 2, <.
Zadatak 6.7. Odrediti broj pozitivnih cjelobrojnih rieSenja nejednadzbe x1 + xo + x3 + x4 < 30.
Zadatak 6.8. Prirodan broj a zovemo sretnim ako je zbir njegovih cifara jednak 7. Ako poredamo sve
sretne brojeve u niz u rastu¢em poretku, dobijemo niz a1, as, as,.... Ako je a, = 2023, odrediti asy,.
Zahvala

Autori se zele zahvaliti anonimnom recenzentu na komentarima koji su doprinijeli preciznosti izlaganja
u radu. Autori se takoder Zele zahvaliti i uredniku ¢asopisa ¢ije sugestije za proSirenje rada su rezultirale
dodavanjem novog poglavlja 5. Neki izazovniji kombinatorni zadaci. a koje je namijenjeno prvenstveno
ucenicima koji u¢estvuju na matematickim takmicenjima.



A. Hadziomerovié, Z. Sabanac / EVOLVENTA (JAMTK) 6 (2) (2023)

Literatura

[1] N. L. Biggs: The roots of combinatorics, Historia Math. 6 (1979), 109-136.

[2] K. Ili¢ié: Matematicke osnove statistike, Element, Zagreb, 2017.

[3] D. Jojié: Elementi enumerativne kombinatorike, Nasa knjiga, Beograd, 2011.

[4] D. Jojié: Kombinatorika sa teorijom grafova, Skolska knjiga, Zagreb, 1989.

[6] W. D. Wallis, J. C. George: Introduction to combinatorics, 2nd ed., Chapman and Hall/CRC, New York, 2016.

25



