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Sazetak: U ovom radu je dokazan teorem francuskog matematicara Josepha Liouvillea, koji je genera-
lizacija formule za zbir treéih potencija prvih n prirodnih brojeva. Pri tome je koristena tzv. multiplika-
tivna indukcija, za koju se pokazalo da su njome realizovani dokazi tacéni.

1. Uvod

Matematika, posebno teorija brojeva, obiluje neocekivanim generalizacijama i zanimljivim rezultatima.
Jedan od takvih rezultata je dobro poznata teorema francuskog matematicara Josepha Liouvillea, koja se
na odredeni nac¢in moze smatrati generalizacijom formule za izra¢unavanje zbira tre¢ih potencija prvih n
prirodnih brojeva. Prije razmatranja Liouvilleovog teorema, koristit ¢emo matematicku indukeiju da bismo
dokazali nekoliko formula za izra¢unavanje zbira potencija prirodnih brojeva.

Lema 1.1. Za svako n € N vrijedi

n(n+1) (1)

142434 .. +n= 5

12422432+ .. +n?= 5 , (2)
n(n+1)71°
13+23+33+...+n3{2] : (3)
Dokaz: Dokazat ¢emo jednakost (3).
2
Zan=11imamo 13 =1 = % , to jest jednadakost vrijedi.

Pretpostavimo da je jednakost (3) tacna za n = k > 1. Koristeéi tu pretpostavku, za n = k + 1, imamo:
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13+23+33+...+k3+(k+1)3=[

to jest za n = k 4+ 1 jednakost vrijedi.
Konacno, iz principa potpune matematicke indukcije slijedi da je jednakost (3) ta¢na za svako n € N.
Jednakosti (1) i (2) se dokazuju analogno. Detalje ostavljamo ¢itaocu za vjezbu. O

Primjedba 1.2. Ako koristimo jednakost (1), onda se jednakost (3) moZe zapisati u obliku
B2 433+ +nd=(01+24+3+...+n) (4)
Korolar 1.1. Za svako n € N vrijede jednakosti
23 443 46+ ...+ (2n)® = 2n? - (n + 1), (5)
P+33 45+ +2n-3°+2n -1 =n?- (20n* - 1) (6)
Dokaz: 1z jednakosti (3) neposredno slijedi

23 443 46+ ..+ (2n)® =2% 13 4 2% .23 4 2% .33 4 . 4238
=28 (P 4+ 22+ 3%+ ... +n?)
=23. w
=2n?. (n+1)?
to jest jednakost (5) je tacna. Nadalje, iz (3) i (5) imamo

P43 45+ 4+ @2n—1)P=12+22+ ..+ (2n - 1>+ (2n)® — (2° +4° + 6 + ... + (2n)?)

(2%)2 ) (jn + 1)2 _ 2n2(n + 1)2

=n®[(2n+1)® —2(n+1)?]
n? - (4n* +4n+1—2n% — 4n — 2)
2n? — 1)

n2

(
(
to jest pokazali smo da vijedi jednakost (6). O

2. Multiplikativna indukcija

Napomenimo da ako smo nekako dosli do formula (1), (2), (3) i (4), onda ih mozemo dokazati uz pomo¢
matematicke indukcije. Medutim, matematicka indukcija nije dovoljna za dokazivanje nekih tvrdnji, pa se
koriste i druge metode. Jedna takva metoda je takozvana multiplikativna indukcija, pomocu koje se tvrdnja:

”Svaki prirodni broj n ima osobinu T ”

dokazuje u sljedeca cetiri koraka:



R. Maléeski / EVOLVENTA (JAMTK) 6 (2) (2023) 28

. Dokazuje se da broj 1 i svi prosti brojevi imaju osobinu 7'

. Pretpostavlja se da prirodni broj m ima osobinu T

. Dokazuje se da za svaki prost broj p, broj mp ima osobinu 7.
. ZakljuCujemo da svaki prirodni broj n ima osobinu 7.

W N

Prije nego sto predemo na primjenu metode multiplikativne indukcije predstavljenu gore, pokazat ¢emo
da je ova vrsta zaklju¢ivanja ispravna.

Naime, u koraku 1) neka je dokazano da svi prosti brojevi imaju osobinu 7T'. Neka je p prost broj i neka
je za neki prirodni broj k, broj m iz koraka 2) oblika m = p*. Tada iz koraka 3) slijedi da broj mp = p*+!
takoder ima osobinu T'. Iz ovog i principa matematicke indukcije slijedi da sve potencije prostog broja p
imaju osobinu 7.

Neka je n = plfl . p§2 . p§3 B pffll . pft proizvoljan prirodni broj predstavljen njegovom kanonskom
notacijom. Iz prethodnog razmatranja proizlazi da broj p’fl ima osobinu 7T'. Stavimo da je m = m; = p’fl
i p = po, pa prema 3) slijedi da mp = p’flpg ima osobinu 7. Sada opet iz 3) i principa matematicke
indukcije, dobijamo da broj mo = p’f1p§2 ima osobinu 7T'. Neka je m = mq i p = ps, pa iz 3) slijedi da broj
mp = plfl p§2 ps ima osobinu 7. Ponovo primjenom koraka 3) i principa matematicke indukcije, dobijamo
da broj mgz = p’flp§2p§3 ima osobinu 7T'. Ponavljanjem prethodnog postupka ¢ — 3 puta, dobijamo da broj
n=my=phiph. . -pf‘:llpf‘ ima osobinu T

Konaéno, iz prethodnog razmatranja proizlazi da su dokazi izvedeni pravilnom primjenom multiplikativne
indukcije korektni.

3. Louivilleov teorem

U ovoj sekciji, koriste¢i multiplikativnu indukciju, dokazat ¢emo Louivilleov teorem, koji se odnosi na
broj djelitelja od djelitelja proizvoljnog prirodnog broja n.

Prije nego predemo na naredna razmatranja, navedimo da je broj djelitelja prirodnog broja n, ¢iji je
kanonski rastav n = pi'* - p5?... - pi*, odreden funkcijom

7(n) = (a1 + 1)(ag + 1)...(ax + 1).

Funkcija 7 je multiplikativna, $to znaci da ako su m i n medusobno prosti brojevi, onda vrijedi 7(mn) =
7(m)7(n). Visestruka svojstva, identiteti i nejednakosti u vezi s ovom funkcijom, kao i s drugim osnovnim
multiplikativnim funkcijama dokazane su u [2] i [3].

Teorem 3.1. (Louiville, [1]) Ako su dy = 1, da,...,d;, = n svi pozitivni prirodni djelitelji broja n, a a;,
respektivno, brojevi djelitelja brojeva d;, i = 1,2, ...k, tada je

a3+ a34ad+ .. +ap = (a1 +as+az+ ... +ap)’ (7)

Dokaz: Zan =1imamo d; = 1ia; =1, paje a} =1 = a?, to jest jednadakost (7) je tacna.
Neka je p proizvoljan prost broj. Tada su jedinstveni djelitelji broja p: d; = 11 dy = p. Zbog toga je a; = 1
i ag = 2. Sada, ako koristimo jednakost (4), dobijamo

a3 a3 =13+2%=(1+2)2 = (a1 + as)?,

tako da je teorem dokazan za sve proste brojeve.
Pretpostavimo da teorem vrijedi za neki prirodni broj m. Neka je p proizvoljan prost broj. Moguca su dva
slucaja:

e NZD(m,p)=11
e NZD(m,p) = p,
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koje ¢emo posebno razmotriti.
Neka je NZD(m,p) = 1. Akosu dy; = 11da,...,ds = m svi prirodni djelitelji broja m, a a;, respektivno,
su brojevi djelitelja brojeva d;, i = 1,2, ..., s, tada je

ai+ad+ .. +ad= (a1 +ag+ ... +ay)? (8)
a svi prirodni djelitelji broja mp su:
dl = ]-7 d27 "'7d8 =m, pdl =D, pd27 7pd8 = pm. (9)

Buduéi da je NZD(d;,p) = 1,zai=1,2,...; s, iz osobina funkcije 7(u), slijedi da je 7(d;p) = 7(d;)7(p) =
2a;, za i =1,2,...;s. Prema tome, odgovarajuéi brojevi djelitelja od djelitelja (9) broja m - p su:

a1 =1,as,...,as,2a2, ..., 20;.
Sada, ako koristimo jednakost (8), dobijamo
ad 4. a4+ (2a1) + ..+ (2a5) =9(a3 + a3+ ... +ad) =9(ay +az + ... +as)?

=(3a1 +3a2 + ... + 3as)2
=(a1 +ag + ... + a5 + 2a1 + 2as + ... + 2a,)?,

Sto znaci da je u ovom slucaju jednakost (7) tacna.
Neka je sada NZD(m,p) = p. Onda je m = m;pt, zanekot > 1, NZD(my,p) = 1, amp = mip'*l. Ako

sudy =1 ds,...,ds = my djelitelji od mq, gdje su a;, respektivno, brojevi djelitelja brojeva d;, i = 1,2, ..., s,
buduéi da je NZD(d;,p) =1, za i = 1,2, ...s, tada su djelitelji broja m = my - p* :
dy =1,ds,...,dy
p- dlap : d27 P dsv
p2'dlap2'dsa"'ap2'd87 (10)

pa iz osobina funkcije 7(u) slijedi da su odgovarajuéi brojevi djelitelji djelitelja broja m:

A1, a2, ...,0s,
2a1,2a9, ..., 2a,

3(11,30,2, ...,3as,

(t+ Dag, (t+ 1ag, ..., (t+ 1as

Zbog toga je

S S S S S S 2
dad+> (20 + 4D (D) = (Z a; + Z 2 + ... + Z(t + 1)ai>
i=1 i=1 i=1 i=1 i= i
=142+ ..+ (t+1)) (Za) (11)

Sta vise, jednakost (11) je ekvivalentna jednakosti

(B4 22 4.+ (t+1)3 Za—1+2+ A4 (t+1)) (Za)

=1
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pa ako za n =t + 1 iskoristimo jednakost (4), dobijemo

;af’ = (2 ai> : (12)

t4+1

Nadalje, kao i gore zakljucujemo da se djelitelji broja mp = mip*™ dobijaju ako brojevima (10) dodamo

brojeve
pi Ty, pttid,, ..., pt T,

za koje su, zbog osobina funkcije 7(u), odgovarajuéi brojevi djelitelji
(t+2)ay, (t +2)ag, ..., (t + 2)as

Ako sada iskoristimo jednakosti (1), (11) i (12), dobijamo
Soad D (4 Dan)*+ ) ((E+ 2)as)®
i=1 i=1 i=1
S S S 2 S
— (Z ai+ Y 20 +..+ > (t+ 1)a2—> +) ((t+2)a;)?
i=1 i=1 i=1 i=1

_(G+D6E+2) ( a.)ZH?, "
() Sa) vraya
(4 1)%(t +2)° + 4(t +2)° (Z)

4

_ ((t+2)2(t+3)>2 (;m)Z

s 2
=142+ ..+ (t+1)+ (t+2)? (Za>

Sto znaci da je i u ovom slu¢aju ta¢na jednakost (7).
Konag¢ano, po principu multipilkativne indukcije slijedi da jednakost (7) vrijedi za svaki prirodni broj n.
O
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