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Neke jednakosti u pravilnom petnaestouglu

Dragoljub Milogevié!

! Profesor u penziji, Republika Srbija

Sazetak: U radu ée biti prikazano nekoliko jednakosti koje vrijede za pravilni petnaestougao, a potom

generalizacije nekih od njih.

1. Uvod

Poznato je da se mnogougao kod koga su sve stranice jednake i svi uglovi jednaki naziva pravilnim
mnogouglom. Na Slici 1. je dat pravilni petnaestougao A;AsAs...Ay5. Centralni ugao nad stranicom tog
mnogougla iznosi 24°, a periferijski 12°. Unutrasnji ugao mu je 156°.

Ag Ag

Slika 1

U ovom radu ¢emo razmatrati neke zanimljive jednakosti vezane za pravilni petnaestougao, kao i neke

generalizacije dobijenih rezultata.
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2. Jednakosti u pravilnom petnaestouglu

Prva grupa jednakosti vezana za pravilni petnaestougaougao sadrzana je u sljede¢em teoremu.

Teorem 2.1. U pravilnom 15-ouglu wvedimo oznake |A1As| = a, |A1As| = b, |A1A4] = ¢, |A145] = d,
|A14g] = e, |[A1A7| = f, |A1As| = g. Tada vrijede jednakosti:

f-d=a, M)
Ll (2)
®

Dokaz:

(a) Tacku presjeka dijagonala A; A7 i AgAjz obiljezimo sa B (Slika 1). Bududida je <BAgA7; = <BA7Ag =
60° (periferijski ugao nad tre¢inom kruznice opisane oko pravilnog petnaestougla); znaci da je trougao
AAgA7B jednakostranicéni. Kako je |AgB| = |A7B| = a, zaklju¢ujemo da je |[A1B| = |A12B| = f —a
(jer je |AgA12| = |A1 A7|, kao udaljenosti od Sestog tjemena).

Trougao AA;BAjs je takoder jednakostraniéni ({A;BA;s = £AgBA; i |[A1B| = |A12B]), pa je
|AlB| = ‘BA12| = |A12A1|. Kako je |AlB| = f — a, |A1A12| =di ‘AlB| = |A1A12| ShJedl da je
f—a=d, odnosno f —d = a, to jest jednakost (1) je validna.

(b) Neka je tacka C na tetivi A3 Ag tako da je |AgC| = |AsAg| = a (Slika 2). Kako je |A1As| = |A1 4],
zbog osne simetrije pravilnog petnaestougla, tada je |41 Ag| = g, pa otuda i |A1C] = g — a.

Slika 2
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S obzirom na to da je £ AgAg A1 = 12°-7 = 84° (periferijski ugao nad 1—75 kruznice opisane oko pravilnog
petnaestougla), u jednakokrakom trouglu AAgAgC' je LAgAsC = LAgCAg = % (180° — 84°) = 48°,
pa je £LA;1CAg = 180° — 48° = 132°. U trouglu AA;A4A5 je LA4A1A5 = 12° (periferijski ugao
nad stranicom pravilnog petnaestougla) i £A;A5A, = 12° -3 = 36° (periferijski ugao nad petinom
kruznice opisane oko pravilnog petnaestougla, Slika 2.), Sto znaéi da je u tom trouglu £A; A4As =
180° — (12° + 36°) = 132°.

Sad je jasno da trouglovi AA;A4As i AA; AgC imaju jednake uglove, pa su trouglovi AA; AjAs i
A A1 AgC slicéni. Iz te sliénosti slijedi d : ¢ = g : (g — a), to jest dg — ad = c¢g. Odavde, poslije dijeljenja

sa dg, dobijamo 1 — % = 5, ili % + <=1

Slika 3

Naime, periferijski ugao nad dvije stranice pravilnog petnaestougla je 12° - 2 = 24°, nad tri stranice
je 12° -3 = 36°, itd. Kako je |A143] = a, imamo |ApAri1| = a za k = 1,2,...,14. Takoder je
|A1A3| =b= |AkAk,+2‘ za k = 1,2, ceey 13 (za k= 7Je |A7A9| = b) i |A1A4| = | kAk+3| = C.

(c) Na osnovu sinusne teoreme primijenjene na trougao AA; AsAs (Slika 3), imamo

b d

sin24°  sin132°°

Kako je sin 132° = sin(180° — 48°) = sin48° i sin48° = 2sin 24° cos 24°, dobijamo cos 24° = 2%.
Primjenom kosinusne teoreme na trougao AAgArAg slijedi

b2 = a?® + ¢® — 2accos 24°,

odnosno

b2:a2+02—a—zd. (5)

Sada ¢emo koristiti sljedeéu lemu.

Lema 2.2. Ako u trouglu AABC vrijedi o = 23, onda je a®> = b(b+ c).
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Jedan njen dokaz nalazi se u [2], str. 133. Na osnovu ove leme primijenjene na trougao AAgA7Ag,
imamo

b’ = ala + c). (6)

Iz jednakosti (5) i (6) slijedi a® + ¢ — %4 = a(a + ¢), odnosno

d d
c—a—:aébc—ad:abéffle.
b a b
Jednakost % + é + % = %, zbog (prema sinusnom teoremu) ¢ = 2Rsin12°, b = 2Rsin24°, d =

2Rsin48° i g = 2Rsin 84°, gdje je R poluprecnik opisane kruznice oko pravilnog petnaestougla (Slika
4), ekvivalentna je sa:

1 1 1 1

sin 24° + sin 48° + sin84°  sin12°’

odnosno sa

sin 48° + sin 24° sin 84° — sin 12°

sin 24°sin48° ~ sin 12° sin 84°

Transformacijom zbira i razlike sinusa u proizvod dobijamo:

. o o O_ o . O_ o o o
2 sin 48 —524 cos 48 224 281n 84 212 cos 84 —512
sin 24° sin 48° o sin 12° sin 84°
cos 12° cos 48°

sin 24°sin48°  sin 12° sin 84°
<= c0512° - sin 12° - sin 84° = cos 48° - sin 24° - sin 48°
<= sin 84° = sin 96°(jer jesin 2z = 2sinx cos x).

Posljednja jednakost je tac¢na jer je sin84° = sin(180° — 96°) = sin 96°. Ovim je dokaz jednakosti (4)
okoncan.

3. Uopstenje jednakosti (1)

Sada ¢emo dokazati sljedeéi teorem, s malo izmijenjenom indeksacijom u odnosu na prethodni.

Teorem 3.1. Ako je AgAyAs...As,_1 pravilni mnogougao sa 3n stranica, onda je

|AOAn+1| — |AOAn_1‘ = ‘A()Al‘ (/1], str. 32) (7)

Dokaz: Neka je R duzina polupre¢nika opisane kruznice oko pravilnog mnogougla s 3n stranica i « veli¢ina
periferijskog ugla s vrhom u proizvoljnom vrhu tog mnogougla Ag...A,_1AnApn+1...Asn_1, izuzev krajnjih
tacaka, nad tetivama: AgAi, AgA,_11 AgAny+1, redom. Tada je

|ApA1| = 2Rsina, |AgAn—1| = 2Rsin(n — 1)a, |AgAnt1| = 2Rsin(n + 1)a,

pa je nejednakost (7) ekvivalentna sa

sin(n + 1)a — sin(n — 1)a = sin a. (8)

Centralnih uglova veli¢ine 2a ima ukupno 3n, pa je 3n - 2a = 27, odakle je na = %. Zbog toga je

T 1
COSNQ = COS — = —.
3 2



D. Milosevi¢ / EVOLVENTA (JAMTK) 6 (2) (2023)

As a A

Koristenjem adicionih formula za sinus zbira i razlike dobijamo

sin(n + 1)a — sin(n — 1)a =sinna - cos a + cosna - sin a — (sinna - cos a — cos na - sin «)

=2cosna - sin «
=2.—-sinw

2
=sinq,

§to znaci da jednakost (8) vazi, a samim tim i jednakost (7). O

35

Primjedba 3.2. Za n =5 iz jednakosti (7) slijedi |AoAs| — |AoAs| = |AoAi1], odnosno |A1A7| — |A1A5| =

|A1As| (po prethodnoj indeksaciji) ili f —d = a, to jest (1).

Zadaci za samostalan rad

1. Dokazati da za pravilni petnaestougao vrijedi jednakost b+ ¢ = g.
2. Dokazati jednakosti (1) i (2) koristenjem:

a) trigonometrije, b) metode koordinata, c¢) Ptolomejevog teorema.
3. Dokazati jednakost (4) primjenom kompleksnih brojeva.
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