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Sazetak: U radu je prikazano kako graficki odrediti izvod funkcije jedne realne promjenljive, ukoliko
funkcija nije zadana analiticki niti tabelarno. Metod je ilustriran pomoc¢u nekoliko odgovarajuéih primjera.

1. Nagibni trougao

Prije nego §to objasnimo spomenuti metod, razmotrit ¢emo nagib ili koeficijent smjera tangente na krivu
u zadanoj tacki. Koeficijent smjera k prave p definira se kao koli¢nik

y2—y1 _ Ay
]{j = = -—,
o — 11 Az
pri ¢emu su (z1,y1) i (2,y2) tacke na pravoj p. Poznato je da je vrijednost prvog izvoda u nekoj tacki

jednaka koeficijentu smjera tangente na krivu u toj tacki.
Nagibni trougao ABC' pomaZe nam ocijeniti vrijednost k, pri ¢emu su A i B redom tacke (z1,y1) i
(z2,y2), a C je tacka u ravni koja ¢ini trougao ABC pravouglim. Cilj je odabrati tacke A, B i C tako da se

prirastaji Ay = yo — y1 1 Az = x5 — z1 jednostavno ocijene.

Slika 1: Nagibni trougao tangente na graf funcije f u tacki (2, f(2))

Ciljna skupina: srednja Skola

Kljucéne rijeci: izvod, graficko odredivanje izvoda, nagibni trougao
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Primjer 1.1. Neka je dat graf funkcije f kao na Slici 1. Konstrui§imo tangentu u tacki s apscisom r = 2
na graf funkcije f i nagibni trougao s katetom duzine Ax = 1. Sa grafa funkcije primijetimo da je Ay =~ 4.

Otuda slijedi da je
Ay 4
/ ~ — = — = .
F@~x =7=4

2. Grafi¢ko odredivanje izvoda funkcije
Pretpostavimo da je dat graf funkcije f : R — R, koja nije zadana analiticki. Da bismo graficki odredili

izvod funkcije f' : R — R potrebno je razmotriti monotonost funkcije f, tacke lokalnih ekstrema (eventualno
sedlaste tacke) i prevojne tacke [1-3]. Sljedeca tabela prikazuje povezanost pomenutih pojmova s funkcijama

Osobina funkcije f Znacaj osobine za f’
monotono rastuc¢a na datom intervalu graf iznad z-ose na datom intervalu
monotono opadajuc¢a na datom intervalu graf ispod z-ose na datom intervalu
stacionarne tacke nultacke
prevojna tacka (prelaz iz konveksnog u konkavno stanje) tacka lokalnog maksimuma
prevojna tacka (prelaz iz konkavnog u konveksno stanje) tacka lokalnog minimuma
Tablica 1: Povezanost izmedu osobina funkcija f i f’

fif'

Postupak grafickog odredivanja izvoda funkcije prikazat ¢éemo pomocu sljedeéeg primjera.
Primjer 2.1. Na Slici 2 je prikazan graf neke funkcije f : R — R. Kako bismo skicirali graf njenog izvoda

f’, koristit éemo Tabelu 1.
10+ 10+
o 51
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-3 -2 -1 1 3 -3 -2 -1 | 3
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—10 | —10 |
Slika 3: Znacajne tactke funkcija f i f’

Slika 2: Graf funkcije f
Maksimum u tacki x1, neposredno lijevo od

e Primijetimo da funkcija f ima dva lokalna ekstrema.
r = —1, te minimum u tacki s, neposredno desno od x = 1. Prema tome:

(21,0) i (22,0) su nultacke funkcije f'.

o Utacki x = 0 funkcija [ prelazi iz konkavnog u konveksno stanje. Prema tome, [’ ima v x = 0
minimum. Ocijenimo f'(0) pomoéu nagibnog trougla. Neka je t tangenta na graf f u tacki x = 0. Sa
—5-0
= = —5. Dakle
1-0 ’

= —5 i posljedicno f'(0) ~ 3% =

Slike 8 primijecujemo da je t(0) = 0, t(1)

(0, —5) je minimum funkcije f.
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e Funkcija je strogo monotono rastuéa na Iy = (—oo,x1) i Iz = (22, +00), a strogo monotono opadajuca
na Is = (x1,22). Prema tome:

graf funkcije f' je na intervalu I, U I iznad x-ose i na intervalu I ispod x-ose.

S datim podacima moZemo skicirati graf funkcije [, koji je prikazan crvenom bojom na Slici 4.

(98}

Slika 4: Grafovi funkcija f i f’

Razmotrimo primjer kada funkcija ima sedlastu tacku, tj. tacku u kojoj je prvi izvod jednak nuli i mono-
tonost ostaje nepromijenjena. U ovom slu¢aju, graf funkcije f’ dodiruje apscisnu osu u posmatranoj tacki.
Pogledajmo sljede¢i primjer koji ilustruje ovaj slucaj.

Primjer 2.2. Na Slici 5 je prikazan graf neke funkcije f : R — R.
1 2

05+

—
oY

—1+

Slika 5: Graf funkcije f

e Primijetimo da funkcija f ima dva lokalna ekstrema. Minimum u tacki x1, neposredno lijevo od
r = —1, i maksimum u tacki x4, neposredno desno od x = 1. Prema tome:

(21,0) i (22,0) su nultacke funkcije f'.

Tacka x = 0 je sedlasta tacka za graf f. Prema tome,

1’ dodiruje x — osu u tacki v = 0.
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o Utacki x = —1 funkcija [ prelazi iz konveksnog u konkavno stanje. Prema tome, f' ima vz = —1
maksimum. Odredimo f'(—1) pomoéu nagibnog trougla. Neka je t; tangenta na graf f w tacki x = —1.
Sa Slike 6 vidimo da je t(0) = 0.5, t(—1) = —0.5 i posljedicno f'(—1) ~ %Z = =05=05 — 1. Dakle,

(—1,1) je maksimum funkcije f'.
Sliénim postupkom zakljucujemo:

(1,1) je maksimum funkcije f'.

e Funkcija f je strogo monotono rastuée na Iy = (x1,z2), a na intervalima I = (—oo,x1) i I3 =
(z2,400) strogo monotono opadajuéa. Prema tome:

graf funkcije f' je na intervalu I, iznad x-ose i na intervalu I U I ispod z-ose.

S datim podacima moZemo skicirati graf funkcije f', koji je prikazan crvenom bojom na Slici 7.

@ 14

0.5 1

Slika 6: Znacajne tacke funkcija f i f’ Slika 7: Grafovi funkcija f i f’
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