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Jednakokraki trougao sa uglom od 100°

Dragoljub Milosevié¢!

1 Profesor u penziji, Republika Srbija

Sazetak: U radu su navedene i dokazane neke jednakosti u vezi sa jednakokrakim trouglom &iji je jedan
unutrasnji ugao jednak 100°.

1. Uvod

Veé u osnovnoj skoli susreé¢emo se s trouglom, to jest dijelom ravni koji je ogranicen sa tri duzi. Osnovni
elementi trougla su stranice i uglovi. Trouglove klasificiramo prema stranicama (jednakostrani¢ni, jednako-
kraki, nejednakostraniéni) i prema uglovima (ostrougli, pravougli, tupougli). NajduZza stranica pravouglog
trougla naziva se hipotenuza, a ostale dvije nazivamo katete. Kod jednakokrakog trougla jednake stranice
su kraci.

Jedno od ¢etiri pravila (stava) podudarnosti (pravilo USU, drugi stav podudarnosti) glasi:

Teorem 1.1. Dwa trougla su podudarna ako i samo ako imaju jednaku po jednu stranicu i oba odgovarajuca
ugla nalegla na tu stranicu.

Takode navedimo da Pitagorina teorema vrijedi za pravougli trougao:
Teorem 1.2. Kvadrat nad hipotenuzom jednak je zbiru kvadrata nad katetama.
Saglasno euklidskoj geometriji koristit ¢éemo se i tvrdnjama:

Teorem 1.3. Zbir uglova u proizvoljnom trouglu je 180°.
Teorem 1.4. Naspram jednakih uglova (stranica) u trouglu leZe jednake stranice (uglovi).

U radu éemo koristiti i poznatu kosinusnu teoremu:
Teorem 1.5. U trouglu AXY Z, ¢ije su stranice |YZ| =z, |ZX| =y i | XY| = z, vrijedi

2?2 =y? + 2% — 2yzcos L(ZXY).
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2. Jednakosti za jednakokraki trougao s uglom 100°

Prikazat ¢emo po jedan dokaz za pet jednakosti koje vrijede u jednakokrakom trouglu s uglom od 100°,
a za posljednju Sestu jednakost dat ¢emo dva dokaza.

Teorem 2.1. U jednakokrakom trouglu AABC u kojem je |AB| = a, |AC| = |BC| =b i ZACB = 100°
izabrana je tacka M tako da je ZMAB = 30° « ZMBA = 20°. Ako prave BM i CM presjecaju stranice
AC' 1 AB respektivno u tackama E i F, tada vrijede slijedece jednakosti:

1. ZCMB = 80°.
2. |AF| =|MF).
3. |BE| = |BF).
4. |BF| = |AF| + |CF].
5. |BM|-|CE|=|CM|-|BE]|.
6. a3+ b3 = 3ab?.
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Slika 1:
Dokaz:
1. Neka je dat jednakokraki trougao AABC u kome je ZACB = 100°. Tada je ZCAB = LZACB =

(180° — 100°) : 2 = 40°. Neka je tacka D podnozje normale iz tacke C na stranicu AB, a tacka N
neka je presjek pravih AM i CD (Slika 1). Tada je ZBMN spoljasnji ugao za trougao AABM, pa
je ZBMN = 30° 4 20° = 50°. Zbog simetrije je ZAND = ZBND =60° 1 ZCBN = ZMAC = 10°.
Kako je /ZBNM = /Z/BNC = 120°, |BN| = |BN|i ZMBN = ZCBN = 10°, trouglovi ABMN i
ABCN su podudarni (pravilo USU), te je |BC| = |BM|. Tada je ABCM jednakokraki trougao i
/BCM = ZCMB = (180° —20°) : 2 = 80°.

Uocavamo da je ZCMN = LZCMB—-/ZBMN = 80°—50° = 30°. S obzirom da je ZMAF = /MAB =
30° 1 LZAMF = ZCMN (unakrsni uglovi), zaklju¢ujemo da je AAFM jednakokraki trougao. Zbog
toga je |AF| = |MF|.

/BFM je spoljasnji ugao u AAFM, paje ZBFM = 2-30° = 60°. Takoder, imamo i ZBEC = 180° —
(20° + 100°) = 60°. Bududi da je ZFBM = ZCBE = 20°, |BM| = |BC|i 4BFM = Z/BEC = 60°,
trouglovi ABMF i ABCE su podudarni (pravilo USU), §to znaci da je |BE| = |BF.

. Bududéi da je ZDCF = 30°, pravougli trougao ACF' D je polovina jednakostrani¢nog trougla stranice

CF. Zbog toga je |FD| = 1|CF]|, a time je

a |CF
4| = |aD| - |Fp| = £ - 171 (1)
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a CF
|BF|=|BD|+ |DF| = 3 + |2—‘ (2)

Najzad, oduzimanjem jednakosti 1 i 2, dobijamo

BrI-lar = §+ 51 - (5 - 17

bl — |ICF
- (5-50) ~1em

to jest |bf| = |AF| + |CF|.

. Trouglovi ABMF i AMCE imaju jednake uglove, pa su sli¢ni. Na osnovu te sli¢cnosti imamo |[BM]| :

|CM| = |BF|: |CE|. Kako je |BF| = |BE|, slijedi trazena jednakost |BM| - |CE| = |CM]|-|BE].

. Na stranici AB uo¢imo tacku G, tako da je ZBCG = ZABC = 40°. Sada imamo da je ZACG = 60°

(Slika 2). Trougao ABCG je jednakoraki (/GBC = ZBCG), §to znaci da je |CG| = |BG| = «.

Tada je |AG| = a — . Trouglovi AABC i ABCG imaju jednake uglove, te su sliéni. Zbog toga je
b? b2

|AB| : |BC| = |AC| : |CG|, odnosno vrijedi a : b = b : z. Otuda je x = — pa je |BG| = |CG| = "

i|AG| = a-— %. Neka je tacka H podnozje normale iz tacke A na stranicu CG. Trougao AAHC

_ b
je polovina jednakostrani¢nog trougla stranice AC', §to znaci da je |CH| = 3 i na osnovu Pitagorine

teoreme je
b\ 302
|AH]? =% — | = :3—.
2 4
Dakle, |AH| = @
Nadalje imamo
¥ b b
GH| = 0G|~ |CH| = = — 2 = Z(2%b—a)

Primjenom Pitagorine teoreme na pravougli trougao AAGH, dobijamo |AG|?> = |AH|]? + |GH|?, iz
¢ega onda imamo,

2
2 _p2\? b b 2 190202 + bt 302 b2(4b? — 4ab + a2

a 2 2a a2 4 4a2
— 4(a* — 2a%b% + b*) = 3a%b% + 4b* — 4ab® + a*V?
— 4a* + 4ab® = 12a°b?
— a® + b® = 3ab®.

Pokazimo sada i drugaciji nacin dokazivanja jednakosti 6. Naime, posluzimo se trigonometrijom.
Kako je |CG| = |BG| = z, primjenom kosinusne teoreme na AAGC imamo

(a—x)* = b* + 2% — 2bx cos 60°,
odakle je

a? —b?
S 3)

Iskoristimo sad pomoc¢no tvrdenje:
Ako u ANABC wrijedi o = 23, onda vrijedi jednakost a*> = b(b+ c)
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Slika 2:

Dokaz ove tvrdnje se izvodi koristeéi slicnost trouglova i Pitagorine teoreme, a jedan od dokaza se
moze nadi u [3].

S obzirom da je ZAGC = 80° = 2-40° = 2 - ZC AG, mozemo primjeniti navedeno pomoéno tvrdenje
na AAGC, to jest

AC? = |CGI(CG| + |AG)) = ¥ =a(x+a-a),

odakle je
= —. 4
T =~ (4)

Iz jednakosti 3 i 4 slijedi da je

a2 _ b2 b2

2a—b a’

§to nam daje trazenu jednakost a? + b> = 3ab?.

O
Zadaci za samostalan rad

Zadatak 1. Dokazati sljedece jednakosti (v. sliku 1.):

1. |AF| = |EF| = |MF|.
2. |[AM| = |AF|V/3.
3. |CM| = |MNIV3.
4. b3 + 3 = 3b%c, gdje je c = |CM]|.
5. |AM|-|MN| = |AF| - |CM].
a
. |BE| = — 20).
6. |BE| = —/ba +20)
2
7. 1AM]|- [BN| = 22
a+b
Vb
8. [CM| = Wb
Va+2b+ /b
|BC| |CF| _

9 |MC| |AF|
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Zadatak 2. U jednakokrakom trouglu NABC, s uglom LACB = 100°, odabrana je tacka M tako da je
/MAB =10° i ZMBA = 20°.

1. Odrediti velicinu ugla ZCMB.
2. Dokazati da je |BM| = |CM| = |AB|— |BC].

Zadatak 3. U jednakokrakom trouglu AABC je ZACB = 100°. Krak BA je produzen do tacke D (A je
izmedu C i D) tako da je |CD| = |AB|. Izrac¢unati ZABD.

Zadatak 4. U trouglu AABC je |AC| = |BC| =, |AB| = a i a®+b® = 2ab*. Dokazati da je /ACB = 20°
ili ZACB = 100°.
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