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Sazetak: U radu se, u nekoliko specijalno odabranih primjera, uz komparativan pristup, ispituje ko-
nvergencija nizova koji su zadani rekurentnim formulama s konstantnim koeficijentima. Koriste se metodi
standardne teorije nizova iz matematicke analize koja se slusa na prvoj godini studija i metodi diferentnih
jednadzbi.

1. Uvod

Poznata je ¢injenica iz metodike nastave matematike da je odredeni zadatak dobro rijesiti na vise nacina,
koriste¢i ralicite metode, o Gemu se vise govori u [3]. U nekim sluc¢ajevima jedan metod ima preimudéstvo
nad drugim, $to ¢emo pokazati u ovom radu. Kada treba ispitati konvergenciju niza koriste¢i metode
matematicke analize, onda to uglavnom radimo tako $to pokazemo da je niz monoton i ograni¢en. U slucaju
kada je niz zadan nekom rekurentnom formulom vrlo ¢esto se pokazuje samo konvergencija niza, a samu
grani¢nu vrijednost niza je tesko ili nemoguée izracunati bez koristenja metoda diferentnih jednadzbi. I kod
jednog i kod drugog postupka (monotonost i ogranicenost) javljaju se kognitivne prepreke, jer nailazimo
na razli¢ite problemske situacije. Svaki novi zadatak podrazumijeva neke druge (nove) tehnike rjesavanja.
Medutim, ako problem rjesavamo primjenom metoda diferentnih jednadzbi, onda je postupak ponekad
znacajno jednostavniji (naravno, samo u situaciji kad se diferentna jednadzba moze rijesiti, [4]). U ovom
slucaju je potrebno naci opéi ¢lan niza te odrediti njegov limes. Kako ¢emo se, dakle, u radu baviti nizom
koji je zadan rekurentnom formulom, potrebno ga je definirati.

Definicija 1.1. Za niz z,, kaZemo da je zadan rekurentno ako je zadano nekoliko prvih ¢lanova niza i pravilo
po kojem se x,, racuna pomocu nekoliko prethodnih ¢lanova miza.

Rekurentne formule su ekvivalentne s diferentnim jednadzbama, stoga navodimo definiciju i teorem koji
slijede, a neophodni su nam u narednoj sekeiji [1, 5, 6].

Definicija 1.2. Neka su a i b proizvoljni realni brojevi. Tada se jednadzba oblika
Tpt1 =aTn+b, n=0,1,2..., (1)

naziva linearnom diferentnom jednadzbom prvog reda s konstantnim koeficijentima.
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Teorem 1.3. Linearna diferentna jednadzba prvog reda s konstantnim koeficijentima (1), u sluc¢aju a # 1,
ma rjesenge:

b\, b
Ty = <x0—1_a)a +m, n—0,1,2,... (2)

2. Primjeri ispitivanja konvergencije nizova
Primjer 2.1. Data su dva niza prirodnih brojeva:

Pn+1 = 2pn + 3¢, p1 =2,
Gn+1 = DPn+t 2¢n, q=1

o0
Dokazati da je niz {Pn} konvergentan.
qn

n=1

Rjesenje: Prvi nacin
Rijesimo ovaj zadatak prvo metodima matematicke analize (teorija nizova). Uocimo da vrijedi

Prti P 4n(2Pn +30n) — Pulpn +2¢0) _ 3q; —pj

= = <0
Gnt1  Gn Gn(Pn + 2¢5) Gn(Pn + 245)
ako i samo ako je P > /3 zasven=1,2,..., asto se dokazuje matematickom indukcijom. Naime, oéito je
qn
PL_y > /3. Iz pretpostavke da vrijedi P > /3 za neki prirodni broj n > 1, slijedi
q1 n
2p, + 3 el 1 1
pn+1: D, + Qn:1+pn+Qn:1+zn :2_;0 > 9 :\/?:7
dn+1 Pn+2% pn+2Qn qf+2 qf+2 \/§+2
to jest, po principu potpune matematicke indukcije je P > /3 za svaki prirodni broj n. To znaéi da je niz
qn

o0
{pn} strogo monotono opadajuéi i ogranicen je odozdo s v/3. Zbog toga je taj niz i konvergentan.
qn

n=1
Drugi nacin

Rekurentne formule za nizove p, i ¢, mogu se promatrati kao sistem diferentnih jednadzbi prvog reda koji
se u matri¢nom obliku moze napisati kao

Xn+1 = AXn7 n = 1,27

pri ¢emu je

| pn 12 3 12
S PR N B
Opée rjeSenje sistema je X,, = A™ X, a matricu A" izracunat ¢emo koriste¢i Hamilton-Cayleyev teorem. Iz
karakteristicnog polinoma matrice A

2-A 3

det(A—XI) = ‘ 1 9\

‘:(2—)\)(2—)\)—3:)\2—4/\4—1
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dobiju se svojstvene vrijednosti
M=2+V3 i h=2-V3,
pa je
ar=cy (2+38) + 6 (2-8), 3)
gdje su C i Cy konstantne matrice. Njih ¢emo odrediti koriste¢i pocetne uvjete. Za n = 0 imamo
A =C1 4+ Cy =T =04 + Co,
azan=1je
A=C1(24+V3) + G (2-V3),

odakle se dobije

Cy =

=N
=
N[ ‘
mﬂ
w

o

oty v

@‘ N|—=
B

Zamjenom u (3), imamo

Le+ve)" +2-v3)"| Le+va)"-(2- V)]
Le+v3)"-2-v3)"] 1[e+v3)"+(2-v3)"]
Kako je X,, = A" X, konaéno dobijamo

(2+v3)" +(2-V3)" + L [2+V3)" - (2-v3)"]

(N [ (T S X P VO L

)

odnosno

o (543) o= (F-4) -

Sada je
V3 _ 3\ (2=v3\"
e (-9 (BE) 1
hm—fhm\/3 = s\ A 1—\/§
n—o0 (pn n—00 /3 1 V3 1 — Vo =
‘ Pri-(F-y) (B8 v

a

Primjedba 2.2. Na ovaj drugi nacin dobili smo preciznu granié¢nu vrijednost niza, sto je prednost v odnosu
na prethodni, prvi nacin, gdje je ustanovljena samo konvergencija niza.
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Primjer 2.3. Neka je dat niz realnih brojeva:

Tpn—1+ Tn-2

3 (n=3,4,..).

ri=a, ra=05, ¥, =

Ispitati konvergenciju datog niza i u slucaju konvergencije izracunati lim x,.
n—oo

Rjesenje: Prvi nacin
Rijesimo i ovaj zadatak prvo metodima matematicke analize koja se slusa na prvoj godini studija matematike.

Ocito je da ovaj iterativni postupak predstavlja dobro poznati metod polovljenja intervala. Primijetimo da je
za a = b niz konstantan, to jest vrijedi x, =a =5b (n=1,2,...), paje lim x, = a =b. Zato pretpostavimo
n—oo

da je a < b (analogno bi se dokazivalo i u slu¢aju a > b). Naime, ako uvedemo oznake
I, = [$n5$n+1]7 n=12 ..,
onda ¢e nam {I,} -, predstavljati niz umetnutih (gnijezdo) zatvorenih intervala jer je

_d(L) b-a

Lt C Loy d(1n) = 575 = 57

n=12,..

i lim d(I,) = 0. Prema odgovarajuéem teoremu (teorem o gnijezdu) postoji ta¢no jedan realan broj c
n—oo

o0
. . . . . oo . o0 . . .
takav da je ¢ = ﬂl I, i pri tome su nizovi {x2,-1},_, i {Z2n},_, monotoni (prvi monotono rastuci, a
n=
drugi monotono opadajuéi) i, buduéi da svi ¢lanovi tih nizova leze u [a, b], oni su i ograniceni, pa zbog toga
i konvergentni i vrijedi lim x9,_1 = lim x9, = c¢. Preostaje samo odrediti broj ¢. To se moze postici
n—r oo n—oo

induktivnim putem na sljedeé¢i nacin:

- - B Ca+tb B b+ g+ (1+2)b
rT1=a, T2=0>b x3=x992_1= 5 0 TaT=T22= B) = 922-2
- 7%%+w7(1+2)a+(1+22)b
T5 = X2.3—-1 = 9 - 92:3-3 ’
a 2
wrOpp | OF0ar ()b 4 o2y,0 (1424 2%)p
Trg = T2.3 = = 2-3—2 ?
9 2
142)a+(14+22)b 1+22)a+(14+2+2%)b
- - (+>;(+ ), (1t )*;4** ) (1424 2%)a+ (1+22+2%)0
T7 = Xo.4—1 = B - 92:4—3 ’
14+22)a+(1+2+2%)b 1+2+23)a+(1+22+24)b
(1t )Z(f* o (2 );(+ +2') (1+22+2Ya+ (1+2+22+2%)b
Ty = X2.4 = B = 9242 )

iz Cega se mogu naslutiti opée formule

), L )
(142423 4. +2%5) gy (14224 po2—1) (12 o Jat Tommrh

To2k—1 = 22k—3 - 922k—3 ’
(22)k—1_1 (22)k—1_1
(1424 + 254 at (14242 4. po23)p =1 ot (1H2 e )
T2k = 92k—2 = 92k—2 ’
odnosno

a+2b a—2>b
3 +3-22’6*37

a+2b a—2>b
3 3.2%2

T2k—1 =

T2k
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zak €{1,2,..}.
Primjenom potpune matematicke indukcije dokazuje se potpuna ispravnost prethodnih opéenitih formula
za Clanove nizova s parnim i s neparnim indeksima. Sada je oc¢ito da vrijedi

. . a4+ 2b
lim x9,_1 = lim zy,, = .
n—00 n—00 3
Drugi nacin
Tnp—1 + Tn—2 o . . . - .
Jednakost x,, = ————— mozemo napisati u obliku: 2x, —x,_1 —x,_2 = 0, §to predstavlja homogenu

diferentnu jednadzbu drugog reda. Njena karakteristi¢cna jednadzba je
222X —-1=0,
Cija su rjeSenja Ay =1, Ag = f%. Opce rjesenje spomenute diferentne jednadzbe je oblika:

—1\"
In—01'1n+02'<2) .

Odredimo konstante C7 i Cs, koristeéi pocetne uvjete x1 i 2. Za n = 1 imamo

-1 C.
$1201+02(2>:>GZC1—22,

azan=2je
-1\? C
1’101+02(2> :>b101+z2.

2b 4(b —
at iCy = %, pa je rjeSenje diferentne jednadzbe:

Rjesavanjem posljednjeg sistema dobijemo Cy =

. _a—|—2b+4(b—a) -1 "
"3 3 2 )

Sada mozemo nadi limes niza x,,:

. . a+2b 4(b—a) [(—1\" a4+ 2b
lim z, = lim + — =

n— o0 n—o0 3 3 2 3

d

Primjedba 2.4. Prethodni primjer u najboljoj mjeri pokazuje da je ponekad metod diferentnih jednadzbi
znatno jednostavniji od metoda standardne matematicke analize.

Primjer 2.5. Dokazati da je niz zadat rekurentnom relacijom:

3+ ay,
2 )

a/1:0a an+1 = nENa

konvergentan.

Rjesenje: Prvi nadin
Primijetimo prvo da ¢e niz biti strogo monotono rastuéi (jer je a; = 0) ako i samo ako vrijedi

2ap41 —an)=3—-a,>0<=a, <3 (n=12,..).
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Matematickom indukcijom dokazimo da je zaista a, < 3 zan = 1,2,... . Naime, za n = 1 nejednakost je
ocito tacna. Koristeéi pretpostavku da vrijedi a,, < 3 za neko n > 1, imamo

3+a, 3+3
a = < —— =3,
n+1 2 2
pa je na osnovu principa potpune matematicke indukcije ta¢na nejednakost a, < 3 za sve n =1,2,... . To

ujedno znaci da je niz i ograni¢en odozgo s 3. Zbog toga je on i konvergentan.

Drugi nacin

3+a ...
Jednadnakost a, 1 = 5 % mozemo napisati i kao
1 3
Ap41 = 5 an + 57

§to predstavlja nehomogenu linearnu diferentnu jednadzbu prvog reda s konstantnim koeficijentima, ¢ije je
opce rjesenje dato u obliku (prema Teoremu 1.3)

an = | a— b a” + b
" 1—a 1—a’

gdje je @ = ag = 0 pocetni uvjet. Zbog toga je

1 n
QAp = —3 (2> + 3,

iz ¢ega neposredno slijedi da je
. . 1\"
lim a, = lim (—3 () +3) =3.
n—00 n— 00 2

Primjedba 2.6. I u ovom slucaju, metodom matematicke analize (prvi nacin) ustanovili smo samo konver-
genciju datog niza, a metodom diferentnih jednadzbi (drugi nacin) izracunali smo tacénu graniénu vrijednost
niza.

|

Primjer 2.7. Neka je dat niz formulom
Qp = Qp_1+ Qp_o9, n >3, (4)

pri cemu su pocetni uvjeti ay = ag = 1 (dobro poznati Fibonaccijev niz, [1, 2, 5, 6]). Naéi

a) im ay,,

n— o0

. Ap+41
b) lim ntl
n— oo an

Rjesenje: Jednakost (4) mozZemo napisati u obliku diferentne jednadzbe
p — Qpn-1 —an—2=0, a;=ax=1, n>3. (5)
Odgovarajuéa karakteristi¢na jednadzba jednadzbe (5) je
M —-A-1=0,

¢ija su rjeSenja \; = % il = 1_7\/5 Zato opce rjesenje date jednadzbe (5) ima oblik

w-a(150) o (150)
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Konstante Cy i Cy odredit ¢emo koristeé¢i pocetne uvjete

1 5 1—-+5
n=1=—a; = +2\[C'1—|— 2\[0221’

(o (5

n as B) B)

odakle se dobija da je Cp = 7 iCy = —%, pa je rjeSenje
oo LT(LEVBN"  (1-VB)\"
"5 2 2 '
Posto smo nasli opéi ¢lan niza (4), sada mozemo izracunati trazene limese
L+VE\"  (1-VB\"™
2 2
. 145 1-v5\"]"
= lim [ — 1-—
( 1+v5)™ 1—vB™ 1

) (52 EHQH)—W}—WH

Ve i A2V Ve
( >6 nﬂoon(1+\/5)n<+>60

N—
3=

3=

3=

b) (v. slican postupak u [2, 5, 6])

n+1 n+1 n
1| [ 1+E [ 1=v5 1+v5  1=v5 [ 1-5
(41 i 5 2 2 . 2 2 \1+v5

im n n n
n—0o @ n—00 1 145 _(1-v3 n—00 1_ 1—/5
5 2 2 1+V5

O
1+45
2

Primjedba 2.8. Vidimo da smo u oba slucaja kao rezultat izracunavanja limesa dobili konstantu

poznatu kao zlatni presjek.

Primjedba 2.9. Iz teorije nizova u matematickoj analizi poznato je da, ukoliko postoji limes b), postoji
limes a) i oni su medusobno jednaki. Naime, koristeéi Stolzov teorem, imamo

1 n A 1 n . 1 n _1 n . n
In lim ¥a, = lim In ¥a,, = lim Nan _ lim (Inax) lim Dant1 = Nl _ lim lna +

n— 00 n— 00 n—oo N n— oo (’n,) n— 00 (n + 1) —-n n—00 an,

. An41
=1In lim —F ,
n—oo @y,
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odakle slijedi da je

. . Ap41
lim /a, = lim ntl

n— 00 n—00 (A

U prethodnom primjeru smo to samo dodatno potvrdili.
Primjer 2.10. Ispitati konvergenciju niza zadanog rekurentnom formulom

Tpi1=V2+z, n=012.., (6)
uzimajuéi da je 0 < xg < 2.

Rjesenje: Prvi nacin
Upotrijebimo prvo metode iz teorije nizova. Ocito je da vrijedi

’131:\/2+£L’0<\/2+2:2,
$2:\/2+x1<\/2+ :27

i ako pretpostavimo da je za neki prirodni broj n > 1 tacna nejednakost x,, < 2, tada je

xn+1:\/2—|—xn<\/2—|—2:2.

Dakle, primjenom principa potpune matematicke indukcije zaklju¢ujemo da je niz {xn}zozo ogranicen odozgo
s 2. S druge strane, iz (6) slijedi

2 2
Tpa1 =2+ Ty > 1y,
ako je
rr — 1, —2 <0,

a §to je sigurno zadovoljeno za 0 < z,, < 2. Dakle, 41 > =, za sve n = 0,1,2,..., $to znaci da je niz
{xn}iozo strogo monotono rastudi, pa je, zbog ogranic¢enosti odozgo s 2, ujedno i konvergentan niz.

Drugi nacin

Jednakost (6) mozemo razmatrati kao nelinearnu diferentnu jednadzu prvog reda. Uvedimo smjenu: x,, =
2 cos(2z,). Tada (6) poprima oblik

2¢c08(22p41) = /2 + 2cos(2zy,),

odnosno,

c0s(2zp41) = cos(zy),
odakle je

Znal = i%zn +kr (ke€Z).
Razmotrimo ove slucajeve odvojeno.

i) 2pt1 = 22, +km (k€ Z)
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Opée rjesenje ove jednadzbe je, prema (2),
1 n

zn = (20 — 2km) (2> +2kn (k€ Z).

Pri tome je
1 o

o = 2c08(229) = 29 = 5 arccos <?> ,

§to implicira
1 \"
Zn = <2 arccos (%)) - 2k7r) <2) +2kr (k€ Z).

Konacno je opce rjeSenje polazne jednadzbe

T, = 2cos ((arccos (%) — 4k7r) <;) +4k7r> , n=0,1,2,..., keZ.

Odavde je
lim z,, = 2cos (dkw) =2-1 =2,

n—oo

§to znaci da je niz konvergentan.
ii) Zny1 = —320 +kr (k€ Z)
Opce rjesenje ove jednadzbe je, prema (2),
2km 1\" 2k«
n = —— -z — (ke2),
z <Zo 3 > ( 2) + 3 (keZz)
odnosno
1 2k 1\" 2k
Zn = <2 arccos (%) - ;) (—2> + Tﬂ (keZ).

Konag¢no je opée rjeSenje polazne jednadzbe

4k 1\" 4k
xn:2cos(<arccos($20)—3ﬂ> (—2> +37r)7 n=0,1,2,.. keZ.

Odavde je
4k
limacn:2cos<7r) —2.1=2
n—00 3
ili
4k 1
li n=2 — ) =2(—-=)=-1
tim o =205 (%7 ) =2 (3
Zbog c¢injenice da je x, > 0 za sve n = 1,2, ..., u obzir dolazi samo slu¢aj lim x, = 2.
n—oo

57
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Primjer 2.11. Neka je dat niz

b
a1 =a+b—2 n=(1,23,...). (7)

an
Odrediti lim a,,.
n—oo

Rjesenje: Jednakost (7) moZemo napisati u obliku

a+b)a, —ab
= EFV 2193, (8)
§to je ustvari Riccatijeva diferentna jednadzba.Uvodenjem smjene a,, = bz“, ta se jednadzba transformira
u linearnu jednadzbu oblika
bn+2 — (a + b)bn+1 + abbn =0. (9)

Jednadzba (9) ima karakteristicnu jednadzbu
N —(a+bA+ab=0,
¢iji su korijeni A\ = a, Ao = b, pa je njeno opce rjesenje
b, = Cra" + Cab".
Vracanjem u smjenu dobijamo rjeSenje polazne jednadzbe

Cra™t! + Cobntt
an = s
" C’la" +02b"

gdje su C i Cy proizvoljne konstante. Potrebno je razmatrati dva slucaja

i) Cy #£0
Tada je

Can+1 + bn—i—l
tn = Ca™ + b»

)

gdje je C' = g—; U zavisnosti od toga da li je a jednako, manje ili vece od b razlikujemo sljedece situacije.

1° Ako je a = b, tada imamo

n+1
lim a,, = lim m:a:b.

2° Ako je a < b, tada je

nl—>ngo On = nl—>nclo (%)n +1

3° Ako je a > b, onda je

lim a,, = lim 717“

ii) Co =0
U ovom slucaju se dobije jos jedno rjesenje date jednadzbe, konstantan niz

ap,=a (n=12.3,...).

Tada je
lim a, = lim a = a.
n— o0 n— oo
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Primjer 2.12. Nizovi {an}, o, {bn}ro @ {cn}nry, zadani su rekurentnim formulama

1 1 1
Ap4+1 = §(bn + Cn)a bn+1 = E(an + Cn)7 Cn41 = E(an + bn)7 n = 07 1a27 ceey

gdje su ag = a, bg =b, cg = c.

Izracunati: lim a,, lim b,, lim c,.
n—oo n—oo n—o0

RjeSenje: Dati sistem se moze napisati u matricnom obliku

Xn+1 = AXru
gdje je
an 1 0 1 1 a
X,=1 by |, A= 3 10 1], X5=1|010
Cn 1 1 0 c

Posto vrijedi
X, =A"Xy, n=0,1,2,...,

to je dovoljno naéi matricu A". Problem ¢emo rijesiti koristenjem Hamilton-Cayleyevog teorema, prema
kojem je

k(A) = 0,

gdje je k(\) karakteristiéni polinom matrice A, a 0 nula matrica. Kako je

A 5 3

—4AX3+30+1

KON =det(A—A)=|1 —x 1 —%,
5o A

prema Hamilton-Cayleyevom teoremu imamo
4A%3 —3A—-T=0,

odnosno,
4A™3 — 34" — A" =0,

Sto predstavlja linearnu diferentnu jednadzbu treéeg reda s konstantnim koeficijentima. Svojstvene vrijed-

nosti matrice A su Ay =1, Ap3 = —%, odakle je onda,
n 1 "
A" = Cl + <—2) (CQ + 0371), (1].)

gdje su C, Cy i C5 konstantne matrice koje treba naéi koristeéi pocetne uvjete.
Za n =1 imamo,
1 1
A=Cy—-Cy—Cs—.
1= 502 35
Zan=2je

1 1
A2 = Cl + 102 + §C3a
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dok jezan =3
1 3
A3 = C — 7C —_ 70 .
1 S 2 S 3

Odavde se dobija

TR (2 -1 - 0 00
Cl:g 1 1 1 ’C2:§ -1 2 -1/, C3=]10 0 0].
11 -1 -1 2 0 00

Uvrstavanjem Cq, Co i C3 u (11), imamo,

1'111 1 2 -1 -1
A":g 1 1 1 +§ -1 2 -1]-
1 1 1 -1 -1 2

1+2

= | - e -y
R L T O S B G 31
Kona¢no je
X, =A"X,
I S G S L S ) L I
=3 | b tereh -y [ ]
RO L T O L &
[z 0 R (- (e
=3 | A=(=)Ma+ 1+2(=5)"b+ (1= (=3)")e |,
[ (1= (=5)"a+ (1= (=3)"b+ (1+2(=5)")e
odnosno
1[ 1
= 5 [(142(=5)a+ (1= (~5)b+ (1~ (~5)")e|.
o= 5 (1= (=) + (L 2=+ (1= (—5)")e
r = 3|1 (=50 (1= (=5) )b+ (L+2(=5)")e].

Trazene granicne vrijednosti su

n—oo n—r oo

lim a, = lim 1[<1+2<—§>">a+<1—1<—§)”>b+<1—1(—§)”>c] —Latbro,

lim b, = lim {(11(;)”)a+(1+2(;)”)b+(11(;)”)0] - é(a+b+c),
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Zadaci za samostalan rad

1. Dokazati da je niz zadan s

5a, + 4
=0 = — =1,2.3,...
ai ) An+1 4an+57 n y Ly 9y 9
konvergentan.
2. Neka je dat niz
ab
= =1,2,3,...
Ap+1 aerfan n y &y Dy 9
ab
dje je a1 = .
gaje je aq et b

a) Nadi opéi clan niza a,.
b) Odrediti lim a,.
n—roo
3. Neka je dat niz

1
apy1 =14+ — n=123,...,

n

gdje je a1 = 1. Izracunati lim a,,.

n—oo

4. Neka je dat niz

ap41 = n=12,3,...,

4(1 —ay,)
gdje je a3 = 0. Naéi lim a,.

n— oo
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