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Sazetak: U radu se, kroz teorijsku analizu i ilustrativne primjere, ispituju tacke ekvilibrijuma i globalno
ponasanje sistema, ¢ime se stice uvid u njihova kvalitativna svojstva i omogucava predvidanje njihovog
dugoro¢nog ponasanja.

1. Uvod

Intuitivno, pojam stabilnosti vezemo za ponaSanje sistema koje je otporno na male devijacije ili pro-
mjene. U matematici, stabilnost ima Sirok spektar primjena, a u ovom radu fokus je stavljen na stabilnost
linearnih autonomnih diskretnih dinamickih sistema drugog reda. Za stabilne sisteme ocekuje se da se
njihova dinamika s vremenom smiruje, odnosno da mali devijacije u blizini ravnoteznog stanja rezultiraju
rjesenjima koja teze tom stanju kada vrijeme tezi u beskonacnost. Ovakav koncept stabilnosti ima poseban
znacaj u primijenjenoj matematici, kao i u fizici i inZenjerstvu, gdje se brojni procesi modeliraju pomocu
diskretnih dinamickih sistema [1-5]. Prilikom modeliranja ovakvih sistema kljuc¢no je da rjeSenja posjeduju
stabilno ponasanje, jer bi u suprotnom modeli bili neadekvatni za prakti¢nu primjenu. U radu ée se, kroz
teorijsku analizu i ilustrativne primjere, ispitivati tacke ekvilibrijuma i globalno ponasanje sistema, ¢ime se
stice uvid u njihova kvalitativna svojstva i omogucéava predvidanje njihovog dugoro¢nog ponasanja.

2. Stabilnost autonomnih linearnih diskretnih dinamickih sistema drugog reda

U ovom dijelu opisat éemo stabilnost tacaka ekvilibrijuma autonomnih sistema oblika

X(n+1)=AX(n), (1)
fokusirajuci se na slucaj kada je matrica A formata 2 x 2.
Neka je data matrica A = le 12 , ¢ija je karakteristiéna jednacina data sa A2 — (a11 + ago) A +
21
(@11a22 — a12a21) = 0, odnosno,
A — (trA)X\ + detA = 0. (2)

Ciljna skupina: svi - primijenjena matematika
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U (2) uvedimo oznake: p; = —trA, ps = detA. Tada (2) ima oblik A2 +p; A +po = 0, odakle zaklju¢ujemo
da su svojstvene vrijednosti matrice A date sa,

1
Al = “(—p+£ \/]92 —4q).

2

Ako je zadovoljeno da |A; 2| < 1, tada je ekvilibrijum X = (0,0) lokalno asimptotski stabilan. Iz navedenog
slijedi jednostavan kriterij za ispitivanje lokalne asimptotske stabilnosti ekvilibrijuma X = (0,0).

Teorem 2.1. Tacka ekvilibrijuma X = (0,0) sistema (1) je lokalno asimptotski stabilna ako su zadovoljena
sljedeca tri uvjeta:

1L.1+p+g>0,
2.1—p+qg>0,
3. ¢ <1,

sto je ekvivalentno sa
[trA| <14 detA < 2. (3)

Dokaz: Dovoljan uslov da tacka ekvilibrijuma X = (0,0) bude lokalno asimptotski stabilna jeste |A; 2| < 1.

Kako su svojstvene vrijednosti matrice A date sa A1 2 = %(fp + /p? —4q), to iz |%(fp +/p?—4g)| <1
imamo da vrijede sljede¢e nejednakosti

1
—l<gpE VP —dg) <1,

odnosno nejednakosti p — 2 < £4/p% —4q < p + 2.
Posljednje nejednakosti vrijede samo u slucaju —2 < p < 2. Za takvo izabrano p lijeva strana nejednakosti
p—2 < /p? — 4¢q < p+2 uvijek vrijedi, odakle mozemo posmatrati samo $ta se deSava u slucaju 1/p? — 4q <
p 4 2. Kvadriranjem izdvojene nejednakosti i sredivanjem dobijamo upravo uslov: p+¢+ 1 > 0.
Ukoliko posmatramo nejednakost p — 2 < —4/p? — 4q < p + 2, nakon mnozenja sa (—1), nejednakost dobija
oblik: —(p+2) < v/p?>—4¢ < 2 —p. Analogno za p € (—2,2) imamo da je lijeva strana posljednje
nejednakosti uvijek zadovoljena, te opet mozemo ispitati ponasanje desne strane nejednakosti, odnosno
nejednakosti /p? — 4q < 2 — p, odakle potrebnim sredivanjem dolazimo do uslova 1 — p+ ¢ > 0. Time smo
dobili prva dva uslova teorema. Posljednji uslov direktno slijedi iz definisanosti izraza +/p? — 4q, odakle
imamo p? —4q > 0. Kako je p € (—2,2), to je p? € (0,4), pa je 0 < p? — 4¢q < 4 — 4q, odakle se dobije ¢ < 1.
O

Sada ¢emo dati neke jednostavne osobine tacke ekvilibrijuma, do kojih mozemo do¢i posmatrajuci
ponasanje svojstvenih vrijednosti polazne matrice A sistema (1). Neka je X = (T,7) tacka ekvilibrijuma
sistema (1). Vrijede sljedeée tvrdnje:

1. Ako sve svojstvene vrijednosti matrice A leze u otvorenom disku |A| < 1, onda je ekvilibrijum (Z,7)
asimptotski stabilan, to jest imamo lokalno-asimptotsku stabilnost.

2. Ako je bar jedna svojstvena vrijednost matrice A po modulu veéa od jedan, tada je ekvilibrijum (Z,7)
nestabilan.

U slucaju nestabilnog ekvilibrijuma vazno je napomenuti da razlikujemo sljedeca dva slucaja:

1. ako su obje svojstvene vrijednosti matrice A po modulu veée od 1, onda takav ekvilibrijum nazivamo
repeler,

2. ako je jedna svojstvena vrijednost matrice A po modulu veéa od 1, a druga svojstvena vrijednost po
modulu manja od 1, onda takav ekvilibrijum nazivamo sedlasta tacka.
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3. Analiza sistema faznim portretima
Posmatrajmo dvodimenzionalni linearni autonomni sistem:

z1(n+1) = an1z1(n) + araza(n)

zo(n + 1) = ag1z1(n) + agexa(n),

ili

X(n+1) = AX(n), (4)
d. . A _ ai1 a2 .
84Ie )¢ (azl a22

Definicija 3.1. Za tacku X kazemo da je tacka ekvilibrijuma sistema (4) ako je zadovoljeno AX = X ili
(A-DX = 0.

Dakle, ukoliko je (A — I) nesingularna matrica, tada je X = 0 jedinstvena tacka ekvilibrijuma sistema (4).
S druge strane, ako je (A — I) singularna matrica, tada postoji familija tacaka ekvilibrijuma za sistem (4).
Uvodedi smjenu Y (n) = X (n)— X u (4), formiramo novi sistem Y (n+1) = AY (n), koji je identi¢an sistemu
(4). Vazno je nepomenuti da je ispitivanje osobina stabilnosti ma koje tacke ekvilibrijuma X # 0 isto kao i
ispitivanje osobina stabilnosti tacke ekvilibrijuma X = 0. U tu svrhu, pretpostavit ¢emo da je X = 0 jedina
tacka ekvilibrijuma sistema (4).

Neka je J = P~'AP Jordanova forma matrice A. Tada J moze imati jedan od sljedeé¢ih kanonskih
oblika:

1. Slucaj: ()\1 0 ), kada su realne i razli¢ite svojstvene vrijednosti Ay # Ag;

0 A
.. (A1 .. . .. .
2. Slucaj: 0 A) kada su realne i jednake svojstvene vrijednosti Ay = Ao = A;

3. Slucaj: <_aﬁ g ), kada su kompleksno-konjugovane svojstvene vrijednosti A = a 1.
Ukoliko uzmemo da je Y(n) = P~1X(n) ili X(n) = PY (n), tada je sistem (4) ekvivalentan sistemu
Y(n+1)=JY(n). (5)

Ako je X(0) = X, pocetni uslov sistema (4), tada je Y (0) = Yy = P71 Xj odgovarajuéi pocetni uslov za
sistem (5). Vazno je naglasiti da su uslovi za ispitivanje tacke ekvilibrijuma sistema (4) i (5) identi¢ni.
Sada ¢emo skicirati fazne prostore sistema (5) za slu¢ajeve navedene u (3). Pocevsi od ishodista u y;y2 ravni,
Yo = (Y10, y20), pratimo kretanje tacaka Y7, Y3, .... U sustini crtamo orbitu {Y'(n,0,Yp)|n > 0}. Strelica na
orbiti upravo oznacava smjer kretanja kako se n (vrijeme) poveéava.
Razmotrimo navedene sluc¢ajeve pojedina¢no.

1. Sluc¢aj: U ovom slucaju sistem Y (n + 1) = JY (n) postaje

yi(n+1) = My (n),
y2(n + 1) = Aaya(n).

Stoga rjesenje sistema ima oblik (yl(n)> = (/\1 y10) , odakle dobijamo relaciju,

y2(n) A3 Y20
- () ()

Sada imamo sljedece situacije:
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-100

(i) Fazni portret za svojstvene vrijednosti 0 < Ay = % <

A= % < 1, lokalno asimptotski stabilna tacka ek- (ii) Fazni portret za svojstvene vrijednosti 1 < A\; = 1.1 <
vilibrijuma A2 = 1.3, nestabilna tacka ekvilibrijuma, repeler

60%

sl

i

(iv) Fazni portret za svojstvene vrijednosti 0 < Ao = g <
(iii) Fazni portret za svojstvene vrijednosti 0 < A\ = % < 1,A1 = 1, degenerativni sluéaj, nestabilna tacka
1,A2 = 2 > 1, nestabilna tacka ekvilibrijuma, sedlo ekvilibrijuma

Slika 1: Fazni portreti za A1 # Aq.

yo(n) o e
1. Ako je |A1] > |A2], tada 1520 ) 0 (Slika 1: (i), (iv)).

2. Ako je [A1] < |Az], tada hm ya(n
y1(n)

Slu¢aj 2: U ovom slucaju sistem Y (n + 1) = JY (n) ima oblik

~—

= oo (Slika 1: (i), (iii)).

y1(n+1) = M (n) + ya(n),
ya(n +1) = Aya(n).

n n—1
Kako je J = (/\0 nA ), dolazimo do rjeSenja sistema
( n ) <)\nylo +nA"" 1y20>
(n) A"y20, ’
ya(n) A"Yag

= te zakljuCujemo da je
y1(n)  A'yig +nA""lygg’ JHe )
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\

(v) Fazni portret za jednake svojstvene vrijednosti 0 <
Al =2 = % < 1, asimptotski stabilna tacka ekvili- (vi) Fazni portret za jednake svojstvene vrijednosti \; =
brijuma Ao = % > 1, nestabilna tacka ekvilibrijuma

Slika 2: Fazni portreti za A1 = As.

Sluéaj 3: U ovom slucaju matrica A ima dvije kompleksno-konjugovane svojstvene vrijednosti A\; =
a+if 1Ay =a—1if, pri ¢emu je 8 # 0.

Svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti Ay = a + i3 dat je sa v; = (1) i rjeSenje je dato sa
1 . 1 n ..
; (a+iB)" = ; [A1]"™ (cos nw + i sin nw)

— ( €OS W ) i (sinnw) 7
— sin nw COS Nw
gdje je w = tan’l(g). Opste rjesenje sistema u ovom slucaju je dato sa

yi(n)\ A €1 COSNw ~+ ¢9 sin nw
ya(n) ) — "M\~ sinnw 4 o cosnw )
S obzirom na pocetne vrijednosti y1(0) = y10 i ¥2(0) = y20, moze se dobiti ¢; = y10 i c2 = Y20, pa je rjesenje
oblika
y1(n) = y10 cos nw + Yoo sin nw,

Yya2(n) = —y10 sin nw + Y20 €OS Nw.

Primjer 3.2. U DDS-u X,,11 = AX,, zan = (0,1,...) ispitati lokalnu i eventualnu globalnu stabilnost za

1 0)
A:<2 .
L3

Rjesenje: Karakteristiéna jednacina date matrice A je A2 — X\ + i = 0, odakle dobijamo da su svojstvene
vrijednosti za dati sistem: A\ = Ay = % Kako je zadovoljeno |A1,2| < 1, imamo da je tacka ekvilibrijuma
lokalno asimptotski stabilna. Pri tome se tacka ekvilibrijuma za dati sistem dobija iz uslova

X = AX,

odnosno

-6
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. (T 0
Odavde je (y) = <0> .
1 1

Kako je fundamentalni skup rjesenja za dati sistem F'S := {5, n57}, to matricu A™ mozemo zapisati
kao linearnu kombinaciju A™ = 012% + nCQZ%. Odredimo konstantne matrice C7 i Cy. Naime,

0 1

~ 0 0 0
A1=<% %>=Clé+02§$02=<0 2).

Nakon uvrstavanja dobijenih vrijednosti C; i Cy dobijamo da je matrica A™ oblika

L
A"('z;; ?).
T 3w

Konaéno rjesenje sistema bi bilo oblika X,, = A" X, gdje je Xo = (g), pri ¢emu su «, 8 proizvoljni,

AOIC’léC&(l 0>7

odnosno
Tn) _ 2% 0 N i . o
Yn i B on \2na+B3)°

Takoder zadovoljeno je lim (x"> = <8), te zakljucujemo da je tacka ekvilibrijuma globalni atraktor.

n—oo \ Yn

—\0
stabilna tacka ekvilibrijuma.
Na Slici 3 prikazazan je fazni portret sistema za slucaj iz ovog primjera.

Kako je (;) = (O> globalni atraktor i lokalno asimptotski stabilna, to je onda ona i globalno asimptotski

~

~

Slika 3: Fazni portret za slucaj jednakih svojstvenih vrijednosti Ay = Ao = %, globalno-asimptotski stabilna
tacka ekvilibrijuma

Primjer 3.3. U DDS-u X,,11 = AX,, zan=(0,1,...)ispitati lokalnu i eventualnu globalnu stabilnost za

—4.5 5
1= (725 5)

Rjesenje: Odgovarajuée svojstvene vrijednosti matrice A su A\; = 31 Ay = % Dakle imamo |A]| > 11

[A2] < 1. Zaklju¢ujemo da je tacka ekvilibrijuma, $to je za ovaj sistem upravo tacka (5) = (8), nestabilna,
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Stavise sedlo. Matrica A" je oblika

nl n
A"<23 2.3

3n+1 + %n 3n+1 in
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on—1
)
1

pa je, za proizvoljne (a, 8) # (0,0), rjeSenje datog sistema dato sa

17

—2:3" g 23" - (=2:3"+ 2)a+(2-3" — 5:L5)8
Xy = A" Xy = ( ) _
—gntlp 3 gl Lo p (3"t + Dya+ (3T — L5)B
Dakle,
Tn = (=237 + D )a+ (23" — —— )3,
2n 2n—1
yn = (=371 + 2%)@ + (3" - 2,%)/3.
Posmatrajmo sljedece slucajeve:
1. Neka je a =0, 8 # 0. Tada je:
lim x, =400, B>0,
=(2-3"— 2n 5 ) B 1 vrijedi "h_’n‘;o 2, = —00, B <0,
n;nioyn =400, (>0,
Yo = (3" — 517)6 i vrijedi { "I?H‘io Y = —00, B <0
n—roo
2. Neka je a # 0, § = 0. Tada je
lim z, = +0c0, a<0,
Tp = (—2-3"+ 2 ) i vrijedi annio 2, = —00, a>0,
nlinio Un = +00, a <0,
Yo = (=3"T1 + 2)a i vrijedi { nl?ncio Y = —00, >0,
n=00
3. Neka je a # 0, 8 # 0. Tada je
lim z, =+oc0, a<p,
Tp=(—2-3"+ H)a+ (23" — 71)B i vrijedi { nl?rrioxn — oo, a>B
?i_r)nooyn =400, «a<f,
Yn = (=3"T + 2 )a+ (3" — 1) B i vrijedi { nl?rr(ioyn — oo, a>p.
n—oo
Na Slici 4 prikazan je fazni portret sistema iz ovog primjera. a

Primjer 3.4. U DDS-u X, 41 = AX,, zan = (0,1, ...

1
— 2
A(O 9>.

Rjesenje: Odgovarajuce svojstvene vrijednosti date matrice su A; = % i Ay = 9. Dakle imamo |[\| < 11

)ispitati lokalnu i eventualnu globalnu stabilnost za

[A2] > 1. Zakljuéujemo da je tacka ekvilibrijuma (;) = <8), nestabilna, stavise sedlo.
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Slika 4: Fazni portret za slucaj kada su svojstvene vrijednosti |A1| > 11 |A2| < 1, tacka ekvilibrijuma je
nestabilna (sedlo)

Svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A\; = % jex = <0), a svojstveni vektor koji

2
odgovara svojstvenoj vrijednosti Ao =9 je T; = (117>. Kako je fundamentalni skup rjesenja za dati sistem

FS = {%, 9"}, to matricu A™ mozemo zapisati kao linearnu kombinaciju A™ = 012% +C59™. Dalje imamo:
1. n=0:
A021201+02:>01: (1 0) —02

2. =1:
21—%0—Cl+90:>c— L) Lo o (0w
—\1 9/ T2 2 27\o o t=\o 1 /)

Nakon uvrstavanja dobijenih vrijednosti Cy i Co dobijamo da je matrica A™ oblika

o (@ FO M),

Konacno rjesenje sistema bi bilo oblika X,, = A™ X, gdje je Xog = (g), pri éemu su «, 3 proizvoljni pocetni

uvjeti, odnosno

Dakle,
" 2 (. "
w=(3) erir (- (3) )7
yn:9n5

Posmatrajmo sljedece slucajeve:

1. Neka je « =0, g # 0. Tada je:

) ) o lim z, = +o0o0, (>0,
Tp = 75(9" — (3)")B i vrijedi ”I?HT’ 2, = —0o, B <0,
n—oo

lim y, =400, [>0,
n—oo
lim y, = —oc0, [ <0.

n—oo

Yn = 976 1 vrijedi {
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2. Neka je a # 0, 8 = 0. Tada je
) . o lim z, =0, a€eR,
Ty = (3)" iy, =01ivrijedi nl?nioy —0 acR

n— oo

3. Neka je a # 0, 8 # 0. Tada je
lim x, =+o00, (>0,
2= (3t £ 0"~ (1))  viijed { (e,
n—oo
e li_>myn=+oo, 8 >0,
Yn = 976 1 vrijedi { lim g, = —c0, S <0.

n—oo

Na Slici 5 prikazan je fazni portret sistema iz ovog primjera.

100 |

o

Slika 5: Fazni portret za slucaj kada su svojstvene vrijednosti |A\1] < 11 |A2| > 1, tacka ekvilibrijuma je
nestabilna (sedlo)

Takoder bitno je napomenuti da u ovom slucaju svojstveni vektori koji odgovaraju svojstvenim vrijed-
nostima za ovaj sistem jesu ose novog koordinatnog sistema (oznacene Zutom, odnosno zelenom bojom),
buduéi da matrica A nije dijagonalna. Zbog toga je i

Yy2(n)
yi(n

Yn

Tn

17
5

= lim =
n— oo

lim
n— oo

4. Jedna od primjena linearnih sistema diferentnih jednacina

Primjer 4.1. Dio pustinje u sjeverozapadnom Meksiku naseljen je uglavnom sa dvije vrste Zivotinja: kojota
i ptica trkacica. Zelimo modelirati populacije ¢, i 1y kojota i ptica trkacica, redom, za t godina od sada ako
su trenutne populacije co i To poznate. Ako imamo da sljedeée jednacine modeliraju transformaciju ovog
sistema iz godine u godinu, s vremena t na vrijeme (t+ 1):

Ct+1 = O.86Ct + 0.08T‘t,
Ti4+1 = —O.lth + 1.14’/},

ispitati stabilnost sistema.
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RjesSenje: Dati sistem se moze zapisati u matricnom obliku na sljedeéi nacin
cev1) [ 0.86  0.08) (e
Tt4+1 - —-0.12 1.14 Tt '

Vektor Z; = (ff) zovemo vektor stanja polaznog sistema diferentnih jednacina, jer u potpunosti opisuje
t

sistem u trenutku ¢.

Ako je A = ( 0.86 0.08

012 1.1 4>, imamo da je polazni sistem zapravo dat u obliku

Tir1 = Al’t.

Transformacija koju sistem prolazi u periodu od godinu dana je linearna, predstavljena matricom A:

Pretpostavimo da je poznato pocetno stanje: ¥y = (:O) Cilj je pronadi Z;, za proizvoljno pozitivno ¢:
0

5 A L AL A A L A
0T Ty - Ty

Poznato je da ¢emo rjeSenje polaznog sistema 'y pronac¢i primjenom transformacije ¢ puta na pocetno stanje
To:

7 = AT,
Odgovarajuée svojstvene vrijednosti za dati sistem su A; = 1.1 1 Ay = 0.9. Dakle imamo |A1| > 11 [A2] < 1.
Zakljucujemo da je tacka ekvilibrijuma (“;) = <8), nestabilna, stavise sedlo.
Da bismo razumjeli dugoro¢no ponaSanje ovog sistema i kako ono zavisi od pocetne vrijednosti, bilo bi

korisno da pronademo formule za c; i r¢, izrazavajuéi ove veli¢ine kao funkcije od vremena t. Uradit ¢emo
to za odredene (pazljivo odabrane) pocetne vektore stanja, kroz sljedece slucajeve.

1. Slucaj 1 Neka su pocetne vrijednosti: ¢g = 100 i ry = 300. Tada je pocetni vektor oblika: Zy = (;88)

i vrijedi

L 4. _ (086 008\ (100\ _ (110\ _ . . (100\ _ . .. . .
xl_AIO_(-o.lz 1.14> (300)‘(330)‘1'1 <300>_1'1x0_’\1$°'

Jednakost AZy = 1.1Zp nam govori da je &y svojstveni vektor matrice A za odgovarajuéu svojstvenu
vrijednost Ay = 1.1. Moze se zakljuciti da ¢e sa ovako datim pocetnim uvjetima svaka populacija porasti
za 10% u toku naredne godine. Nastavljajuéi postupak mnozenjem matrice A svaki put mnozimo &y
sa svojstvenom vrijednoscu 1.1, te je konaéno rjesenje dato sa

7 = Aldy = (1.1)'d.

Zakljuéujemo da je ¢; = 100(1.1)% i 7, = 300(1.1)*, odakle vidimo da obje populacije rastu eksponen-
cijalno, za 10% vise svake godine.
2. Slucaj 2 Neka su pocetne vrijednosti: cg = 20017y = 100. Tada je pocetni vektor oblika: &y = (200>,

100
pa je

Y 4. (086 0.08) (200\ _ (180\ _ 200\ _ o=\ =

T = A% = (—0.12 1.14) ' (100) - (90) =09 <100> = 0.9%0 = AoTo.
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Jednakost AZy = 0.9Zy nam govori da je Ty svojstveni vektor matrice A za odgovarajucu svojstvenu
vrijednost Ao = 0.9. Moze se zakljuciti da ¢e sa ovako datim pocCetnim uvjetima svaka populacija
opadati za 10% u toku svake naredne godine. Nastavljajuéi postupak mnozenjem matrice A svaki put
mnozimo Zy sa svojstvenom vrijednoséu 0.9, te je konaéno rjeSenje dato sa

7 = A'%y = (0.9)' .

Zakljuéujemo da je ¢; = 200(0.9)" i r, = 100(0.9)*, odakle vidimo da obje populacije opadaju, za 10%
svake godine. Pocetne populacije su neuskladene: previse kojota lovi premalo ptica trkacica, Sto je
lose stanje za obje vrste jer obje teze izumiranju.

. Sluéaj 3 Neka je sada cg = 100 i 79 = 100. Tada je pocetni vektor oblika: Zy = (}88) i vrijedi

w086 0.08) (100\ _ (94

n=a0 =202 114) \100) T \102)
Ovdje stvari ne funkcionisu tako dobro kao u prva dva sluc¢aja koja smo razmatrali: vektor pocetnog
stanja Zp ne moze biti svojstveni vektor matrice A u ovom sluéaju, tako da za rjeSenja c(t) i r(t)

300 100
koji su dobijeni u prva dva slucaja. Svaki vektor u R? moze se jedinstveno napisati kao linearna

. . - . . . - 1 - 2
moramo traziti drugi pristup. Ideja je da se koriste svojstveni vektori v; = ( OO) iUy = ( 00)7

S . . L. .. . .o 1 .
kombinacija svojstvenih vektora v i U5. Specijalno, za vektor pocetnog stanja @y = (188) imamo
1
5

Zy = C17U1+Cot;. Nakon odgovarajuéeg izrac¢unavanja dobijamo Cy = % 10y = %, paje Xy = 171+%172.
Ukoliko se prisjetimo, u prva dva sluc¢aja dobili smo da je

Aty = (1.1)'5 1 AtTy = (0.9) 0.

Upravo iz tog razloga imamo da je konacno rjeSenje polaznog sistema dato sa:

1 2 1 2 1 /100 2 (200
o pgtm o ogatf 1s 4o o tt = t4 - tt t4
Ty =A%y =A <5v1 + 51}2) =(1.1) 0 + (0.9) g2 = (1.1) £ <300> + (0.9) E (100) .

Uzimajuéi u obzir komponente ove vektorske jednadzbe, sada mozemo pronaéi zatvorene formule za

c(t) ir(t):

Posto se ¢lanovi koji ukljuéuju (0.9)! priblizavaju nuli kako se ¢ pove¢ava, obje populacije na kraju

rastu za oko 10% godisnje, a njihov omjer % se stabilizira oko vrijednosti % =3.

Putanja koja predstavlja ponasanje populacija ovisno o vremenu ¢ za na$ sistem kojot ptice trkacice
prema sluc¢aju 3 prikazan je na Slici 6 zelenom putanjom. Da bismo stekli uvid u dugoro¢no ponasanje
ovog sistema i kako ono ovisi o pocetnom stanju, mozemo nacrtati grubu skicu koja prikazuje niz
razli¢itih trajektorija, koje predstavljaju razlic¢ite kvalitativne tipove ponaSanja. Tako je grafickim
prikazom na Slici 6 dat uvid u ponaganje populacija ovisno o poc¢etnim uvjetima koje smo razmatrali u
slucéajevima 1, 2, 3 za dati primjer. Vidimo da ¢e obje populacije (kojoti i ptice trkacice) napredovati
dugoro¢no ako omjer Z—g pocetnih populacija prelazi % Ukoliko to nije zadovoljeno, imat ¢emo izumi-
ranje obje populacije. Plava putanja predstavlja ponasanje populacija prema sluc¢aju 2, dok crvena
putanja predstavlja ponaSanje populacija prema slucaju 1.

O
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Slika 6: Fazni portret koji prikazuje ponaSanje populacija kojota i ptica trkacica, ovisno o vremenu ¢ i
razli¢itim pocCetnim uvjetima.
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