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Dokazivanje nejednakosti primjenom diferencijalnog racuna

Jasmina Rahmanovié!

1 Behram-begova medresa u Tuzli

Rad posveéujem uvaZenom profesoru i mentoru prof. dr. Mehmedu Nurkanovic¢u, koji me je nesebi¢no bodrio i usmjeravao
kroz studije i rad, povodom mjegovog 65. rodendana

Sazetak: U ovom radu biée pokazano kako se uz pomoé¢ diferencijalnog ra¢una, te monotonosti i ko-
nveksnosti funkcija mogu dokazivati neke nejednakosti.

1. Uvod

Dokazivanje nejednakosti je tema kojom se najceSée bave nadareni ucenici, odnosno, ucenici koji se
spremaju za takmicenja, kao i njihovi mentori. Rad sa nejednakostima je mnogo zahtjevniji u odnosu na
jednakosti. Zato bilo koja inovativna ideja na ovu temu ¢e vjerovatno biti korisna onima koji se bave tom
problematikom. [1]

Uvedimo sada osnovne pojmove i ¢injenice koje ¢emo koristiti pri dokazivanju nejednakosti u narednoj
sekciji.

Definicija 1.1. [2],[3] Neka je funkcija f definisana na nekom inervalu I C R. Za funkciju f kazemo da je
monotono rastuca ako za sve x1,xs € 1 vrijedi
z1 < w3 = f(z1) < f(22) .

Za funkciju f kaZemo da je monotono opadajuéa ako za sve x1,x9 € 1 vrijedi
z1 < w2 = fz1) > flz2) -

Teorem 1.2. [2],/3] Ako je funkcija f diferencijabilna na 1 i
J'(z) >0,z2a sve x €1,

tada je funkcija f rastucéa na 1, dok je funkcija opadajuca na 1 ako je
J'(z) <0, za sve x € L.

Ponekad nije tako jednostavno odrediti znak prvog izvoda funkcije, pa se tada gornja ¢injenica moze
poopéiti. Dakle, ako je n-ti izvod funkcije pozitivan na intervalu I, to jest, f(™) (x) > 0, tada je f(”_l)(x)
rastuc¢a funkcija na I. Analogno, ako je n-ti izvod funkcije negativan na I, to jest, f(™(x) < 0, tada je
f=1(z) opadajuca funkcija na I.
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Teorem 1.3. [2//3]/(Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti) Ako je funkcija f : [a,b] — R nepre-
kidna na [a,b] i diferencijabilna na otvorenom intervalu (a,b), tada postoji tacka ¢ € (a,b) takva da je

f() = f(a)
b—a ’

f'e) =
Definicija 1.4. [3] Za funkciju | kaZemo da je strogo konveksna na 1 ako za svako A (0 < X < 1) vrijedi

fAzr + (1 = Naza] < Af(x1) + (1= N) f(x2), za sve x1,29 €1 .

Za funkciju | kaZemo da je strogo konkavna na 1 ako za svako A (0 < A < 1) vrijedi

flAzr + (1 = Nao] > Af(x1) + (1 — N) f(z2), 2za sve 1,22 €1 .
Teorem 1.5. [2],/3] Ako je f:1— R dva puta diferencijabilna i ako je

f'(x)>0,za svex €1,
tada je funkcija f strogo konveksna na l, a ako je

/' (x) <0,z2a svex €1,

tada je funkcija f strogo konkavna na 1.

Teorem 1.6. (Jensenova nejednakost) Neka je f : I — R konkavna (konveksna) funkcija i neka su
A1y A2, ..y Ap nenegationg realni brojevi takvi da je Ay + Ao+ ...+ A, = 1. Tada za sve x1,xs, ..., x, € I vrijedi

f (i Ak%) > Zn:)\kf(xk), <f( Ak%) < i:%f(%)) : (1)
k=1 k=1 k=1 k=1

Stroga konkavnost (stroga konveksnost) vrijedi kad se u (1) stave znaci stroge nejednakosti.

n

2. Dokazi nekih specifi¢cnih nejednakosti
Primjeri koji slijede uglavnom su uzeti kao zadaci iz [4], te ovdje detaljno uradeni.
Primjer 2.1. Dokazati da vrijedi nejednakost

Vi S (n+ 1)V n>9.

)

1
Rje3enge: Definisimo funkciju f tako da je f(z) = e

Jz

za x > 0. Tada je

—

1 Inx

'\/E*ﬁ'lnx_ﬁfgﬁ_2—lnx
T N x 2 x

8|

flz) =

pa je

2—Inz
2z

Dakle, za x > €2 je f opadajuéa funkcija. Zato je za n > 9

fl(z) <0 — <0 <= 2-lnz<0 < Inz>2 < z>¢.

f(n) > f(n+1)



J.Rahmanovié / EVOLVENTA (JAMTK) 8 (2) (2025) 25

pa je
Inn o In(n+1)
Vn Vn+1

odnosno,

< Vn+1llnn>+nln(n+1),

V" > n(n41)V" <= V"> (n4 1)V

a to je i trebalo dokazati.

Inx

NG

Napomena 1. Ideja za uzimanje u razmatranje monotonst funkcije f(x) =

kosti
Inn - In(n +1)
Vn NS

koja se dobije logaritmiranjem nejednakosti koju treba dokazati.

dolazi upravo iz nejedna-

Primjer 2.2. Neka je 0 < a < b. Dokazati da je tada
b —az® <b—a, x>1.
Rjesenje: Neka je f(x) = bx® — ax® — b+ a. Tada je
f'(x) = abz® ' — aba® ! = abz® (1 — 2b77) |

Ocigledno, za « > 1 je f'(z) < 0, pa je f opadajuéa funkcija. A kako je f(1) = 0 i s obzirom da je f
opadajuca funkcija, to je f(z) < 0 za x > 1. Dakle, imamo da vrijedi

b —az® —b+a <0,
odnosno,
ba® —az® <b—a,
za x > 1, §to je i trebalo dokazati. a

Primjer 2.3. Ako je 0 <z < %, onda je

2

sin” x
cosT < —5— .
x
Dokazati!
Rje3enge: Neka je f(x) = \j% — x. Tada je
COS T1/COST — sinx - —SBL 2cos® osin o 2
f’(x) _ 2y/cosz 1= 2/cos x 1 cos“x +1 _
CoS T CoS T 2 coS T+/COos T
cos? x — 2cosxzy/cos T + 1 - (cosx —1)?
2cosxy/cosx 2 cosxy/cosx
> 0,

za 0 <z < 3, jer je tada 0 < cosx < 1.
Dakle, f je rastuca funkcija za 0 < z < 7. Kako je f(0) =0, to je f(z) >02za 0 <z < §. Zato imamo
da vrijedi

sinx sinx sin? x 9 sin? x
—r>0 < >x°

— —_ > —
4/ COS X 4/ COS X . COS T x2

za 0 <z < 7. Time je polazna nejednakost dokazana.

> cosx ,
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Napomena 2. Iz posljednjeg niza ekvivalencija u prethodnom primgjeru se takoder vidi ideja odabira funkcije
f(z) kako bi se dokazala navedena nejednakost.

O
Primjer 2.4. Dokazati da je, za x >0
In(l+2) < —— .
Vit
Rje3enje: Neka je za x >0
x
= —In(1+=z
f(2) = =~ (1 + )
Tada je
) = Vitr—ora= 1 _ 24w —x 1 _w+2-2/T+a
1+a I+z 20+z)V1+z 1+z  2(1+z)V/1+z
I+z)—2vVT+az+1  (V1+az—1)
214+ 2)Vi+z  2004+2)/1+=z
> 0,
za x > 0.
Dakle, f je rastuca funkcija. Bududi da je f(0) =0, to je f(z) > 0 za z > 0, pa je
In(1+2) < < ,
1+
za x > 0. a

Primjer 2.5. Dokazati da vrijedi

1
In(l1++vV1+22) <=4z, z>0.
x

RjesSenje: Posmatrajmo funkciju

f(x):ln(l—l—x/l—l—at%—%—lnm.

Tada je
1 1 1 1 T 1—=2
") = . 24+ = —— = +
f() 14+VI+a2 2V1 + a2 22z T+ 221 +V1+22) a2
B x +171’7x3+(1—z)(\/1+z2+1+x2)
V142241422 a2 22(V1+ 22 +1+2?)
1422+ V142 —avli+a22 -z (V1422 —a)(V1+a?+1)
22(V1+ 22 4+ 1+ 2?) 22(V14 22+ 1+ 22)

> 0,

jer vV1+ a2 > z. Dakle, f'(z) > 0, pa je f rastuéa funkcija. Kako je

1+vVita® 1 1 1 1
f(x)—lnw—1n<+,/2+1>,
X X X xX X
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to f(xz) = 0 kad  — oco. Zato je f(x) < 0 za svako x > 0, to jest

1
In(l++v1+22)—=-—lnz<0,
T

odnosno,

1
In(l++v1+22)<lnz+-—.
x

Primjer 2.6. Dokazati da vrijedi

(1+2) <e, x>0,a>0.
T

Rjesenje: Posmatrajmo funkciju f(z) = zln (1 + E) na (0,4o00) i @ > 0. Tada je
x
1
In (1 + E) +x- -
x 1+

m(1+3)— a_
x x4+ a

f'(x)

x2’

8l

Primijetimo da je f'(z) > 0 ako i samo ako je
In (1 + E) > a ,
T T+a

odnosno, ako i samo ako je
m<m+“>> ¢ 2)
T T+ a

Funkcija In(1 4 ) zadovoljava pretpostavke Legrangeovog teorema (Teoreml.3) na segmentu [0, u], (u > 0),
pa psotoji ¢ € (0,u) tako da je

1
In(1 —Inl= -0
Bl 4w~ Inl= —(w-0),
to jest
In(1+wu)= ,

1+c¢
odakle, zbog 0 < ¢ < u, slijedi

L<ln(1+u)<u,u>0.
14+u

Primjenom posljednje nejednakosti, nije tesko zakljuciti da je nejednakost (2) zadovoljena, pod uvjetima
zadatka. Zaista,

T+a a a a
ln< >1n(1+)> wa: .
T x 1+5 T+a

Dakle, f'(x) > 0 za svako = > 0, Sto znaci da je posmatrana funkcija rastuéa na (0,400). Ako pustimo da
T — 00, imacemo da vrijedi

lim xln(l—i—g): lim ln(l—&—g)m:a.
T

r—00 €T T—00
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Prema tome, funkcija f je rastuéai f(z) = a kad x — oo, pa je f(z) < a za svako x > 0, to jest,
zIn (1 + ﬂ) <a,
x
ili,
x
In (1 + E) <a,
x
odnosno,
x
(1 + g) <e,
x
za svako z > 0, §to je i trebalo dokazati.

Napomena 3. [ u prethodnom primjeru se vidi da je ideja uzimanja funkcije f u navedenom obliku poslje-
dica logaritmiranja nejednakosti koja se dokazuge.

Primjer 2.7. Dokazati da vrijedi nejednakost
e —1—z <z x>0.
Rjesenje: Neka je
flx)=a%" —e" 4z +1.
Tada je
fl(x) =2ze” +2%” —e® +1=e"(2*+22—1)+1.
Dalje je
() =e"(2®>+20 —1)+e"(2x +2) =e"(2® + 4z + 1) .

Ocigledno je f”(x) > 0 za sve > 0, pa je f’ rastuéa funkcija. Kako je f'(0) = 0, to je onda f'(z) > 0 za
x >0, pa je f rastuéa funkcija. S druge strane, zbog f(0) =0 je f(x) > 0, za = > 0. Dakle,

et —1—x <z .

Primjer 2.8. Za x € (0,7), dokazati da je

2

In(1+cosz) <In2— % .

Rjesenje: Neka je

2

f(z) =In(1 +cosz) —In2 + % .

Tada je

sinx T

/ — e ———
Fle) = 1—|—cosx+2'
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Dalje je

—cosz —cos?z —sin’z 1 —1—cosz 1 cos?x —1

" _ s e M AT
Jla) = (1 + cosx)? "2 (1 + cosx)? T3 2(1 + cos x)?

< 0,

za x € (0,7). To znaci da je f’ opadajuéa funkcija, a kako je f/(0) =0, to je f'(z) <0, za « € (0,7). Sada
zakljucujemo da je f opadajuéa funkcija, a zbog f(0) = 0, slijedi f(z) < 0, za « € (0, 7). Dakle,

22
In(1+cosz) <ln2— — .

4
Primjer 2.9. Dokazati da je
In(1 + 2?) < zarctanz < 2%, = > 0.
Rjesenje: Prvo ¢emo dokazati lijevu nejednakost. U tu svrhu posmatrajmo funkciju

f(z) =In(1 + 2?) — zarctan z .

Sada je
f(x) = 2 arctan — —— = —— — arctanz .
1+ 22 1+a22 1+
Dalje imamo
1—a2 1 —222

o) =G Tv2 - vy

Ocigledno je f”(x) < 0 za x # 0. Zato je f’ opadajuéa funkcija, a kako je f/(0) = 0, to je f'(z) < 0 za
x > 0. Dakle, f je opadajuéa funkcija za x > 0, pa zbog f(0) =0 je f(x) <0 za x > 0, to jest

In(1 +2%) < zarctanz .

Dokazimo sada desnu nejednakost. Neka je
g(z) = arctanz — x .

Tada je

1 —z?

/
- ="
g'() 1422 14227

pa je ¢'(z) < 0 za x # 0. Dakle, funkcija g je opadajuéa, a zbog ¢(0) = 0, imamo da je g(z) < 0 za x > 0.
Zato je

arctanz < z
odakle, nakon mnozenja sa x > 0, slijedi
rarctanz < % .
Sada mozemo zakljuciti da, za = > 0, vrijede nejednakosti

In(1 +2%) < zarctanz < z°.
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Primjer 2.10. Dokazati da za proizvoljno x > 0 i n € N vrijeds

gk x
xr
0<e”— o < ( -1).
k=0
oo
z® .
Rje3enje: Lijeva strana je ocigledna (jer je e Z k— Stavimo
k=0
_ 2,z _ i >0
f(z) et —e +Z o ©
k=0
Tada je
n—1 .’Ek
/! _ T s _ T -
fll@)=—e"+ e —eT+ > o,
k=0
odnosno,
z+1 gk

/ _ T T
fi(z) = —e e —&—;E
=0

Dalje je

n2k

2
Py =T 2

te zaklju¢ujemo induktivno da je

f(”)(z):x+nexfem+1,x20.
Pri tome je
_ ! l " 2 (n—1) n—1

Jos je
fM(@)>1,2>0.
Sada, iz Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti(Teorem 1.3), vrijedi

-1
r +z,2>0.

FO () >

30

Naime, funkcija f("~1)(z) zadovoljava pretpostavke Lagrangeovog teorema na segmentu [0, z], (z > 0), pa

postoji ¢ € (0,z) tako da je
£ @) = f70) = (e - 0)

to jest,

F (@) — = ["(e)z,
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odnosno,

n—1

—1
FOD@) = S e > e
jer je f*(c) >1zac>0.
Analogno je

n—2 n-—1

frB@) > ==+

z,x >0,

jer i f(»=2)(z) zadovoljava uvjete Teoremal.3, pa postoji ¢; € (0,z) tako da je

FrA (@) = f20) = F Y e
odnosno,

n—2

-2 -1 —2 —1
FO () = +f<"1><cl>o:>”n+<nn *Cl>x>nn+n v

n
Induktivno, zaklju¢ujemo da je
1 2
fl(x)>—4+=z,2>0
n o n
flz) > f,x >0.
n

Prema tome,

x x D gk
fex—f>e”—2 —, x>0.
n n k!

k=0

Primjer 2.11. Dokazati da vrijedi nejednakost

xlnx—i—ylnyZ(m—i—y)lnx;y, x>0,y >0.

Rjesenje: Posmatrajmo funkciju
flx)=zlnz,x>0.

Tada je

fl@)y=Inz+11if"(z)= % .

Jasno je da je f”(x) > 0 za x > 0, pa je posmatrana funkcija strogo konveksna na (0, +00). Zato je

f(fﬂ);rf(y) Zf<$42ry> 7

§to slijedi iz Definicije 1.4, uzimajuéi A = %

Dakle,

Jclngc—i—ylnyz(oc—i-y)lnjc_;y7 x>0,y>0.
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Primjer 2.12. Dokazati da za bilo koje n € N i {z1, 22, ...,zn} C (0,7) vrijedi nejednakost

n 1 n
' H sinxy < sin (n ];xk>

k=1

Rjesenje: Posmatrac¢emo funkciju
f(z) =lnsinz

na intervalu (0, 7). Tada je

1
fl(z)=cotaif'(z) = ——5—<0.
sin® z

To znaci da je funkcija f strogo konkavna na (0,7), pa je, prema Jensenovoj nejednakosti za konkavne

funkcije (uzimajuéi Ay = Ay = - - -\, = 1)

f (izxk> > 23" fa)
k=1

k=1

S|

odnosno,

1 — 1 —
Insin [ = > = Insi
nsin (ank> > nz nsinrg ,

k=1

ili,

n 1 n
H sinzj < sin (n ;xk> ,

k=1

§to je i trebalo dokazati. O

Zadaci za samostalan rad

Dokazati da vrijede sljede¢e nejednakosti.
1. 223 +322 - 122 +7>0, 2 > 1

x

—>Inz, x>0,z#0

e

zez <e*—1, >0

e 14lner—2r4+1>0, z>1

e < (1+z)tt >0

1 z+1
(x; ) <z% x>0

Gu W

o
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