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Sazetak: U ovom struénom radu prezentiran je metod rjeSavanja kubnih jednadzbi uz pomoé cirkularnih
matrica, preciznije, koristenjem odredenih njihovih osobina. Dato je nekoliko primjera na kojima je
demonstrirana primjena metoda, te uporedba sa ostalim poznatim metodima rjeSavanja kubnih jednadzbi,
odnosno istaknute prednosti jednog u odnosu na druge.

1. Uvod

Da li ste se nekada zapitali kako rijesiti neku algebarsku jednadzbu bez poznate formule? Ako jeste, onda
je ovaj ¢lanak bas za vas!

Rjesavanje kvadratnih jednadzbi u¢imo jos u drugom razredu srednje Skole i ne predstavljaju nam nikakav
problem, s obzirom da postoji jednostavna formula koja nam daje korijene (nule) odgovarajuéeg polinoma.
Medutim, sta kada se neki matematicki problem svede na rjesavanje kubne ili jednadzbe cetvrtog stepena?
Postoji vise nacina za njihovo rjesavanje: od klasi¢ne Cardanove formule i faktorizacije, Ferrarijeve formule,
do numerickih i grafickih metoda. Svaki od njih ima prednosti, ali uglavnom i neka ogranicenja.

Jedan od manje poznatih metoda za rjeSavanje kubnih algebarskih jednadzbi, koji je u okviru magistarskog
rada [3] obradila Emira Ljubunéié¢, uz pomo¢ mentorice Sabine Hrustié, je vrlo elegantan i prili¢no jednos-
tavan metod, koji zahtijeva koristiStenje osobina cirkularnih matrica.

Cirkularne matrice su bile poznate jos u XIX vijeku, $to dokazuju radovi matematicara kao $to su Gauss i
Sylvester, a danas imaju Siroku primjenu u teoriji signala, kriptografiji i numerickoj linearnoj algebri. Ove
matrice, ¢ije se vrste cikli¢no rotiraju, omogucavaju povezivanje sa karakteristicnim polinomima i otvaraju
vrata za rjeSavanje jednadzbi viseg stepena kroz linearnu algebru.

Na slican nacin moguce je pristupiti i rjesavanju jednazbi Cetvrtog stepena, §to je takoder obradeno u
magistarskom radu [3].

Posebno nam je zadovoljstvo $to ovu metodu mozemo primijeniti u nastavi kako za srednjoskolce, kojima
ovakav pristup priblizava apstraktne koncepte, tako i za studente kojima cirkularne matrice mogu posluziti
kao praktican alat za analizu nula polinoma treceg stepena.

Zasto koristiti cirkularne matrice?

Ciljna skupina: srednja Skola, edukacija u matematici
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o FElegantna struktura: Pojednostavljuje izracunavanje determinanti i svojstvenih vrijednosti.

e Povezanost sa algebrom: Direktno povezuje linearne algebarske metode sa klasi¢nim problemima te-
orije polinoma.

o Didakticka vrijednost: Pogodne za demonstraciju ucenicima i studentima jer omoguéavaju vizuelno i
logicko povezivanje vise oblasti matematike.

Prije nego sto predemo na konkretne primjere, prisjetimo se kako funkcioniraju cirkularne matrice i zasto
su korisne za rjeSavanje jednadzbi treteg stepena.
2. Cirkularne matrice i njihova svojstva

Cirkularne matrice predstavljaju posebnu klasu kvadratnih matrica koje imaju cikliénu (cirkularnu) struk-
turu. Neka je matrica C = [¢;j]nxn, @ Djena prva vrsta oblika

(007617 C2, ... 7Cn71)’

Kazemo da je matrica C' cirkularna matrica ako svaka sljedeca vrsta nastaje cikliénim pomakom prethodne
vrste ulijevo. Takva matrica ima oblik

Co C1 €2 -+ Cp—1
Cpn—1 Co Ct - Cp-2
— — |Ch—2 Cp—1 C tee Cp—
C - 0007017--47(/%71 - " " 0 n—3
C1 C2 C3 - Co

Cirkularna matrica je u potpunosti odredena svojom prvom vrstom. Ima konstantne vrijednosti na ”dija-
gonalama” paralelnim s glavnom dijagonalom, $to zna¢ajno pojednostavljuje njenu analizu, vidjeti [1, 2].
U opéem slucaju, cirkularne matrice nisu simetri¢ne. Medutim, u specijalnom slu¢aju, kada za koeficijente
vrijedi uslov

ck=Cn_t, k=1,2,....,n—1,
elementi matrice su rasporedeni simetricno u odnosu na glavnu dijagonalu, te je cirkularna matrica sime-
tricna.
Neka za matricu A, vektor X # 0 i parametar A vrijedi

AX = \X.

Tada parametar A zovemo svojstvena vrijednost matrice A, a vektor X svojstveni vektor matrice A koji
odgovara svojstvenoj vrijednosti A. Nalazenje svojstvenih vektora matrice svodi se na rjesavanje homogenog
sistema (A—AI)X = 0. Da bi ovaj sistem imao netrivijalna rjesenja, operator A — Al ne smije biti regularan.
Prema tome, njegova determinanta mora biti jednaka nuli. Dakle, svojstvene vrijednosti matrice A su nule
karakteristicnog polinoma det(A — AI), odnosno rjeSenja karakteristi¢ne jednadzbe det(A — AI) = 0.

Osnovna svojstva cirkularnih matrica

Neka je C cirkularna matrica dimenzije n X n ¢ija je prva vrsta (0,1,0,...,0). Tada vrijedi da je
c" =1,

gdje je I jedini¢na matrica. Ovo implicira da su svojstvene vrijednosti matrice C' rjeSenja jednadzbe
At =1,

odnosno n-ti korijeni jedinice.
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Primjer: Cirkularna matrica reda 3

Posmatrajmo matricu

Q

Il
= o O
OO =
O = O

Direktnim ra¢unanjem dobijamo
0 0 1 1 00
c’=11 0 o, c*=10 1 0| =1
0 1 0 0 0 1
Kako je C® = I, slijedi da su svojstvene vrijednosti matrice C' rjeSenja jednadzbe

A% =1.

Takoder, svaka cirkularna matrica reda 3 ima oblik

Chp C1 Co
A= Cy Cop C1
€1 C2 Co

Ovakva matrica moze se zapisati i u obliku
A= COI + ch + 6202,

gdje je C osnovna cirkularna matrica reda 3.

Pridruzeni polinom

Neka je A svojstvena vrijednost osnovne matrice C', a X pripadajuéi svojstveni vektor. Tada vazi
CX =)X, CFX=XX, zasvakokeN.

Prema tome, za matricu A = col +c1C + -+ + ¢,—1C™ ! vrijedi
AX = (co+ A+ )2+ Fep  NHX.

Izraz
qA) =co+ar+ N2+ ey AT

predstavlja svojstvenu vrijednost matrice A i naziva se pridruzeni polinom. Ovaj polinom sadrzi sve infor-
macije o svojstvenim vrijednostima cirkularne matrice.

Bududéi da su svojstvene vrijednosti osnovne matrice C, n-ti korijeni jedinice, mozemo jednostavno izracunati
vrijednosti pridruzenog polinoma za te korijene i dobiti rjeSenja odgovarajuée jednadzbe. Na taj nacin
rjeSavanje algebarskih jednazbi svodi se na racunanje svojstvenih vrijednosti odgovarajuée cirkularne ma-
trice, odnosno analizu pridruzenog polinoma. Ova perspektiva vodi do metode za rjesavanje kvadratnih,
kubnih i jednazbi ¢etvrtog stepena, jer omogucava da apstraktne polinomske jednadzbe prevedemo u pro-
blemski okvir linearne algebre.

3. Postupak za rjeSavanje kubnih jednadzbi koristenjem cirkularnih matrica

U ovom dijelu prikazujemo kako se kubna jednadzba moze rijesiti koristenjem osobina cirkularnih matrica.
Pristup je zasnovan na povezivanju zadatog polinoma sa posebno konstruisanom cirkularnom matricom.
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Koraci rjesavanja

Korak 1. Polazimo od opéeg oblika kubne jednadzbe

gdje je
p(z) = 2 + ax® + Bx + 7.

Korak 2. Uvodi se smjena
a
rT=y— =,
Y73

kako bismo eliminisali kvadratni ¢lan i dobili potisnutu kubnu jednadzbu oblika

v2 + By + 1 = 0.

Korak 3. Povezujemo ovu jednadzbu sa cirkularnom matricom oblika

0 b
C=1c O
b ¢

O ST 0

Primjedba 3.1. Zbir elemenata glavne dijagonale ove matrice, to jest, trag matrice C, jednak je nuli, $to
odgovara eliminaciji kvadratnog ¢lana u potisnutoj kubnoj jednadzbi.

Korak 4. Odreduje se polinom
det(A — C).

Za cirkularnu matricu

Q

|
N0 O
oo
o oo

vrijedi
det(M — C) = X3 — (b + ¢®) — 3bc \.

Korak 5. Povezivanje sa reduciranom jednadzbom
Izjednacavanjem sa reduciranom jednadzbom

Y+ By +m =0

dobijamo uvjete
b+ = -, 3bc = —pf.

Korak 6. Eliminacija jedne nepoznate
Tako se izraz
b+ ¢ = (b+c)® — 3be(b + c)

moze zapisati u ovom obliku, on ne omogucéava neposredno odredivanje vrijednosti b i c¢. Zbog toga uvodimo
smjenu inspirisanu Vieteovim formulama. Neka je

t = b, s=c.

Tada iz uslova dobijenih u prethodnom koraku slijedi

B\ _ 8
t+s=—m, ts = b3c® = (be)® = (—) = -1
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Dakle, brojevi t i s su rjesenja kvadratne jednadzbe
—(t+s)z+ts=0,
odnosno

z +’ylz—6—1—0

27

RjeSenja ove jednadzbe su

483 4
R A 4 —n- B+
= S =
2 7

Otuda dobijamo

433
W —71+\/ 63:_'71_\/71+ﬁ1

2

Primjedba 3.2. U izrazima za b i ¢ uwvodimo pomoéne konstante

_ i, B
m=—- n= +27

b=/ m++/n, c=+/m—+n.
Korak 7. Pridruzeni polinom

Koristeci dobijene vrijednosti b i ¢, formiramo pridruzeni polinom

pri cemu vrijeds

q(\) = DA+ A2

Korak 8. Nalazenje rjesenja koristenjem kubnih korijena jedinice
RjeSenja se racunaju za

M=1, dmw=—s+2l ag—w?= o

1 V3, > _1_ V3
2 2 2

gdje je
po=q1),  y=qw),  ys=q?)
Korak 9. RjeSenja pocetne jednadzbe su
a .
fUi:yi—gv 1217273'
Primjer 3.3. Naéi nule polinoma

p(x) = 2® — 322 — 62 — 20.

Rjesenje. Najprije uvodimo standardnu smjenu kojom se uklanja kvadratni ¢lan, x = y—

pa je x = y + 1. UvrStavanjem ove smjene u pocetnu jednadzu dobijamo
(y+1)° =3y +1)? —6(y+1) —20 =0,

odnosno reduciranu kubnu jednadzu
y> — 9y — 28 = 0.

37

g, gdje jea = =3,
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Dobijena jednadzba je oblika
y* 4+ by +m =0,
gdje je 1 = —9 i 93 = —28. Rjesenje trazimo u obliku
y=b+ec,

pri ¢emu vrijedi

B
3

Iz uslova be = 3 slijedi b3c® = (be)® = 27. Neka je b = m + /n, ¢ =m — y/n. Tada je

B+ =2m=28 = m=14,

b?’—l—c?’:—m:%7 bc = = 3.

b2 =m? —n =27,
odakle slijedi n = 196 — 27 = 169. Prema tome,
b =14 +13 =27, A =14-13=1,

pa je

b=3, c=1.
Jedno realno rjeSenje reducirane jednadzbe je

y1=b+c=4
Vracanjem smjene x = y + 1 dobijamo prvo rjesenje pocetne jednadzbe
1 = 5.

Preostala dva rjesenja dobijaju se koristenjem kompleksnih kubnih korijena jedinstva i imaju oblik

Yoz = —2+iV/3,
pa nakon vracanja smjene slijedi

To3=—14iV3.
Dakle, nule polinoma p(z) su

x =5, Ty = —1+1iV3, z3 = —1—14iV3.

Kako je
g(1)=b+c=3+1=4,

nakon uvodenja smjene prvo rjesenje je
1 =Y1 +1=5.
Za kompleksne kubne korijene jedinstva dobijamo

1
q(—z—k%?O::—2+i¢&

pa je, nakon vracanja smjene, drugo rjesenje
To = -1+ ’L\/g

Analogno,

odnosno, nakon vra¢anja smjene, trece rjesenje je

r3=—1—iV3.

38
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Primjer 3.4. ( Solarna energija) Neka solarna elektrana na krovu porodicne kuée dnevno proizvede i
akumulira ukupno 500 kWh elektricne energije. Dnevna dobit x u kWh (odnosno koli¢ina energije koja
direktno pokriva potrosnju ili se moZe prodati) zadovoljava relaciju

z® + = 500.
Kolika je ta dobit?

RjesSenje. Rjesavamo kubnu jednadzbu
z® + z — 500 = 0.

Jednadzba je veé u reduciranoj formi
23+ Bz 4+m =0, B =1, v1 = —500.
Kako trag odgovarajuce cirkularne matrice mora biti jednak nuli (zbog izostanka kvadratnog ¢lana), cirku-

larna matrica koja odgovara ovoj jednadzba ima oblik

0 b
C=1c O
b ¢

O T 0

Karakteristi¢ni polinom koji odgovara matrici C' je
det(\] — C) = X3 — b — ¢3 — 3bc \.
Poredenjem s polinomom 2 + 2 — 500 dobijamo sistem
{b3 + 3 = 500,
3bc = —1.

Iz druge jednadzbe slijedi
1

~5

1
bc = —3 b = (be)® =
Neka je
b =m++/n, A =m—+n.
Tada vrijedi
b3 4¢3 =2m =500 = m = 250,

1
b3 3 = 2 — = — —
c m n 77

1
odakle slijedi n = m? + o7 odnosno n = 62500 + % Prema tome,

3 1 3 1
=1/2 1/62 — = 1/250 — 1/62 —.
b \/ 50 + 1/62500 + 77’ c \/ 50 62500 + o7

Poznati kubni korijeni iz jedinice su

1
M=1 =g A=—

Uvrstavanjem u pridruzeni polinom
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dobijamo rjesenja

r,=b+ec, Ty = Do + A3, T3 = b3 + 2.

Kako su x5 i x3 kompleksno konjugovana, jedino realno rjesenje je x = b + ¢, odnosno
x ~ 7,895 kWh.

Dnevna dobit solarne elektrane iznosi priblizno 7,895 kWh. Ovaj primjer pokazuje kako se realan model iz
energetike moze opisati kubnom jednadzbom i rijesiti koriStenjem osobina cirkularnih matrica, povezujuéi
apstraktne matematicke metode s prakti¢nim primjenama u savremenim temama energetske efikasnosti.

4. Zakljucak

Kubne jednadzbe mozemo rjeSavati na razne nacine: pomocéu Cardanovih formula, Tschirnhausovog me-
toda(vidjeti [3]), ali i primjenom osobina cirkularnih matrica. Tschirnhausov metod je ra¢unski zahtjevniji,
dok Cardanove formule ¢esto vode do komplikovanih korijena koje je tesko interpretirati bez racunarske
podrske.

Postupak rjesavanja kubnih jednadzbi pomoc¢u cirkularnih matrica, odnosno, njihovih osobina, je primjen-
ljiv, jednostavan za pracenje i didakticki interesantan. Dovoljno je znati koeficijente cirkularne matrice i
na osnovu njih odrediti korijene polinoma, kao i sam polinom. Dobra strana ove metode je $to njenom
primjenom sigurno pronalazimo rjeSenja zadate jednadzbe, pri ¢emu postupak njihovog pronalaska povezuje
znanja iz razlic¢itih oblasti matematike.

Kroz istrazivanje sprovedeno tokom izrade magistarskog rada, uocile smo razli¢ite prednosti i nedostatke
metoda koje se koriste za rjeSavanje jednadzbi stepena veéeg od dva. U nastavku prikazujemo sazeto
poredenje najces¢ih pristupa:

Metoda Prednosti Nedostaci

Cardanova formula

Egzaktno rjesenje, moze se di-
rektno primijeniti na kubne jed-
nadzbe

Tesko primjenljiva u nastavnoj
praksi zbog slozenih racuna i
rada sa kopleksnim brojevima

Tschirnhausova metoda

Generalizabilna na viSe stepene;
Cisto algebraicki pristup

Racunski vrlo slozena; zahtijeva
vige koraka i transformacija

Cirkularne matrice

Intuitivna veza sa linearnom al-
gebrom; pogodna za nastavu;
omogucava uvid u strukturu
rjeSenja

Zahtijeva poznavanje koncepta
matrica i svojstvenih vrijednosti

5. Za dalje istrazivanje

Tako smo se u ovom ¢lanku fokusirali na rjesavanje kubnih jednadzbi koristenjem cirkularnih matrica, ista
ideja moze se prosiriti na jednadzbe cetvrtog stepena i Sire. Posebno je zanimljiva moguénost primjene ovog
pristupa u racunarstvu, digitalnoj obradi signala i teoriji kodiranja, gdje cirkularne matrice igraju vaznu
ulogu.

Kao podsticaj za dalje istrazivanje i primjenu metode, ostavljamo ¢itaocima sljede¢a dva zadatka.

Zadatak 1.
Rijesite jednadzbu
234322 92 +7=0
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pomoc¢u metode cirkularnih matrica. Uvedite odgovaraju¢u smjenu i pronadite nule polinoma koristeci
pridruzeni polinom.

Zadatak 2. (Primjena)
Pretpostavimo da u jednom danu sistem pametne distribucije elektri¢ne energije balansira izmedu potrosnje,
rezervi i prodaje. Ako je ukupna efektivna snaga u kWh izrazena modelom

3 + 2z = 162,

odredite realnu dobit izrazenu u kilovat-satima koriste¢i osobine cirkularnih matrica. Objasnite smisao
smjene i uporedite sa numerickim rjesenjem.
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