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Sazetak: Maligni tumori su, bez obzira na konstantan napredak tehnologije i medicine, vodeéi uzrok
smrti u mnogim drustvima. Matematicki modeli pokazuju se kao iznimno koristan alat za objasnjavanje
razli¢itih mehanizama rasta tumora. Njihova upotreba u medicini zapocinje sredinom 20. stoljeca,
a s razvojem racunara ti modeli postaju sofisticiraniji i njihova primjena u medicini postaje gotovo
neizostavna. U ovom radu je predstavljen jedan model rasta tumora u obliku sistema diferencijalnih
jednadzbi, u literaturi poznat kao Gyllenberg-Webbov model proliferirajué¢ih i mirujuéih Celija.

1. Uvod

Tumori ili neoplazme predstavljaju abnormalni dio tkiva i mogu biti benigni (dobro¢udni) i maligni
(zloéudni). Benigni tumori se ne $ire na okolno tkivo i organe, te u veéini slu¢ajeva nisu opasni po zivot. S
druge strane, maligni tumori se mogu §iriti na druge dijelove tijela, bilo krvotokom ili limfnim sistemom, te
isti mogu biti opasni po zivot. U izvjeStaju Strategije za prevenciju, tretmane i kontrolu malignih tumora u
Bosni i Hercegovini u prethodnih nekoliko godina se navodi da vise od dvije tre¢ine malignih tumora nastaje
pod uticajem savremenog nacina Zzivota (stres, neregularna ishrana i sliéno). Statisticki podaci iz Zavoda
za javno zdravstvo Bosne i Hercegovine nam pokazuju iznimno zabrinjavajuce brojke velikog poveéanja
oboljelih od malignih tumora u posljednjih nekoliko godina, ¢ak i kod adolescenata.

Izucavanje tumora i odabir najboljih tretmana za lijecenje je kompleksan proces koji vrlo ¢esto zahtijeva
interdisciplinaran pristup medicine, biologije i matematike. Matematicki modeli su se pokazali kao koris-
tan alat jer nam omogucavaju simulaciju rasta tumora, analiziranje interakcije tumorskih ¢elija i okoline,
ispitivanje uticaja lijekova na rast tumora, te predikciju mogucih ishoda lije¢enja. U 20. stoljeéu naucnici
su nastojali iskoristiti neke osnovne modele rasta, poput logistickog i Gompertzovog, oba zasnovana na
Lotka-Volterraovom modelu predacije, za opisivanje rasta tumora. To su modeli predstavljeni kontinualnim
dinamickim sistemima u formi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Kasnije, s razvojem rac¢unarske podrske,
modeli su postajali sve kompleksniji i davali bolji uvid u posmatranu tematiku. U nastavku je detaljno opisan
jedan model rasta tumora predstavljen sistemom diferencijalnih jednadzbi koji se ne moze eksplicitno rijesiti
u opéem slucaju, nego je za zakljucke koristena kvalitativna analiza.
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2. Gyllenberg-Webbov model rasta tumora

Celije koje sac¢injavaju tumor se mogu podijeliti na proliferirajuce i mirujuce Celije. Proliferirajuée ¢elije
se aktivno dijele i rastu, te samim time uti¢u na povecavanje veli¢ine tumora. Nasuprot tome, mirujuce Celije
se ne dijele aktivno, ali s vremenom, pod izvjesnim uvjetima mogu preé¢i u proliferirajuce éelije. Mirujuce
¢elije vrlo Cesto znaju biti glavni uzrok vracanja tumora nakon perioda uspjesnog lije¢enja iz razloga sto je
vedina lijekova uglavnom usmjerena na proliferirajuée éelije. Za vise detalja pogledati [1, 2].

Gyllenberg® i Webb® su 1989. godine poceli da istrazuju posljedice dva jednostavna zapazanja iz stvarnih
tumora, i to

e aktivno proliferirajuée ¢elije mogu uéi u stanje quiescencije ili mirovanja u kojem prestaju da se dijele,
e prelazak u stanje mirovanja je obi¢no ¢esta pojava u tumorima koji su velike zapremine.

Prelazak u stanje mirovanja se ¢ini kao celijski odgovor na stres, poput hipoksije, ograni¢enja hranljivih
materija ili pove¢anog hidrostatickog pritiska. Takvi stresovi obitno se povecavaju sa veli¢inom tumora, i
to uglavnom nelinearno (vidjeti [1]).

Gyllenberg-Webbov model definiran je sljede¢im sistemom diferencijalnih jednadzbi

dlzgt) = P(t)R(P(t)) — bP(t) + cM(t) — proliferirajuce éelije,
(1)

dM(t
dt( ) _ bP(t) — cM(t) — dM(t) — mirujuce Celije.

U ovom modelu, veli¢ina tumora data je sa N(t) = P(t)+M (t). Funkcija koja predstavlja rast proliferirajué¢ih
¢elija je bazirana na logistickom stepenu i data sa

Pp() = POREO) =P (1- (52)),

gdje vrijede prirodni uvjeti za parametre: K > 0,7 >0,a>0,b>0,¢>01id >0 pri cemu K predstavlja
maksimalnu veli¢inu koju tumor moze dosegnuti (nosivi kapacitet), r je stopa rasta populacije ¢elija koja
zavisi od veli¢ine populacije i kapaciteta nosivnosti, a stepen a je parametar koji omogucéava vise fleksibilnosti
i bolje odgovara podacima.

Smatra se da mirujuce ¢elije nastaju u situaciji kada proliferirajuce ¢elije ne primaju dovoljno nutrienata. Isto
tako, mirujuce Celije umiru zbog nedostatka hranjljivih materija. Konkretno, u nasem sistemu ovo je izrazeno
sa —dM (t). Dalje, desava se da mirujuce Celije s vremenom postanu proliferirajuce. Ta transformacija jednog
tipa éelija u drugi je u drugoj jednadzbi sistema (1) oznacena sa bP(t) — cM (t), gdje bP(t) oznacava Celije
koje su postale mirujuce i cM(¢) éelije koje su postale proliferirajuée. Analognu situaciju imamo i u prvoj
jednadzbi, gdje je ta situacija oznacena sa —bP(t) + c¢M(t).

Da bismo ispitali dinamiku ovog modela, s obzirom da se ne moze eksplicitno rijesiti u opéenitom slucaju,
izvrsiti ¢emo kvalitativnu analizu modela koristeéi osnovne rezultate i alate iz [3, 4].

2.1. Kwoalitativna analiza Gyllenberg- Webbovog modela

Kvalitativnu analizu Gyllenberg-Webbovog modela zapocet éemo nalazenjem ekvilibrijuma sistema (1).
U tu svrhu, izjedna¢imo svaku od jednadzbi sistema sa nulom. Imamo

3)Mats Cyllenberg je finski matematicar i inzenjer koji je rodjen u Helsinkiju 15.12.1955. godine. Od 2004. godine je profesor
na Univerzitetu u Helsinkiju, a u svojim istrazivanjima se bavi biomatematikom i dinamickim sistemima.

4)Glenn F. Webb je matematicar Univerziteta Vanderbilt, poznat po svojim doprinosima iz oblasti matematicke biologije i
modeliranja dinamike populacije i rasta tumora.
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%t) =0 P()R(P(t)) — bP(t) + cM(t) =0,

‘”‘jit(t) — 0 bP(t) — eM(t) — dM(t) = 0.

bP(t) -
c+d

P\ cb
P(t 1— —= —-b =
O (-(5) ) -rata) -0
P\“ cb
P= 1—(—= —b =0.
o O\/<r< (K>) +c+d) 0
Za P = 0 dobijamo da je jedan ekvilibrijum E; = (0,0). Iz druge relacije imamo
P\ cb
1_ — =
( <K>) b L0

< <PI({t)> =t r(cbjzd)

bd
SPH)=K{/1—-
®) r(c+d)’
pa je drugi ekvilibrijum
- = / / bd
E (P,M) = ¢l —
27 ( c+d c+d c+d>

Od velikog znacaja za samu analizu jeste da znamo da li sistem (1) ¢uva pozitivnost, odnosno da li svaka
trajektorija koja pocinje u prvom kvadrantu ostaje u prvom kvadrantu Opdi oblik tacke za P =0 je (0, «)
za a > 0. Tada imamo

Iz druge jednadzbe sistema izrazimo M (t) = i uvrstimo u prvu

dP(t)
dt
Analogno, za M = 0 imamo da je op¢i oblik tacke forme (5,0) za 5 > 0. Vrijedi

=F0)—-b-0+c-a>0.

dM (1)

=b-B—c-0—d-0>0.
7 B —c >

Dakle, sistem (1) ¢uva pozitivnost.
Ispitajmo sada stabilnost tacaka ekvilibrijuma. Kako je sistem nelinearan, izvrSimo linearizaciju preko

matrice Jakobijana
_[r=r (&) (1+a)-b c
J(P,M) = [ b e dl

Odredimo svojstvene vrijednosti matrice Jakobijana u tacki E; = (0,0). Dakle,
r—>b c
oo =" )
pa je karakteristi¢na jednadzba

M XN-b—c—d+7r)+bd—rc—rd=0.
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Rjesavajuéi prethodnu kvadratnu jednadzbu, dobijamo svojstvene vrijednosti

) ~b—c—d+rE\/(b+c+d—7)2—4(bd —cr —dr)
12 = :
’ 2

Kako je
A=b+c+d—r)*—4(bd—cr—dr)

=(b+ct+d—r)?—4((r—0b)(—c—d) - bc)

=(r =024 (—c—d)?+2(r —b)(—c —d) — 4((r — b)(—c — d) — bc)

=(r—b—c—d)?>0,

obje svojstvene vrijednosti su realne.

Da bismo izveli zakljucke o stabilnosti tacaka ekvilibrijuma, potrebno je utvrditi kakvog su znaka svojstvene
vrijednosti, da li su obje negativne Sto implicira stabilnost, da li su obje pozitivne $to povlaci nestabilnost
tipa repeler ili je jedna pozitivna, jedna negativna, Sto znac¢i da je ekvilibrijum nestabilna tacka tipa sedlo.
Razmatrat ¢emo zato sljedece slucajeve:

(1) bd —cr —dr >0 bd > (c+ d)r.

Sada imamo
bd —cr —dr >0& —4(bd—cr —dr) <0= /(b+c+d—7)2—4(bd—cr —dr) < |b+c+d—r|.

Dalje se vodimo uvjetom bd > (¢ + d)r. Dakle, ako je r < %, imamo

bd _ —be—bd—(c+d?+bd _ —be—(c+d)’

-b—c—d <-b—-c—d
¢ tr ¢ +c—|—d c+d c+d

<0.

Obje svojstvene vrijednosti, A1 i Ag, su o¢ito negativne, pa je ekvilibrijum E; = (0, 0) stabilan, odnosno
atraktor, i u tom slucaju ne postoji drugi ekvilibrijum.

. ‘ G-‘Wmodeil sa‘parametrima a,b,d=1;r=0.5c=0.2 i
N
IR

- |

RN RN RO RN R R R R

0.0 0z 06 08 0

Figure 1: Vizualizacija ponasanje trajektorija kod G-W modela rasta tumora pod uvjetom bd > (¢ + d)r. Horizontalna osa
predstavlja rast proliferirajuéih Celija, a vertikalna rast mirujucih éelija

(2.) bd —cr —dr <0< bd < (c+d)r.

Sada je
bd —cr —dr < 0= —4(bd —cr —dr) > 0= /(b+c+d—71)2—4(bd—cr —dr) > [b+c+d—7|.

Analiziramo obje moguénosti.
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L btc+d—r>0=-b—c—d+r<0&/(b+tc+d—r)2—4(bd—cr—dr)>—-b—c—d+r=
Ao >0, A\ <O.

2. bt+ctd—r<0=-b—c—d+r>0& ./ (b+c+d—r)2—4(bd—cr—dr) > -b—c—d+r =
A1 <0, Ao > 0.

Dakle, svojstvene vrijednosti su razli¢itog znaka, pa je nulti ekvilibrijum sedlo. Kroz sedlastu tacku
prolaze stabilna i nestabilna mnogostrukost. Sa apekta bioloske interpretacije modela, interesantna
je stabilna mnogostrukost jer na njoj imamo konvergenciju ka ekvilibrijumu. Stabilna mnogostrukost
je zapravo svojstveni vektor koji odgovara stabilnoj svojstvenoj vrijednosti. Analizirajmo, stoga,
svojstveni vektor koji odgovara A; jer je Ay < 0. On je oblika

—c—dJr%(b+c+d—r+\/(b+c+dfr)2—4(bd—cr—dr))
(U,U): - b 71

Ispitajmo kojeg je znaka komponenta wu.

—cfd+%<b+c+dfr+\/(b+c+dfr)2—4(bd—crfdr))

u=—
b
Cctd—b4r—/(-b—c—d+r)>+4[(r —b)(—c—d) — b(]
N 20
r—b+c+d—/(r—b+c+d)?+4bc

2b

S obzrom da je \/(r —b+c+d)2 +4bc > \/(r—b+c+d)? =r —b+c+d, to je u manje od nule.
Dakle, stabilna mnogostrukost ekvilibrijuma F; = (0, 0) pripada drugom kvadrantu pa izlazi iz okvira
nasih razmatranja.

U ovom slucaju, kada vrijedi bd — cr — dr < 0, postoji i drugi ekvilibrijum Ey = (P, M), te ¢emo
ispitati i njegovu stabilnost. Matricu Jakobijana u tacki Ee = (P, M) ozna¢imo sa S

= —ar+ 2L (14a)—b c
= — c+d
S=J(P,M) { A e dl
Radi prilicno kompleksnih izraza koji se javljaju, mnogo ¢e jednostavnije biti ako uvedemo sljedece
oznake
bd
TrS=—-ar+——(1+a)—b—c—d,
c+d

det S = (arJr Ci_—dd(l +a)— b) (mc—d) —bc =a(=bd + (c+ d)r),

pa vrijedi det (J(P, M) — AI) = A2 — (Tr S)\ + det S. Prema tome, svojstvene vrijednosti u ovom
slucaju su

Tr S+ /(Tr 5)2 —4det S

Al = 5

Iskoristimo jedno od prethodnih opazanja i zaklju¢imo da je diskriminanta jednadzbe pozitivna jer je
bc > 0. Dakle, svojstvene vrijednosti su realne. Ostaje nam ispitati znak svojstvenih vrijednosti, a za
to éemo prvo ispitati znak od det S.

det S > 04 a(—bd+ (c+d)r) >0 —bd+ (c+d)r >0< bd < (c+d)r,
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S$to i jeste slucaj koji analiziramo. Sada ispitajmo znak od Tr S.

bd
Tr S = — e b e—
TS ar—l—c+d( +a)—b—c—d
bd bd bd

- —b—c—d
< ac—|—d+c—|—d+c—|—da ¢
be
= — —c—d<0.
et d c <

Dakle, mozemo zakljuciti da je /(Tr S)2 —4detS < Tr S, pa je A1 < 0, a kako je o¢igledno
—/(Tr )2 —4det S < 0, jasno je da je i Aa < 0 §to implicira da je ekvilibrijum Ey = (P, M)
atraktor.

G-W mndslsa paramslnma ab,cr= 1‘,c,d 0.5

of

06

Figure 2: Vizuelna predstava ponasSanja trajektorija kod G-W modela rasta tumora pod uvjetom bd < (¢ + d)r oko stabilnog
ekvilibrijuma. Nulti ekvilibrijum je nestabilan. Horizontalna osa predstavlja rast proliferirajué¢ih éelija, a vertikalna rast
mirujucih celija

(3.) bd = (c+ d)r.

Uocimo da se u ovom slucaju drugi ekvilibrijum svodi na prvi tj. (P,M) = (0,0). Jedna svojstvena
vrijednost A2 = 0, a A\; < 0, te za ekvilibrijum (P, M) kazemo da je nehiperbolicki.

G-W model sa paramemma a,c=11,d=0.5b=1.5

\\\\\\\\‘\\\\\

0.0 02 04 06 08 1.0

Figure 3: Vizuelna predstava ponaSanja trajektorija kod G-W modela rasta tumora pod uvjetom bd = (¢ + d)r. Horizontalna
osa predstavlja rast proliferiraju¢ih éelija, a vertikalna rast mirujuéih éelija
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Sa vizualizacije mozemo uociti da, bez obzira sto je u pitanju nehiperbolicki ekvilibrijum, sve trajek-
torije su usmjerene ka njemu, te se ponasa kao atraktor. Sama teorija o stabilnosti nehiperbolickih
ekvilibrijuma je jako kompleksna, te nije detaljnije diskutovana u ovom radu.

Ispitajmo sada prisustvo periodic¢kih orbita. Za to ¢e nam koristiti Bendixsonov i Poincare-Bendixonov
kriterij (za detalje vidjeti [3, 4]). Bendixonov kriterij je u biti teorem koji omoguéava utvrdjivanje odsustva
zatvorenih trajektorija dinamickih sistema u ravni, koji su definirani kao

/

r = P(z,y),
y = Qlz,y),

dok Poincare-Bendixon teorem koristimo za zakljucak o globalnoj stabilnosti.

(2)

Teorem 2.1 (Bendix kriterij). Ako u jednostavno povezanoj oblasti G izraz %—I; + % ima konstantan
znak, to jest znak ostaje mepromijenjen i samim time izraz nestaje samo u izolovanim tackama ili na samoj
krivoj, tada sistem (2) nema zatvorene trajektorije u oblasti G.

Dakle:

(1.) bd > (c+d)r
Pokazali smo da pod ovim uvjetom u prvom kvadrantu postoji samo jedan ekvilibrijum i to (0,0).
Cinjenica da je isti atraktor, povlaci to da trajektorije teze ka njemu. Generalno, periodicka orbita
treba da okruzuje ekvilibrijum. Ali to bi u ovom sluc¢aju znaéilo da ista mora napustiti prvi kvadrant,
§to je nemoguce jer smo pokazali da na$ sistem cuva pozitivnost. Do istog zakljucka dolazimo i uz
pomo¢ Poincare-Bendixonove teorije. Naime, ako u ograni¢enoj oblasti postoji jedan ekvilibrijum koji
je atraktor, onda ne moze postojati periodicka orbita, jer su sve trajektorije usmjerene ka atraktoru.

(2.) bd < (c+d)r
U ovom sluc¢aju imamo dva ekvilibrijuma od kojih je jedan atraktor, a drugi sedlo. Koristenjem
Bendixonovog kriterijuma moze se pokazati odsustvo periodi¢kih orbita pod ovim uvjetom. Ako
periodicke orbite uopse postoje, to ¢e biti u oblasti gdje divergencija mijenja znak.

/ ’

) dpP dM / P\*
Div = (dt>P+(dt)M—F(P)—b—c—d-r—b—c—d—(l—&-a)r(K)

Analizirajuéi oba slu¢ajar —b—c—d <0ir—b—c—d > 0 dolazi se do zakljucka da je divergencija
konstantnog znaka, §to povla¢i nepostojanje periodickih orbita. Preciznije, sluéajr —b—c—d <0
otigledno povlac¢i da je Div < 0 u prvom kvadrantu, pa je znak divergencije konstantan. Dakle, sve
trajektorije su usmjerene prema nekoj tacki koja je atraktor, ali je pritom nemoguce da iste kruze oko
te tacke kao periodicke orbite.

U slucaju r — b — ¢ — d > 0 ne mozemo na prvu zakljuciti znak divergencije. Ispitajmo da li postoji
neka tacka za koju je divergencija jednaka nuli, to jest Div = 0. Imamo

Disz@(l—ka)r(lDl) =r—b—c—d
K
N Py a_r—b—c—d
K)  (1+4a)r

P =K r—b—c—d
(I1+a)r

Ako bismo uspjeli dokazati da je CﬁTIt) u tacki P pozitivno, pri ¢emu je i M > 0, to bi znacilo da
su trajektorije usmjerene ka gore, to jest trajektorije "bjeze” od ekvilibrijuma, $to dalje implicira da
zaista nema periodickih orbita.
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dP
E(Pl) iF(P1)*bP1+CM
Pa
:Pl (T—b—TK)+ cM
r—b—c—d
—P1 (T—b—rw)+CM
_p, (a(r—b)—l—c—l—d) oM
14+a

>Pi(c+d)+cM > 0.

Dakle, ne postoje periodicke orbite u prvom kvadrantu.

Prethodni rezultati koji govore o odsutnosti periodickih orbita zajedno sa informacijom o lokalnoj stabilnosti
daju i zakljucke o globalnoj stabilnosti, pa mozemo rekapitulirati na sljedeé¢i nac¢in:

(1.) Ako je bd > (c+ d)r, tada postoji samo jedan ekvilibrijum i to (0,0) koji je atraktor. Osim toga u
prvom kvadrantu nema periodickih orbita. Dakle, sve trajektorije sistema teze ka (0,0), te mozemo
re¢i da je to globalni atraktor. To direktno slijedi iz Poincare-Bendixonovog teorema.

(2.) Ako je bd < (¢ + d)r, tada pOStQ]e dva ekvilibrijuma, i to (0,0), za kojeg smo pokazali da je sedlo

( o/l — T é’id), C+d a1l — r(c+d ) koji je atraktor. Uz pomoé¢ Bendixonovog kriterija pokazano

je da ne postoje periodicke orbite u prvom kvadrantu. Dakle, sve trajektorije su usmjerene prema
jednom atraktoru, pa prema Poincare-Bendixonovom teoremu slijedi da je pozitivni ekvilibrijum

(K /1 — T(fid),K?bd o1 — %) i globalni atraktor.

Sada, kada je kvalitativna analiza kompletirana, ispitajmo Sta sve ovo zna¢i u bioloskom smislu. Kao i
dosad, posmatrajmo dva slucaja.

(1.) bd > (c+d)r
U ovom sluéaju, jedini ekvilibrijum, koji je ujedno i globalni atraktor je F; = (0,0). Dakle, P i M
teze nuli, pa je maksimalna veli¢ina tumora, koju smo uveli kao N = P + M jednaka nuli. Drugim
rije¢ima, pod ovim uvjetima tumor nestaje.

(2.) bd < (c+d)r

Sada model ima i nenulti ekvilibrijum Ey = (P, M) = (K 1= %, c+d 1= c+d)) za kojeg

smo dokazali da je atraktor. Dakle, vrijedi

bd < (c+d)r = ME(O 1)= P e (0, K):>Me< bed).

Prema tome, veli¢ina tumora postaje

- = — bd b — b
N=P+M=K¢1- 1 N K —
* (c-l—d)r( +c+d):> © (0’ <a+ +d>>

Iz navedenog je o¢igledno da se veli¢ina tumora N poveéava kada se poveéava parametar b koji kontrolise
promjenu proliferirajué¢ih éelija, ali i smanjivanjem ¢ i d do jako malih veli¢ina. S druge strane, N se
smanjuje kada se povecavaju parametri ¢ i d, koji kontroliSsu promjenu miruju¢ ih ¢elija i stopu smrtnosti
¢elija, respektivno, ili pak, ako se b smanjuje. Dodatno, N se poveéava i kada se kapacitet, odnosno
maksimalna veli¢ina tumora povecava.
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