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Sazetak: U ovom radu pokazujemo kako kvadratno-trougaone brojeve moZemo odrediti pomoéu od-
govarajuce Pellove jednacine. Zatim predstavljamo balansiraju¢e brojeve i dajemo vezu sa kvadratno-
trougaonim brojevima, te nekoliko rekurentnih relacija koje vrijede medu njima.

1. Uvod

Trougaoni broj T,, je prirodni broj oblika @, gdje je n € N. Ovaj broj se moze predstaviti u obliku

pravilnog trougla. Naime, T,, tackica se moze ravnomjerno rasporediti u obliku jednakostrani¢nog trougla,
te otuda i ovakav naziv. Tako dobijamo:

no(nJrl)'

T,=1+2+..+n= >

Trougaoni brojevi su: 1,3,6,10, 15, ....
Kvadratni broj (ili potpun kvadrat) K, je broj oblika n?, gdje je n € N. K,, tacaka moZemo ravnomjerno
rasporediti u obliku pravilnog cetverougla, to jest kvadrata. Kvadratni brojevi

Ky=1+3+5+..+2n—1)=n?

su brojevi: 1,4,9,16, 25, ....
Trougaoni i kvadratni brojevi spadaju u figurativne brojeve, a viSe o njima moze se pogledati u radu [5].

Definicija 1.1. Diofantska jednacina
2 —dy* =1, (1)
gdje je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat, naziva se Pellova jednacina.

Pellova jednacina je rjesiva za svaki d. Najmanje rjeSenje u skupu prirodnih brojeva Pellove jednacine
zovemo fundamentalnim rjeSenjem.
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Teorem 1.2. Pellova jednacina (1) ima beskonacno mnogo rjesenja. Ako je (x1,y1) fundamentalno rjesenje,
onda su sva rieSenja (Tn,yn) w skupu prirodnih brojeva ove jednacdine data formulom

Tn +yn\/E= ($1 +y1\/g>n.

Pellove jednagine se mogu rjedavati pomocu razvoja broja v/d u verizni razlomak (vidi [4]).
Svaki realan broj a se moze zapisati u obliku

1
a=dot——1

a; + ——
az + ...

ili krade zapisano o = [ag; a1, as,...].

Definicija 1.3. Neka je ag cijeli broj i neka su a1, as, ... prirodni brojevi. Ako je a = [ag;a1,as2;...] onda

ovaj 1zraz nazivamo razvoj broja o u jednostavni verizni razlomak. Razlomak bi _ [ag; a1, ..., a;] je i-ta
qi

konvergenta od «, a; je i-ti parcijalni kvocijent od o, a o = [a;;ai41, . ..] je i-ti potpuni kvocijent od a.

Propozicija 1.4. Za n > 2 vrijedi
Pn = Qn - Pn—1 + Pn-2, Po = Ao, P1 =ap-a; + 1,
Qn = Qn * Gn—-1 + qn-2, qo = ]-v q1 = aj.

Dogovorno uzimamo da je p_o =0, p_1 =1, ¢_2 =114 g_1 = 0. Uz ovaj dogovor Propozicija 1.4 vrijedi za
sve n > 0.

Teorem 1.5. Sva rjesenja Pellove jednacine x*> — dy* = 1 u skupu N x N su oblika (z,vy) = (pi, ¢:), gdje
su p;/q; konvergente u razvoju broja Vd u jednostavni verizni razlomak. Neka je r duZina perioda u razvoju
broja V/d u jednostavni verizni razlomak. Ako je r paran, onda su sva rjeSenja jednacine data sa:

(xay) = (pn7'—laQn7'—1)7 n c N

Fundamentalno rjesenje je (x1,y1) = (Pr—1, Gr—1)-
Ako je T neparan, onda su sva rjeSenja jednacine data sa,

(.13, ?J) = (p?nr—lv QQnT—1)7

dok joj je fundamentalno rjesenje (x1,y1) = (P2r—1, qar—1)-

2. Kvadratno-trougaoni brojevi

Postoje brojevi koji su istovremeno i kvadratni i trougaoni. Na primjer, broj 36 je kvadratni jer je
Kg = 6% = 36, ali i trougaoni jer je Tz = % = 36 (vidi Sliku 1). Dakle, Sesti kvadratni broj je jednak
osmom trougaonom broju. Brojevi koji su istovremeno i trougaoni i kvadratni brojevi, nazivaju se kvadratno-
trougaoni brojevi. Za n-ti kvadratno-trougaoni broj mozemo koristiti oznaku S,,.

Da li ima jos takvih brojeva i koliko ih ima?

Da bismo nasli sve kvadratno-trougaone brojeve, treba rijesiti sljede¢u jednacinu,

K, =T, (2)
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Slika 1: Kvadratno-trougaoni broj 36 kao kvadrat i kao trougao.

Dobijamo,
W2 m(m + 1)
2
m?+m—2n* =0+
m2+m+1—2n2—1<:>
4 4
e 2 on? = Ly
m+ -] —2n° = -
2 4
(2m+1)> —8n? = 1. (3)
Ako u (3) uvedemo smjene 2m + 1 = z i n = y, dobit éemo Pellovu jednacinu:
z? -8y =1. (4)

Koristit ¢emo razvoj broja v/8 u jednostavni verizni razlomak
V8=[21,4,1,4,..] = [1.4],

gdje vidimo da je period r = 2 paran.
U Tablici 1 se nalazi nekoliko prvih konvergenti razvoja broja v/8 u verizni razlomak.

i(-21-1(0]1 2] 3|45 6 7
a; 21114 ] 11]4|1 4 1
pi | O | 1 | 2|3]| 14|17 | 82|99 | 478 | 577
¢ | 1 1115 |6 |29]|35]| 169 | 204

Tablica 1: Konvergente razvoja broja v/8.

Prema Teoremu 1.5 sva rjesenja jednacine (4) u skupu prirodnih brojeva su:
(x'ruyn) = (pnr—la Q’m‘—l) = (an—h QQn—l)a nec N7

gdje su bi konvergente razvoja v/8 u verizni razlomak, a fundamentalno rjesenje je
i

(I17y1) = (pr—h QT—l) = (p17q1) .

Iz Tablice 1 vidimo da je (z1,y1) = (3,1) fundamentalno rjesenje jednacine (4), te Cetiri prva rjesenja su:

(w1,91) = (p1,q1) = (3,1)
(z2,92) = (p3,q3) = (17,6)
(z3,93) = (P5,¢5) = (99,35)
(z4,94) = (p7,q7) = (577,204).
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Sva rjesenja su data sa:

T+ ynV8=(3+V8)", neN.

-1
Kada vratimo smjene: n =y im = L, dobijamo Tablicu 2 sa rjesenjima polazne jednacine (2).

rT |y=n m:lp_1 K, =n? Tm:7m(m—|—l)
2 2
3 1 1 1 1
17 6 36 36
99 35 49 1225 1225
577 | 204 288 41616 41616

Tablica 2: RjeSenja (z,y) Pellove jednacine i rjeSenja jednacine K, = Tp,.

S obzirom da su zadnje dvije kolone jednake, ti brojevi su zaista istovremeno i trougaoni i kvadratni bro-
jevi. Takvih brojeva ima beskona¢no mnogo jer i rjeSenja odgovarajuée Pellove jednacine (4) ima beskona¢no
mnogo.

3. Balansirajucéi brojevi

Indijski matematicari Behera i Panda (vidi [1]) su krajem 90-ih godina proslog stolje¢a razmatrali sljedeci
problem: Postoje li dva uzastopna trougaona broja éiji je zbir opet trougaoni broj? Dakle, pitamo se postoje
li cijeli brojevi nir, n>1, r > 0 takvi da je

Toy + Ty =Thpr ? (5)
Uoc¢imo da je

Ts + T =15+ 21 =36 = Ty,
te

T4 + T35 = 595 + 630 = 1225 = Ty,

pasu (n,r) = (6,2) i (n,r) = (35, 14) rjeSenja postavljenog problema.

595 595
|
|

1+2+3+...+33+34 36+37+...+48+49

r=14

Slika 2: Balansirajué¢i broj n = 35 sa balanserom r = 14.

Prirodno je pitati se ima li jo§ parova prirodnih brojeva koji zadovoljavaju postavljeni problem. Pokazat
¢emo da ih ima beskona¢no mnogo. Relacija (5) je ekvivalentna izrazu

I+2+...4n—-1D)+0+2+...4n)=14+2+...+n+(n+1)+...+ (n+7),
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to jest
1+424+...+n—-1=n+1)+n+2)+...+(n+r). (6)

Na prethodnu relaciju mozemo gledati kao na diofantsku jedna¢inu sa nepoznatima n i r, pa se pocetni
problem svodi na trazenje rjeSenja jednacine (6).

Definicija 3.1. Neka su n € N i r € Ny brojevi koji zadovoljavaju jednacinu (6). Tada se n naziva
balansirajuci broj, a r njemu pridruieni balanser. Oznaka za n-ti balansirajuci broj je B, .

Uocimo da je trivijalno rjesenje jednacine (6) uredeni par (n,r) = (1,0). Oznacavamo ga sa By = 1.
Pokazali smo da su 6 i 35 balansirajuc¢i brojevi sa pripadnim balanserima r = 2 i r = 14, respektivno. To
su sljedeéa dva balansiraju¢a broja: By = 6 i By = 35.

Na prvi pogled naziv ovog niza brojeva - balansirajuéi brojevi (engl.balancing numbers) zvuéi neobi¢no.
No, pogledamo li Sliku 2 na kojoj smo vizualizirali balansirajuc¢i broj Bs, vidimo ravnotezu, to jest ”balans”
dva zbira uzastopnih prirodnih brojeva.

Jednacinu (6) mozemo zapisati kao

nin —1) r(r+1)

5 =nr+ — (7)

odnosno

Uoc¢imo da je desna strana u (8) upravo jednaka (n+7)-tom trougaonom broju, pa stoga vrijedi sljedec¢a
karakterizacija balansirajuéeg broja.

Teorem 3.2. Prirodan broj n je balansirajuci ako i samo ako je n? trougaoni broj.
Sa druge strane (7) mozemo shvatiti i kao kvadratnu jedna¢inu po r :
Pr@n+1)r—n*4+n=0 9)

Jasno je da je n balansirajuéi ako i samo ako postoji pozitivno cjelobrojno rjesenje prethodne jednacine, to
jest ako i samo ako je

(2n+1)+vV8n2 +1
2 3

T =

prirodan broj. Dalje, zaklju¢ivanjem da diskriminanta jednaé¢ine (9) mora biti potpun kvadrat dobijamo jos
jednu karakterizaciju balansirajuc¢eg broja.

Teorem 3.3. Prirodan broj n je balansirajuci ako i samo ako je 8n? + 1 potpuni kvadrat.
Prema prethodnoj tvrdnji zaklju¢ujemo da su balansirajuc¢i brojevi upravo rjesenja Pellove jednacine
m? —8n? =1, (10)
pa ih stoga postoji beskonaéno mnogo. Skup svih rjesenja Pellove jednac¢ine (10) po nepoznatoj n je upravo
niz balansirajuéih brojeva (B,,).
Dakle, balansirajuéi broj n je prirodan broj koji zadovoljava jednacinu T,, + T}, 41 = T+ za neki r € Ny.

Nadalje, n je balansirajuéi broj ako i samo ako je n? trougaoni broj (Teorem 3.2), odnosno

2 __
Bn — In+r,
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gdje je r pripadni balanser.

Prema onome §to smo pokazali, niz kvadrata balansirajué¢ih brojeva (B2 ) upravo predstavlja niz kvadratno-
trougaonih brojeva. Dakle, kvadrat svakog balansiraju¢eg broja je kvadratno-trougaoni broj i obratno, ko-
rijen svakog kvadratno-trougaonog broja je balansirajuéi broj.

Detaljnije o trougaonim, kvadratnim, kvadratno-trougaonim i balansirajuéim brojevima moze se naéi u [3].
Sada ¢emo navesti tvrdnju koja nam daje dvije rekurzivne relacije za balansirajuce brojeve.

Lema 3.4. Neka su By, n € N balansirajuéi brojevi. Tada za sve n > 2 vrijedi:
a) Bn+1 = GBn - anly
b) B2 =1+ B, _1Bny1.

Dokaz se moze vidjeti u [2]. Jednakosti iz Leme 3.4 mozemo iskoristiti za generisanje balansirajuéih brojeva,
uz pocetne uslove By =11 By = 6.

Teorem 3.5. Niz kvadratno-trougaonih brojeva (Sy,), zadovoljava rekurzivnu relaciju:
Snt1 =345, — Sp-1+2,

zan > 2, uz pocetne uslove S1 =1, Sy = 36.

Dokaz: Kvadrirajmo obje strane rekurzivne relacije iz Leme 3.4 pod a). Vrijedi

(Bnt1)? = (6Bn — Bn_1)’
B2, =36B2 —12B,B,_1 + B}

n—1

= 3682 — 12B,B,_1 +2B._, — B2_,
=36B% - 2B, (6B, — B,_1) — B>_,
=36B2 — 2B, 1B,y1 — B2_,

=34B% +2B> - 2B,, 1B, — B?

n—1
=34B2 +2 (B2 — B,_1B,11) — B2,
=34B% +2((1 4+ By_1Bny1) — Bn_1Bny1) — B2,
=34B2 +2—-B2_,.

Ovdje smo u predzadnjem redu jednakosti koristili Lemu 3.4 pod b). Dakle dobili smo
B2, —34B2 - B2, +2,

$to je upravo jednacina
Snt1 =345, — Sp-1+ 2,

jer za svaki prirodni broj n vrijedi B2 = S,,. 0

Zadatak 1. Pokazati da za svaki balansirajuéi broj x vrijedi da je F(x) = 2xv/1 + 8x2 takode balansirajuéi
broj.

Rjesenje: Broj z je balansirajuéi broj, pa je 1 + 822 prema Teoremu 3.3 potpun kvadrat. Broj

je trougaoni broj jer je oblika % Sa druge strane, kako je M = 422(1 + 82?), on je i potpun

kvadrat jer su i 422 i 1 + 822 potpuni kvadrati. Prema tome, 422(1 + 822) je kvadratno-trougaoni broj, a
to znaci da je \/422(822 + 1) = 2z+/1 + 822 balansirajuéi broj. O

Na kraju preporucujemo ¢itaocima da se jos pozabave ovim interesantnim brojevima i ostavljamo nekoliko
zadataka kao podsticaj.

8x2(1482%)
2
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Zadatak 2. Pokazati da za svaki balansirajuéi broj x vrijedi da je G(x) = 3z++/1 4 822 takode balansirajuéi
broj.

Zadatak 3. Dokazati da za balansirajuée brojeve vrijeds
BQn = Bn . (Bn+1 - Bn—l)-
Zadatak 4. Za svaki prirodni broj n vrijedi By + Bz + -+ + Ba,_1 = B2, gdje su B,, balansirajuéi brojevi.

Zadatak 5. Za svaki prirodni broj n vrijedi Bo+ By+- - -+ Bsy, = B,,By+1, gdje su B, balansirajuci brojevi.
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