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Uvodna ryec

Udruzenje matematicara Tuzlanskog kantona (UM TK) u 2018. godini je
pokrenulo stru¢no-metodicki ¢asopis EVOLVENTA (JAMTK). Ime ¢asopisa
potje¢e od imena poznate krive u matematici (kriva koja tangente neke date
krive sijete pod pravim uglom naziva se evolventom te krive, vidjeti web
stranicu https://en.wikipedia.org/wiki/Involute).

Casopis FEvolventa je namijenjen ucenicima i nastavnicima osnovnih i
srednjih skola, te studentima prvog i drugog ciklusa studija. Sadrzi strucne
radove iz matematike, informatike i metodike nastave matematike i
informatike, ali i teme iz drugih podrucja ako su na neki na ¢in povezane s
osnovnim profilom ¢asopisa. Takoder sadrzi stalnu rubriku Kutek za zadatke,
namijenjenu ucenicima osnovnih i srednjih skola. U okviru ove rubrike stalno
su prisutni sadrzaji zabavna matematika i nagradni zadatak, a povremeno se
mogu pojavljivati i drugi sadrzaji poput zadataka sa zajednickih maturskih
ispita, odnosno zadataka s kvalifikacionih ispita na fakultetima Univerziteta u
Tuzli i sl. Za prvo pristiglo, potpuno tac¢no, rjeSenje nagradnog zadatka
predvidena je adekvatna nagrada.

Casopis Evolventa iskljucivo je finansiran sredstvima donatora, sponzora i
sredstvima Udruzenja matematicara TK i dostupan je jedino u online formi na
web stranici UM TK: www.evolventa.ba. U 2019. godini, kao i u 2020. godini,
casopis ima samo po jedno izdanje. Razlog tome je $to smo cekali registraciju
casopisa u NUB BiH i dodjelu ISSN broja, a s§to je pozitivno rijeSeno u
septembru 2020. godine. Ubuduée planiramo da ¢e ¢asopis imati minimalno
dva izdanja godisnje.

Pozivamo citatelje, a posebno nastavnike, ucenike, studente i clanove
Udruzenja matematicara TK da Salju svoje radove za objavljivanje u ¢asopisu
Evolventa. Pri tome se treba strogo drzati uputa sadrzanih na web stranici
UM TK.

Urednicki odbor casopisa i Predsjednistvo UM TK se posebno zahvaljuju
kolegicama i kolegama, nastavnicima i asistentima, s Odsjeka matematika
Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta u Tuzli za veliku podrsku u
objavljivanju ¢asopisa Evolventa.

U Tuzli, decembar 2023. godine

Urednistvo
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Magic¢ni poligoni

Amir Gvozden'!, Nermin Okiéié¢?

! Univerzitet u Tuzli, Prirodno-matematicki fakultet
2 Univerzitet u Tuzli, Prirodno-matematicki fakultet

Sazetak: U ovom radu razmatrat éemo poznati problem magi¢nih poligona. Uofavanjem raznih pra-
vilnosti dat ¢emo eksplicitne formule za zbirove po stranicama magi¢nih poligona, ali i uociti da su
neka rjesenja medusobno ekvivalentna. To ¢e nam omoguditi da odredimo bar dva rjeSenja magic¢nih
n-touglova, a pitanje ukupnog broja rjesenja ostaje i dalje otvoreno. U zavrsnom dijelu su data dva algo-
ritma za konstrukciju i kodove u softwareu Wolfram Mathematica koji softverski pronalaze sve magi¢ne
n-touglove (n > 3), metodama pretrazivanja.

1. Uvod

U 7rekreativnoj” matematici, ¢itavu klasu problema (zadataka) imamo na motiv postavljanja brojeva
u odredenu Semu, tako da neka osobina bude zadovoljena. Jedan od poznatijih takvih problema jeste na
primjer problem magiénih kvadrata, to jest problem rasporedivanja n? brojeva u kvadrat podijeljen na n?
malih kvadrata, tako da sume brojeva po vrstama, kolonama i dijagonalama budu jednake. U ovom radu
¢emo se upoznati sa jednim od takvih problema zvanih magi¢ni poligoni. Postoje razne vrste problema koje
nose isti naziv magicéni poligoni, naprimjer kao u [6]. Mi ¢emo se ovdje upoznati sa formom problema koji
je uveo Trotter ([1]).

Terrel Trotter Jr je 1972. godine objavio rad [1] o magiénim trouglovima, a zatim 1974. godine objavljuje
i rad pod nazivom ”Perimeter Magic Polygons” [2] u kome poopstava problem generalno na proizvoljne
mnogouglove koje ¢emo zvati magi¢ni poligoni. U svojim radovima on posmatra moguénost da se izmedu
vrhova postavi i viSe od jednog broja. Poznate su i konstrukcije u kojima se rasporeduje 2n + 1 brojeva,
pri ¢emu se jedan broj postavlja u centar kruznice opisane oko pravilnog n-tougla, i pri tome se zahtijeva
da sume brojeva na stranicama i dijagonalama budu iste (vidjeti [5]). Mi ¢emo posmatrati sluc¢aj u kojem
izmedu dva vrha mnogougla postavljamo jedan broj.

Definicija 1. Pod magicnim n-touglom podrazumijevamo pravilan, konveksan n-tougao kome su vrhovi i
sredine stranica numerisani razli¢itim prirodnim brojevima od 1, ... ,2n, tako da su zbirovi brojeva na svakoj
stranici (suma brojeva u dva vrha i broja izmedu njih) medusobno jednaki.

Ciljna skupina: srednja skola

Kljuéne rijeci: poligon, sumiranje, algoritam
Kategorizacija: Strucéno-istrazivacki rad
Rad preuzet: decembar 2023.
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(1) n=3 2)n=4 B)n=5

Slika 1: Primjeri magi¢nih n-touglova.

Ocigledna je stvar da ako magi¢ni n-tougao zarotiramo (centar rotacije je centar opisanog kruga mnogo-
ugla), ponovo dobijamo magi¢ni n-tougao. Analogno, ako magi¢ni n-tougao osno simetriéno preslikamo (osa
simetrije je prava koja dijeli n-tougao na dva podudarna dijela) opet imamo magi¢ni n-tougao. Ako se neki
magicni n-tougao dobije rotacijom ili osnom simetrijom od nakog magi¢nog n-tougla jasno je da se suma po
stranicama ne mijenja i pri tome oznake vrhova prelaze u oznake vrhova, a oznake stranica prelaze u oznake
stranica. Za tako dobijeni magi¢ni n-tougao rec¢i ¢emo da je ekvivalentan polaznom magi¢nom n-touglu, a
za takva rjeSenja kazemo da su ekvivalentna.

2 1 3 2
6 4 5 6 4 5 4 6
1 5 3 3 4 2 2 6 1 3 5 1
(1) Magi¢ni trougao (2) Rotacija 1 (3) Rotacija 2 (4) Osna simetrija

Slika 2: Ekvivalentni magi¢ni mnogouglovi.

Oznadimo sa v; (¢ = 1,2,...,n) vrhove, a sa s; (i = 1,2,...,n) sredine stranica pravilnog konveksnog
n-tougla redom, pocevsi od proizvoljno izabranog vrha. Ako je posmatrani mnogougao magic¢an, tada vrijedi

v1+ 81 +ve =M,
Vo + S9 +v3 = M,

Vi + 8 +vip1 = M, (1)

Up, V3
Sn 52 Up—1+ Sp—1+v, =M,
Up +Sp+v1 =M

gdje je M € Ni predstavlja sumu po stranicama magi¢nog mnogougla. Ako od ovog magi¢nog mnogougla
formiramo novi mnogougao tako §to mu vrhove ozna¢imo sa v; = 2n+1—wv; (i = 1,2,...,n) i stranice sa
si=2n+1-s; (i=1,2,...,n), onda za takav mnogougao kazemo da je dualan polaznom mnogouglu.
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Teorem 1.1. Dual magicnog n-tougla je opet magicni n-tougao.

Dokaz: Neka suv;is; (i =1,2,...,n) vrhovi i stranice magi¢nog n-tougla ¢ija je suma po stranicama M.
Za proizvoljno i € {1,2,...,n — 1} u dualnom mnogouglu vrijedi,

Vi sitv g =2n+1l—-v;+2n+1—s;+2n+1—v;p1 =6n+3— (v; + 8 +vip1) =6n+3—M =M.

Takode je
v, +s,+vy=6n+3—-M=M"
Dakle, zbirovi po stranicama su konstantni i jednaki. Jasno je da zbog razli¢itosti brojeva v; i s; imamo
razli¢itost i brojeva v} i s} (i = 1,2,...,n). Prema tome, novodobijeni mnogougao je magican. [
Dualni magi¢ni mnogougao nije posljedica ni rotacije ni simetrije (primjetimo da se sume po stranicama
dualnih magi¢nih mnogouglova razlikuju), te je kao takav neekvivalentan polaznom magiénom mnogouglu.

2. Suma po stranicama magiénog n-tougla

U pronalazenju "magic¢nosti” zadatog n-tougla kljuénu ulogu igra odredivanje sume po stranicama M.
Jasno je da broj M ne moze imati bilo kakvu vrijednost, a o tome govori naredno tvrdenje.

Teorem 2.1. Neka je M zbir na stranici magicnog n-tougla. Tada vrijeds

5 3 7 3
n + <M< n -+ ) (2)
2 2
Dokaz: Neka su v; i s; medusobno razli¢iti brojevi na vrhovima i stranicama magi¢nog n-tougla, pri ¢emu
suv;,s; € {1,2,...,2n} (i =1,2,...,n). Oznac¢imo sa V sumu svih vrhova i sa S sumu svih sredina stranica

magi¢nog n-tougla, to jest V=v; +va+ ... +v, 15 =51+ s2 + ...+ s,. Ako saberemo sve jednakosti u
(1), dobijamo da vrijedi

201 +vo+ ... Fvp)F(s1+s2+...+8,) =nM <<= 2V+S=M. (3)
S druge strane, kako su v;, s; € {1,2,...,2n} tada mora da vrijedi
2n(2 1
v+5:1+2+...+2n:$:n(2n+1). (4)

Iz jednacina (3) i (4) dobijamo

V=n(M-2n-1) (5)
S=n(dn+2-M) (6)

Najmanja vrijednost sume vrhova se ima ako vrhove numeriSemo sa prvih n brojeva, a najveca vrijednost
se ima ako numeraciju izvrsimo brojevima od n + 1 do 2n. Koristeéi se ovim i sa (5) imamo,

1+424+...+n<V<(n+1)+(n+2)+...4+2n,

1 1
n(n; ) < (M —2n—1) < n(3n2+ )7
on +3 <M< 7n2+3.

Kako M mora biti prirodan broj i zbog osobina funkcija floor i ceiling, zaklju¢ujemo da vrijedi (2). O

U gornjem smo se posluzili dvjema specijalnim funkcijama. Prva je funkcija |z] (¢itamo floor od z),
koja predstavlja najvedi cijeli broj manji ili jednak od z, a druga je [z] (¢itamo ceiling od x) 1 predstavlja
najmanji cijeli broj vedi ili jednak od z. Na primjer

123/ =2, |-15) =—-2; [23] =3, [-1.5] = —1.
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Koristeéi se Teoremom 2.1 imamo na primjer,

n=3 ;9<M<12
n=4;12<M <15
n=5; 14<M<19
n==6 ; 17< M <22
n="7;19< M <26
n=8 ;22< M <29
n=9 ;24 <M <33, itd.

Naravno, to ne znaci nuzno da za svaki M mora postojati n-tougao sa tom magicnom sumom. Prvi primjer
te pojave je kod petouglova jer ne postoji magic¢ni petougao sa zbirom brojeva na stranicama jednakim 15.
Oznagimo sa M,, sumu po stranicama magi¢nog n-tougla (n > 3). Prema Teoremu 2.1 je M/ < M,, < M//,
gdje je M), = [22E2] i M)/ = | ™53 | Uocimo da vrijedi,

1. Ako je n paran broj:

M//

n+1)+3J B {7n+3J

1 {( 2 2
2 P2 e
Ln J Vn SJ

T2

7
7

™
+5- S —1=4
2

2. Ako je n neparan:

v = {7(n+21)+3J {7n+3J

Sl

_Tntl) ) Tt

2=3.
2 2 +

Kako vrijedi

™m+3 8 —n+3 3—n
e e R el

onda je

(- M"—4(n+l)+f;nJ—4n—{3;71] (7)

Posmatrajmo izraz LZ’T”J — {3’7% U zavisnosti od parnosti mogu nastupiti dvije situacije:

Ako je n paran broj, tada je

S i e e e O N O

Ako je n neparan, to jest n = 2k + 1, tada je

{Q;nJ_{S;nJ _ {2_2:_1_{3_2:—1 _ L“’“‘%J_U_M:1_k_1_(1_k):_1'
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Dakle, mozemo pisati
2—n 3—n 1
- == —1)" > 3.
{ 5 J L 5 J 2(1—}—(1)),7173

Stavljajuéi ovo u (7) dobijamo,

1
Myl =My =45 (1+(-1)") , n23, (5)

Sumirajuéi jednakosti iz (8) dobijamo,

|
w

n

My — My =4(n—2) — (1+(=1)") , n>3, (9)

N | —
Il
=)

%

a kako je M¥ = 12, dobijamo eksplicitnu formu gornje granice za magi¢ne sume po stranicama
b t

" 1 = i
M), =12+4(n-2) - 3 (1+(-1)").
=0
Kako je jos
n—3 ] 1
2 A+ (D) =n—245 (14 (10",
=0

mozemo dati naredno tvrdenje.

Teorem 2.2. Za proizvoljno cjelobrojno n > 3 gornja granica za magicnu sumu n-tougla je data sa

m+3 1
M = S0 - L+ (D). (10)

Na potpuno analogan nacin za gornju tvrdnju se pokazuje da vrijedi i naredno tvrdenje.

Teorem 2.3. Za proizvoljno cjelobrojno n > 3 donja granica za magicnu sumu n-tougla je data sa

M = 5”;3 + % 1+ (=1)"). (11)

Na osnovu ova dva tvrdenja Teorem 2.1 mozemo iskazati u preciznijoj formi.
Teorem 2.4. Neka je dat pravilan, konveksan n-tougao (n > 3). Za magicnu sumu po stranicama vrijedi

n+3 1 m+3 1
2

(L) <M, < 7 1+ DY,

Teorem 2.5. Neka je n > 3 proizvoljan cijeli broj. Neka su k' i k" magicne sume po stranicama, takve da
je M), <k <K' <My, gdje su M] i M gornja i donja granica za magicne suma po stranicama. k' ¢ k"
su dualne magicne sume ako i samo ako vrijedi

K'=6n+3-k.
Dokaz: Neka su k' i k¥’ dualni zbirovi po stranicama. Iz definicije dualnosti tada imamo da je
k” — v:/ + s// + v:/Jrl
=+1-v+2n+1—s+2n+1-v,

=6n+3— (v + s +vj,)
=6n+3—k.
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Obrnuto, neka za cijele brojeve &’ i k" izmedu gornje i donje magic¢ne sume vrijedi £’ = 6n + 3 — k’. Ako
je k' suma po stranicama, to jest k' = v + s’ + vj , tada je

E'=6n+3—K
=2n+1-v+2n+1—s+2n+1-0,
=v +s"+ v\,
Dakle, k" je dualna suma po stranicama. [

Nije tesko vidjeti da za proizvoljno cjelobrojno n > 3, M/ i M/’ su dualni zbirovi. Zaista, na osnovu
Teorema 2.3 i Teorema 2.2 imamo

M) + M, = 7";3 - i 1+ -1+ ? + i 1+ (=™
_™m+3 5n+3
=T T3
=6m + 3,

pa na osnovu Teorema 2.5 zakljucujemo da su M/ i M dualne sume.

3. Pronalazenje bar dva rjesenja

Kao posljedicu Teorema 2.5 smo dobili da su M}, i M/’ dualne sume. Ostaje pitanje da li su to ”magicne”
sume, to jest da li za te sume postoje rjesenja magicnog n-tougla?
Neka je zadata n-tougao, gdje je n neparan broj. Posmatrajmo sljedeéi algoritam:

K1: NumeriSimo proizvoljan vrh n-tougla sa v; = 2n.

K2: Kreéuéi se u smjeru suprotnom od kazaljke na satu, preskacemo susjedni vrh (obiljezen ili ne) i nu-
meriSemo naredni vrh sa 2n — 1.

K3: Ponavljamo korak K2 dok ne numeriSemo sve vrhove sa 2n —i, 1 =2,3,...n — 1.

K4: Nakon zadnjeg numerisanog vrha numerisemo prvu narednu sredinu stranice u smjeru suprotnom od
kazaljke na satu, sa n.

Kb5: U smjeru kazaljke na satu numeriSsemo redom ostale sredine stranica sa n — 1 do 1.
Ocigledno, primjenjujuéi gornji algoritam, za n = 2k + 1 (k € N) imamo da vrijedi
Vi —vUip2a =1 za i=1,2,...,n—2 idaje v, —v; = —k.

Nije tesko vidjeti da ¢e tada vrijediti,

3 —u =k
—k ; i=24,6,....2k—2 > n- 01T

{k+1 : i=1,3,5,...,2k—1
Vi = Vi1 =

Izrazimo li gornju jednakost na drugaciji nacin, to jest

1 2k +1
Uz‘*vi+1=§* B

(-1, i=1,2,3,...,n—1

dobijamo eksplicitnu formulu za numerisanje vrhova datog n-tougla,

1 )
Ui+1:vif§(lfn(fl)1) ,i=1,23,...,n—1 i v; =2n. (12)
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Koristeéi se formulom (12) ili analizom datog algoritma, jednostavno se je uvjeriti da vrijede sljedece
formule za numeraciju vrhova i sredina stranica n-tougla, kada je n = 2k + 1 (k € N).

= 2n—m ;o i=2m+1 o . B
U’L_{zni(k‘+m) 3 Z:2m 72_2737"'7” ) U1—2’I'L. (13)
si=i+1,i=12,....n—1; s, =1. ”

Vratimo se sada na pitanje da li ovaj algoritam daje magicni n-tougao. Neka su v; i v;41 vrhovii s;
sredina iste stranice posmatranog n-tougla. Bez umanjenja opstosti neka je ¢ paran broj, to jest i = 2m i
po polaznoj pretpostavci o neparnosti neka je n = 2k 4+ 1. Na osnovu formula (13) i (14) imamo,

vitSsitvipi=2n—(k+m)+2m+1+2n—m

=4n—-k+1
-1
—an -
_ Tm+3
=

Kao prvo, uotavamo da je gornja suma neovisna o indeksu i, te zaklju¢ujemo da ¢e sume po bilo kojoj
stranici datog n-tougla biti jednake. Dakle, algoritam daje magi¢ni mnogougao i on predstavlja jedno
rjeSenje problema za neparne n.

Kao drugo, uoc¢imo da dobijena magi¢na suma po stranicama nije nista drugo do M, iz Teorema 2.4.
Ovo nam obezbjeduje i drugo rjeSenje problema, a koje dobijamo pravljenjem duala od rjeSenja dobijenog
gore navedenim algoritmom. Sta vise, magi¢na suma po stranicama ovog dualnog rjesenja je upravo M), jer
je dualna suma od M,/ suma M.

Algoritam za minimalni magiéni n-tougao (suma po stranicama jednaka M) za paran n je nesto kom-
plikovaniji. Sljedeca konstrukcija je preuzeta iz [4] i [3]. Neka je suma po stranicama M = 2%t (n je paran,
pa osnovu Teorema 2.4 je M = M/ ). Razmatrat éemo dva algoritma, jedan za n = 0 (mod 4) i drugi za
n=2 (mod 4).

Zan =0 (mod 4), odaberimo proizvoljan vrh i redajmo brojeve na vrhovima n-tougla u smjeru kazaljke
na satu (smjer i nije toliko vazan jer redanjem u suprotnom smjeru dobijamo ekvivalentno rjesenje)

. l%gn—)l

n n n 3 n 3 n
2 — —+1—=4— ... - -1 -n — — -n—2 —+1
—>2—>3—>2+—>—> —>4 —>4n 3—>4—>4n —>4+,

E-&-1—>§n—>§n 1—>§n+1
4 4 4 4 ’

3 n 3 n n n
- 1= —+2—= - 2= —-—4+3—=...2n-3—>-—-2—=-n—-2—=-—-1—=-n-1
o4n+ 4+ 4n—|— 4+ n 5 n 5 n

Zan =2 (mod 4), redajmo vrhove na sljedeéi nacin,

4 4 4 4

3
o1l —>—n—2
2
n n n+ 2 3n+2 n+2 3n+2
2= - —+1=4—... -1 — -2
. —>2—>3—>2+ —4 — — 1 — 1 3 — 1 — 1 ,
2 2 2 2
03n+ —2—>3n+ —>3n+ —1—>n+ +1,
4 4 4
2 2 2 2
. nt +1~>3n+ +1%n+ +2%3n+ +2%...%572%n72ﬁn72%gflﬁnfl.
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Prateéi prethodno dobijamo eksplicitno koji su brojevi na vrhovima poligona:

e Ako jen =0 (mod 4)

il i=1,3,...,2+1
=2 i=2
vp=4% i=4,6,...,%
a2 i=5+2,5+4,...,n
ntiel G =243245...,n—1
e Ako je n =2 (mod 4)
=1 i=1,3,...,2
o i=2
nHE2 G =46,...,2 — 1
vi=g 2 =241
H$3 i=2+42244,...,n—1
nE i =243,2+45,...,n—2
5+2 i=n.

Da 1i ovi algoritmi daju magi¢ni n-touguao? To ¢emo pokazati tako Sto pokazemo da su s; dobiveni

4
formulom s; = M — v; —vj41 = on t

— v; — v;4+1 medusobno razliciti i nalaze se izmedu 1 i 2n.

Za slucaj n = 0 (mod 4), koristeéi se navedenom formulom dobijamo da su brojevi na stranicama

4
5"; 71737” i=1
on +4 3£ 9 i_o
5 =
on +4 572—5—2 F+2+2 n
2 2 2 t=gtl
m+4 n+2 )
D) -1 t=n
STV +4 if1 o n+i+1 a5 n g
) - 9 - — Iy Yy v T
on+4 n+i i—i—% P46 n
2 2. 2 T2
on+4 i+2 n+i n n
B — B — B ’L:§+2,§+47 ,n—2
Sn+4 n+i—1 1+3 n n
B — B — B Z:§+3,§+47 ,’I’L—l,
to jest
n+1 1=
n 1=2
si=<2n—1 i=5+1
2n i=n

m41—i i=34,56,...,2-1,2 242 n-1

Jasno je da je 1 < s; < 2n i jednostavnom provjerom nije tesko uociti da je v; # v; # s; # s; za proizvoljne



1
2]
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i # j. Analogno bi se pokazalo da za n = 2 (mod 4) vrijedi

n+1 1=1
n 1 =2
. %n i=7
U [ R |
2
2n—1 1=n
2n—i i=3,4,56,...,5-1,5+1,...n—-2,

i vidimo takoder da vrijedi 1 <'s; < 2niv; # v; # s; # s; za proizvoljne i # j.

4. Algoritmi za nalazenje magicnih poligona

Magicne n-touglove ¢emo traziti ”brute force” algoritmom.
Na osnovu prethodnog vidimo da je za pronalazenje magicnog n-tougla dovoljno odrediti sve takve sa zbirom
na stranicama koji zadovoljava

Ferﬂ <M< {5n+3-‘ +1 (VWFSJ 3 Fm+3D

2 2 2 2 2

jer preostale dobijamo preko dualnosti. Koristeéi se dualnoséu mozemo zakljuéiti da ako ne postoji magicni
petougao sa zbirom na stranicama 15, tada ne moze postojati ni petougao sa zbirom 18 jer su jedan drugom
duali.

Jedna ideja je da za n-tougao sa zbirom na stranicama M najprije nademo sve moguée vrhove koristeci se
(3). Ova nam formula daje $ta je zbir svih brojeva na vrhovima, pa moguée vrhove nalazimo kao razlaganje

broja M na zbir n razli¢itih prirodnih brojeva. Pretragu vr§imo nad svim permutacijama moguéih vrhova.
Implementacija navedenog alogritma je data u Implementacija 1.

Implementacija 1: Brute force metoda

(xUlaz broj vrhovax)
n =25;

s (*Funkcija za provjeru ekvivalentnih %)

4

simrot[ listajed_ , listadva_] :=
Module[{i, j, priv, n = Length[listajed |},
priv. = Join[ listadva , listadva ];
For[i =0, i <= Floor[(n — 1)/2], i++,
If [ listajed == Table[priv[[j]], {j, 1 +2i, n+2i}],
Return[True]];
If [ listajed ==
Join[{ priv [[1 + 2 i]]},
Table[priv [[j]]. {j, n+2i, 2 i + 2, —1}]], Return[True ]];];
Return|[False |[;
(xFunkcija za razlaganje M u n razlicitih sabirakax)
particija [V_, k-, n_] := Module[{it},
If [k == 1, Return[{{V}}],
Return|
Join[Table[
Map[Join[{it}, #] &, particija [V —it, k — 1, it ], {it,
Ceiling [(—k + k™2 + 2 V) /(2 k)],
Min[(k — k"2 + 2 V)/2, n — 1]}]] // Catenate ]];];
magntouglov = {};

3 (*Glavna petlja po zbiru na stranicamasx)

For[M = Ceiling[(5 n + 3)/2],
M <= Ceiling[(5 n + 3)/
2] + (1/2) (Floor[(7 n + 3)/2] — Ceiling[(5 n + 3)/2]), M++,
(* Konstruisanje vrhovax)
V=nM-=-2n-1)
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mogvrhovi = particija [V, n, 2 n + 1];

For[i =1, i <= Length[mogvrhovi], i++,
ntouglovi = {};

vrhovintougl = Permutations[mogvrhovi[[i ]]];

s (% Konstruisanje magicnih poligonax)

For[j =1, j <= Length|vrhovintougl], j++,
AppendTo|[ntouglovi,
Table[If [Mod][i, 2] == 1, vrhovintougl[[j, (i + 1)/2]],
M — vrhovintougl[[j, i/2]] — vrhovintougl[[j, i/2 + 1]]], {i.
1, 2n—1}]

For[j =1, j <= Length[ntouglovi], j++,
AppendTo[ntouglovi[[j ]],
M — ntouglovi[[j, 2 n — 1]] — ntouglovi[[j, 1]]]
I;
For[j =1, j <= Length[ntouglovi], j++,
If [AllTrue [ ntouglovi [[j ]], (1 <= # <=2n) &],
If [DuplicateFreeQ[ntouglovi [[ j 1]],
AppendTo[magntouglov, ntouglovi[[j]]]
JIBBHE
(* Izbacivanje ekvivalentnih medju njimax)
kraj = Length[magntouglov];
For[i =1, i <= kraj — 1, i++,
For[j =i + 1, j <= kraj, j++,
If [simrot [magntouglov[[i ]], magntouglov[[j ]]],
magntouglov = Delete[magntouglov, j|;
kraj = kraj — 1;
i=i-1
ILL
(¥Dodavanje dualnih ntouglovax)
kraj = Length[magntouglov];
For[i =1, i <= kraj, i++,
AppendTo[magntouglov,
Table[2 n + 1, {i, 1, 2 n}] — magntouglov[[i ]]]:];

; magntouglov

11

Ova implementacija uzima n kao Ulaz, §to je broj vrhova, a kao izlaz izbacuje listu magntouglovi magi¢nih

n-touglova kao liste 2n brojeva {v1, $1,v2, S2, . .., Un, Sp }. Najprije je uvedena funkcija simrot, kod (*Funkcija

za provjeru ekvivalentnih*) koja provjerava da li je jedan n-tougao ekvivalentan drugom n-touglu. Uvedena
je 1 funkcija particija, kdd (*Funkcija za razlaganje M u n razlicitih sabiraka™) koja nam daje sve mogude

nacine da se V napiSe kao zbir k razli¢itih brojeva ne veéih od n. Algoritam je sljededi

e (*Glavna petlja po zbiru na stranicama®) Glavna petlja ide po zbiru brojeva na stranici M, ¢ije granice

znamo na osnovu Teorema 2.4. Ne idemo po svim jer ¢emo dodati dualne na kraju algoritma.

e (*Konstruisanje vrhova*) Za zbir na stranici M, nadimo sve moguée vrhove kao particiju zbira vrhova

V koju dobijemo pomocu formule (5), a zatim napravimo listu svih moguéih permutacija svakog od
njih.

e (*Konstruisanje magicnih poligona®) Zatim konstruiSemo n-touglove tako $to dopunimo sredine stra-

nica formulom M — v; — v; + 1. Provjeravamo da li su dati n-touglovi magi¢ni n-touglovi, to jest
provjeravamo da li su poredani razli¢iti brojevi od 1 do 2n, i na kraju ubacujemo u listu magntouglov.

e (*Izbacivanje ekvivalentnih medju njima*) Izbacujemo sve one koje su medusobno ekvivalntni, koristec¢i

se funkcijom simrot.

e (*Dodavanje dualnih ntouglova®) Dodamo preostale dualne magi¢ne n-touglove u nasu kona¢nu listu

magntouglov.

Druga ideja za pretragu jeste da se nadu sve moguée stranice, to jest da nademo sve moguce razlicite
trojke brojeva iz skupa {1,2,...,2n}, a zatim da magi¢ne n-touglove nalazimo spajanjem tih stranica ¢ije
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vrhove i sredine numeriSemo prema nadenim trojkama brojeva. Kod je dat u Implementacija 2. Ova
implementacija uzima n kao ulaznu veli¢inu, to je broj vrhova, a kao izlaz izbacuje listu svintouglovi magi¢nih
n-touglova kao liste od 2n brojeva u formi {vy, s1,v2, S, . .., Un, S5} (brojevi pridruzeni vrhovima i sredinama
stranica).

Implementacija 2: Stranica po stranica metoda

1 n=25;
2 (xFunkcija za provjeru ekvivalnetnih )
; simrot|[ listajed_ , listadva_] :=

4+ Module[{i, j, priv, n = Length]listajed ]},
priv. = Join[ listadva , listadva ];
s For[i =0, i <= Floor[(n — 1)/2], i++.
7 If [ listajed == Table[priv[[j]], {j, 1 +2i, n+2i}],
8 Return[True]];
) If [ listajed ==
10 Join[{ priv[[1 + 2i]]},
11 Table[priv [[j]], {j, n+2i, 2 i +2, —1}]], Return[True ]];];
12 Return[False]]
13 svintouglovi = {};
14 (xGlavna petlja )
15 For[M = Ceiling[(5 n + 3)/2],
6 M<= Ceiling[(5 n + 3)/
17 2] + (1/2) (Floor[(7 n + 3)/2] — Ceiling[(5 n + 3)/2]), M++,
15 stranice = Table[{}, {i, 1, 2 n}];
19 ntouglovi = {};
20 (*Generisanje stranica *)
21 For[j =1,j <=2n—1, j++,
22 For[k =j 4+ 1, k <=2n, k++,
2 If[j'=M—j—k&&k!=M—j—k&&1l<=M-—j—k&&
24 M—-j—k<=2n,
2 AppendTo|[ntouglovi, {j, M — j — k, k}];
26 AppendTo[stranice[[j ]|, {j, M —j—k, k}];
27 AppendTo[stranice[[k]], {k, M —j =k, j L
s (xKonstruisanje prvih n—1 stranicax)
o For[i =1,i <=n—2,i++,
30 novintouglovi = {};
;51 For[j =1, j <= Length[ntouglovi], j++,
32 For[k = 1, k <= Length[stranice[[ntouglovi [[j, 2 i + 1]]]]]. k++,
33 kand =
34 Join[ ntouglovi [[j ]], {stranice [[ ntouglovi [[j, 2 i + 1]], k, 2]],
35 stranice [[ ntouglovi [[j, 2 i + 1]], k, 3[]}];
36 If [DuplicateFreeQ[kand], AppendTo[novintouglovi, kand ]]];];

37 ntouglovi = novintouglovi ;];
38 (*Konstruisanje n—touglax)
30 novintouglovi = {};

o For[j =1, j <= Length[ntouglovi], j++,
i1 If[1 <= M — ntouglovi[[j, 1]] — ntouglovi[[j, 2 n — 1]] <=2n,

12 kand =

43 Append[ntouglovi[[j ]],

44 M — ntouglovi[[j, 1]] — ntouglovi[[j, 2 n — 1]]];

15 If [DuplicateFreeQ[kand], AppendTo[novintouglovi, kand ]];];];
16 ntouglovi = novintouglovi;

17 (% Izbacivanje medjusobno ekvivalentnihx)

15 kraj = Length[ntouglovi];

o For[i =1, i <=kraj — 1, i++,

so  For[j =i+ 1, <= kraj, j++,

51 If [simrot [ ntouglovi [[i ]], ntouglovi [[] ]]],

52 ntouglovi = Delete[ntouglovi, j];
53 kraj = kraj — 1;
54 i=i- LI

; (¥Dodavanje ukupnom rjesenjux)
56 AppendTo[svintouglovi, ntouglovi]
57 ]

s svintouglovi = svintouglovi // Catenate;
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50 (x*Ubacivanje dualnih ntouglovax)
6o kraj = Length[svintouglovi [;
61 For[i =1, i <= kraj, i++,

62

AppendTo[svintouglovi,

63 Table[2 n + 1, {i, 1, 2 n}] — svintouglovi [[i 1]]:];
64 svintouglovi

Najprije je uvedena funkcija simrot kod (*Funkcija za provjeru ekvivalentnih*) koja provjerava da li je
jedan n-tougao ekvivalentan drugom n-touglu. Algoritam je sljedeéi

(*Glavna petlja po zbiru na stranicama®) Glavna petlja ide po zbiru brojeva stranici M, ¢ije granice
znamo na osnovu Teorema 2.4. Ne idemo po svim jer ¢emo dodati dualne na kraju algoritma.

(*Generisanje stranica®) Najprije za M se generisu sve moguée stranice. Te stranice pohranjujemo u
listu stranice i u listu ntougao, kao pocetne iteracije za naSe n-touglove. Biramo samo one stranice
koje su moguce da se nadu u magi¢nom n-touglu.

(*Konstruisanje prvih n-1 stranica*) Zatim konstruiSemo jos n — 1 stranicu. Svakom u listi ntougao
pridrzimo sve moguce stranice sa desna, tako da zadnji element u n-touglu je isti kao prvi element u listi
koji predstavlja stranicu. Svi takvi validni se pohranjuju u ntougao i ponovo ponavljamo postupak,
gdje pod validnim podrazumijevamo da imaju razli¢ite brojeve od 1 do 2n.

(*Konstruisanje n-tougla*) Zatim konstruiSemo n-tougao tako $to pridruzimo posljednji broj s,. Iz
bacujemo ga ako nije validan.

(*Izbacivanje medjusobno ekvivalentnih*) Izbacujemo sve one koje su medusobno ekvivalentni, ko-
ristedi se funkcijom simrot.

(*Ubacivanje dualnih ntouglova®) Dodamo preostale dualne magi¢ne n-touglove u nasu konac¢nu listu
magntouglov.

U Tablici 1 i Tablici 2 su dati svi magi¢ni petouglovi i Sestouglovi. Dobijamo i da magi¢nih sedmouglova
ima 128, dok magicnih osmouglova ima 282.

R.Br | Poligon {v1, $1,v2,...} | Suma na stranici
1. 5,6,3,10,1,9,4,8,2,7 14
2. 19,2,5,10,1,8,7,6,3, 4 16
3. 10,2,4,9,3,6,7,8,1,5 16
4 2,96 1,10,3,4,5,8,7 17
5. 1,9,7,2,8,5,4, 3,10, 6 17
6. 16,58 1,10,2,7, 3,09, 4 19

Tablica 1: Magicni petouglovi
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R.Br. Poligon {v1, s1,v2,...} Zbir na stranici
1. [7.468,3 12 210,511, 1,9 17
2. | 7,4,6,10,1,11,5,9, 3, 12, 2, 8 17
3. 19,6 2123,10,4,8,5, 11,1, 7 17
4 [ 10,3,5 11,2,12.4,6,8, 9,1, 7 13
5. 11,1,7,9, 3, 12, 4, 10, 5, 8, 6, 2 19
6. | 11,2,6,12,1,10,8,4,7,9,3, 5 19
7. 11,1, 7,10, 2,8,9,6, 4,12, 3,5 19
8. | 11,5312, 4,6,9,2,8,10,1, 7 19
9 12,2,5,6,8,10,1,11,7,9, 3, 4 19
10. [12,2,5,11,3,9,7,4,8, 10, 1, 6 19
1. |2, 12,6,4,10,1,9,3,8,5, 7, 11 20
12. 2,11, 7,1,12, 3,5, 9, 6, 4, 10, 8 20
13. | 2,12,6,3,11,5,4,7,9, 1, 10, 8 20
4. [2,8,10,1,9,7, 4,11, 5, 3, 12, 6 20
15. | 1,1L,8,7,5,3, 12,2, 6,4, 10, 9 20
16. | 1,11,8,2 10,4,6,9,5,3, 12,7 20
17. 3,10,8,2,11,1,9,7,5,4, 12,6 21
18 [6,9.7,5 10, 1,11, 3, 8, 2, 12, 4 22
19. 6,9,7,3,12,2,8,4,10,1, 11, 5 22
20. | 4,7,11,1,10,3,9, 5,8, 2, 12, 6 22

Tablica 2: Magic¢ni Sestouglovi
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Sazetak: U ovom radu izloZeni su po dva dokaza teorema za kombinacije bez i sa ponavljanjem. Pri-
mjena ovih teorema je data kroz rjesenja nekih kombinatornih zadataka namijenjenih za ucenike srednje
skole.

1. Opcéenito o kombinatorici

Kombinatorika je matematicka disciplina koja uglavnom proucava konacne skupove i strukture. Od davnina
su se matematicari bavili problematikom prebrojavanja elemenata kona¢nih skupova, Sto danas predstavlja
samo jedan od vidova kombinatorike [4]. Rije¢ kombinatorika dolazi od rije¢i kombinacija, a ova od lat.
rije¢i combinare $to znadi slagati.

Kombinatorika je nastajala postepeno, a svoje korijene vuce iz zabavne matematike, zagonetki, igara, a
posebno sa pocecima razvoja teorije vjerovatnoée u 17. vijeku (v. [1, 5]).

Danas je kombinatorika veoma vazna grana matematike i njezin uticaj i na samu matematiku i na ostale
nauke neprestano raste. U srednjoskolskoj matematici je koristimo najcesée pri prebrojavanju skupova, ¢iji
elementi mogu biti razli¢iti objekti, strukture ili pojave. Rezultati iz kombinatorike se danas primjenjuju i
u mnogim drugim naukama koje na prvi pogled nemaju mnogo veze sa matematikom, kao Sto su genetika,
hemija, ekonomija, medicina.

Vazni i zanimljivi rezultati, mocne tehnike i metode rjeSavanja problema sa gotovo neiscrpnim moguénostima
primjena su neke oblasti kombinatorike (teorija grafova, algebarska kombinatorika, kombinatorna geometrija,
diskretna geometrija,...) pretvorili u atraktivne i samostalne matematicke discipline [3].

Kombinatorika se pretezno bavi razmjestanjima objekata zadanog konacnog skupa u izvjesne konfiguracije
(8eme). Najéesée tu imamo tri tipa problema:

e Egzistencija razmjestaja. Ako zelimo razmjestiti objekte nekog skupa na nacin propisan nekim uslo-
vima, prvo §to se pitamo jeste da li uopcée postoji takav razmjestaj. Ako razmjestaj nije uvijek moguc,
pitamo se dalje, koji su potrebni i dovoljni uslovi za postojanje razmjestaja zadanog tipa.

e Prebrojavanje i klasifikacija razmjestaja. Ako je odredeni razmjestaj mogué, pitanje je na koliko se
nacina on moze postiéi ili kako to razmjestanje klasificirati u odredene tipove.

e Proucavanje poznatih razmjestaja. Nakon Sto je dokazana egzistencija i izvedena konstrukcija raz-
mjestaja koji zadovoljava odredene uslove, moze se pristupiti pru¢avanju njegovih zakonitosti i struk-
ture.

Ciljna skupina: srednja skola

Kljuéne rijeci: kombinatorika, prebrojavanja, rasporedi
Kategorizacija: Strucéni rad

Rad preuzet: novembar 2023.
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Ucenici u srednjoj skoli pod pojmom kombinatorika podrazumijevaju varijacije, permutacije i kombinacije.
U ovom radu mi ¢emo posebnu paznju posvetiti kombinacijama bez i sa ponavljanjem, ali ¢emo prethodno
navesti neke definicije pojmova i rezultate koji ¢e nam trebati u glavnom dijelu rada, a koji ¢e upotpuniti
izlaganje osnovne teme ovog rada.

2. Osnove prebrojavanja, varijacije i permutacije

Dva najjednostavnija principa prebrojavanja su princip zbira i princip proizvoda.
Princip zbira poc¢iva na ¢injenici da ako imamo konacan skup koji je unija vise disjunktnih podskupova,
onda je broj njegovih elemenata jednak zbiru broja elemenata podskupova. Matematicki zapisano, ako je
A=Jp_, A1 A;NA; =0, onda je broj elemenata skupa A, u oznaci |4|, dat sa

n

A= Al -

k=1

Princip proizvoda kaze da ako je neki skup jednak Dekartovom proizvodu nekoliko skupova, onda je broj
njegovih elemenata jednak proizvodu broja elemenata skupova koji ulaze u taj Dekartov proizvod. Mate-
maticki, ako je A = A; x Ay X --- X A, onda je

Al =TT 14l -
k=1

Princip proizvoda se ¢esto zove i pravilo (teorem) o uzastopnom prebrojavanju.
U ovom poglavlju ¢emo se jos prisjetiti pojmova varijacija i permutacija sa i bez ponavljanja, i formula
prema kojima se rac¢una njihov broj.

Definicija 2.1 (varijacije r-te klase bez ponavljanja od n elemenata). Neka skup S = {a1,a2,...,a,}
ima n razlicitih elemenata. Uredena r-torka (ai,,Giy, - .., a4,), v < n, razlic¢itih elemenata skupa S zove se
varijacija r-te klase bez ponavljanja od n elemenata.

Teorem 2.2 (broj varijacija r-te klase bez ponavljanja od n elemenata). Broj svih varijacija r-te
klase bez ponavljanja od n elemenata dat je sa

n!
VD =nn-1)n-2)--(n—r+1)= —— |,
=D o) =
pri éemu jenl:=1-2---(n—1)-n (¢tajn faktorijel) proizvod prvih n prirodnih brojeva i 0! := 1.
Dokaz: Prvi element a;, u uredenoj r-torci (a;,, asy,...,a;.), r < n, mozemo izabrati na n nacina, drugi
element a;, mozemo izabrati na (n — 1) nacina, ..., r-ti element a;, moZzemo izabrati na (n —r + 1) naéina.
Sada na osnovu principa proizvoda slijedi da je:
nn—-1)n-2)---n—r+1)(n—r)n—-—r—-1)---2-1 n!

v — -1 —2) .. (n— 1) = =

" nn=1m=2)(n-r+l) (n=r)n—r—1)---2-1 (n—r)’
Sto je i trebalo dokazati. [
Definicija 2.3 (varijacije r-te klase sa ponavljanjem od n elemenata). Neka skup S = {a1,a2,...,a,}
ima n razlicitih elemenata. Uredena r-torka (a;,, @iy, ..., a;.) elemenata skupa S, pri cemu se elementi mogu

ponavljati, zove se varijacija r-te klase sa ponavljanjem od n elemenata.

Teorem 2.4 (broj varijacija r-te klase sa ponavljanjem od n elemenata). Broj svih varijacija r-te
klase sa ponavljanjem od n elemenata dat je sa

V(T) =n".

n
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Dokaz: Prvi element a;, u uredenoj r-torci (a;,, a;,, ..., a; ) mozemo izabrati na n nacina, drugi element
a;, mozemo izabrati opet na n nacina, itd., r-ti element a; mozemo izabrati takoder na n nacina (jer je
dozvoljeno ponavljanje elemenata). Primjenom principa proizvoda zaklju¢ujemo da je broj varijacija sa
ponavljanjem dat sa

V&:):n~n~~-n:nr.

O

Definicija 2.5 (permutacije bez ponavljanja). Neka skup S = {a1,as,...,a,} ima n razli¢itih eleme-
nata. Svaka uredena n-torka elemenata skupa S bez ponavljanja elemenata zove se permutacija skupa S bez
ponavljanja.

Teorem 2.6 (broj permutacija bez ponavljanja). Broj svih permutacija skupa S od n elemenata dat
je sa

P,=n!.
Dokaz: Prvi element mozemo izabrati na n na¢ina, drugi element mozemo izabrati na (n — 1) nacina, treéi
element mozemo izabrati na (n — 2) nacina, itd., n-ti element mozemo izabrati na (n — (n — 1)) = 1 nacin.
Na osnovu principa proizvoda je

P,=n-(n—1)---2-1=n!.
O

Primjedba 2.7. Primijetimo da se permutacije bez ponavljanja mogu smatrati varijacijama n-te klase bez
ponavljanja od n elemenata.

Definicija 2.8 (permutacije sa ponavljanjem). Neka skup S = {a1,a2,...,am} tma m razlicitih ele-
menata. Svaka uredena n-torka elemenata skupa S, pri éemu se element a1 ponavlja ki puta, element aso
ponavlja ko puta,. .., element a,, ponavlja k., puta, i k1 + ko + -+ + kn, = n, zove se permutacija skupa S

sa ponavljanjem.

Teorem 2.9 (broj permutacija sa ponavljanjem). Broj svih permutacija skupa S sa ponavljanjem dat
je sa

n!

Prukz,skm .
n Ten Vgl T

Dokaz: Pretpostavimo najprije da su svi elementi u permutaciji sa ponavljanjem medusobno razli¢iti; tada
bismo imali permutaciju bez ponavljanja od n elemenata. Ukupan broj tih permutacija, kako smo ranije
vidjeli, bi iznosio n!. U permutaciji sa ponavljanjem mozemo zamijeniti mjesta na kojima su elementi aq
na k1! nacina i pri tom se permutacija neée promijeniti. Sli¢no zaklju¢ujemo i za elemente as, itd., G-
Koristeé¢i pravilo proizvoda, za svaku permutaciju sa ponavljanjem postoji ki!ks!--- k! permutacija bez
ponavljanja u kojima se ne mijenja poredak razli¢itih elemenata skupa S. Ukupan broj permutacija bez
ponavljanja od n elemenata stoga je dat sa

n!

Pk?17]€27u-,]€m — .
n Ten g - !
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3. Kombinacije bez ponavljanja

U ovom poglavlju éemo dati definiciju kombinacija bez ponavljanja, te na dva na¢ina dokazati formulu za
broj kombinacija bez ponavljanja.

Definicija 3.1 (kombinacije r-te klase bez ponavljanja od n elemenata). Kombinacija r-te klase bez
ponavljanja od n elemenata je svakir-élani podskup sastavljen od elemenatan-élanog skupa S = {a1, as, ..., a,},
pri ¢emu mora biti v < n.

Uoc¢imo da ako bismo uzeli u obzir i kombinaciju klase r = n dobili bismo trivijalan slucaj samo jedne
mogucée kombinacije, a to je sam skup S.

Teorem 3.2 (broj kombinacija r-te klase bez ponavljanja od n elemenata). Broj kombinacija r-te
klase bez ponavljanja skupa od n elemenata jednak je

C) = (T;) _ n(n—l)-;‘(n—rﬂ) _ ol

rl(n—r)l "’

Simbol (?) se ¢ita kao "en povrh er”, ili "en iznad er”.
Dokaz:
Prvi nacin (v. [2]). Skup svih kombinacija bez ponavljanja mozemo napisati u obliku

K ={{ay,aiy, ... a;, }: aiy , Qiy,...a; €S} .

Kada bi nam bio bitan poredak elemenata, onda bismo imali varijacije r-te klase bez ponavljanja od n
elemenata, kojih ima (nnf;), Medutim, sve permutacije skupa {a;,, as,,...,a;, } ¢ine razli¢ite varijacije r-te
klase bez ponavljanja od r elemenata, i ima ih 7!, a svi ti elementi ¢ine istu kombinaciju {a;,, ai,, ..., a0, } -
Stoga je broj razlicitih kombinacija dat sa

ool rlm=r) \r)

Drugi nac¢in. U ovom dokazu ¢emo koristiti princip matematicke indukcije. Neka je n = 1. Kako je
1 < r < n, to moze jedino biti » = 1, pa je broj jednoclanih podskupova skupa koji ima samo 1 element
n! 1
jednak C} = 1. Prema formuli za n = 1 je W = =om = = 1, pa imamo da formula vrijedi u slucaju

kada je n = 1.

Pretpostavimo sada da za neki prirodan broj n i svaki 1 < r < n vrijedi formula Cff) = (n_"i;),,,

Pokazimo da formula vrijedi i za n 4+ 1. Razmotrit ¢emo tri slucaja: r=1,2<r<n+1lir=n+1.

Za r = 1 je ocito broj svih jednoc¢lanih podskupova skupa koji ima n + 1 elemenata jednak C,}L_H =n+1.

(n+1)!  _ (n41)! _ (n+1)!
(n+1—r)lr! = (n4+1-1!11! — n!
(n+1)!

Ako je 2 < r < n+ 1 treba pokazati da vrijedi C1(121 = (=) Za fiksno r mozemo podijeliti skup svih
kombinacija na dva podskupa: jedan u kojem su kombinacije bez ponavljanja koje sadrze fiksni element,
npr. ai, i drugi u kojem su kombinacije bez ponavljanja koje ne sadrze fiksni element a;. Tada je

Prema formuli za r =1 je =n + 1, pa formula vrijedi u ovom slucaju.

n! n! ~ (n+1)!
(n—r+1)l(r—-1) * (n—r)rl ™ (n4+1—7r)lr!’

o) =ciV o) =

n

pa formula vrijedi i u ovom slucaju.

Konacno, ako je r = n 4+ 1 onda je ocito broj svih n + 1-¢lanih podskupova skupa koji ima n 4+ 1 element
(n+1)!
(n+1—(n+1))!(n+1)!

nt1 = 1. Dakle, formula vrijedi i u slucaju
r=n+1.

Sada na osnovu principa matematicke indukcije zaklju¢ujemo da formula vrijedi za sve prirodne brojeve n
i1<r<n. 0O

U sljedeé¢im primjerima ¢emo pokazati kako se mogu koristiti kombinacije bez ponavljanja.

jednak C (n41) — 1. Prema formuli je ("7";)”‘! =
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Primjer 3.3. Na koliko se nacina od 25 ucenika moZe formirati grupa od 3 ucenika koji ce predstavijati
odjeljenje na Skolskom takmicenju iz informatike? Ako je u tom odjeljenju 10 djevojcica, koliko se moze
formirati razlicitih grupa ako u svakoj grupi mora biti bar jedna djevojcica i bar jedan djecak? Koliko ima
grupa u koje su sastavljene iskljucivo od djevojcica ili iskljucivo od djecaka?

Rjesenje: Oznacimo sa S = {ai,as,...,as5} skup ¢iji su elementi ucenici a1, as,...,ass od kojih treba
formirati grupu veli¢ine » = 3. PoSto nam nije bitan redosljed ucenika u grupi, broj tih grupa, tj. broj
razlicitih podskupova {a;,,a;,,ai, } skupa S, jednak je broju kombinacija 3. klase bez ponavljanja od 25
elemenata, koji iznosi

(3) 25 25! 25! 25-24-23
C'25 = =

= = = = 2300 .
3 (25—3)131 22131 1.2.3

Ako je u odjeljenju 10 djevojcica, onda je u tom odjeljenju 15 djecaka. Iz uslova da u svakoj grupi mora biti
bar jedna djevojcica i bar jedan djecak slijedi da su moguce kombinacije u kojima su 2 djevojc¢ice i 1 djecak
ili 1 djevojcica i 2 djecaka. KoriStenjem pravila proizvoda, broj grupa u kojima su 2 djevojcice i 1 djecak

iznosi
@ ~1 _ (10 15\ 10t 15! B
010'015_(2>'<1 —ﬁ'm—45~15—675,

dok broj grupa u kojima su 1 djevojcica i 2 djecaka iznosi

1) @ (10\ 15\ 100 150 B
010'015_(1>'(2 = ont g 0109 =1050

Prema pravilu zbira, ukupan broj grupa u kojima mora biti bar jedna djevojcica i bar jedan djecak iznosi
675+ 1050 = 1725.

Prema pravilu zbira, homogenih grupa (tj. grupa koje su sastavljene iskljucivo od djevojcica ili iskljucivo
od djecaka) imamo

(3) 3 _ (10 15 _170! 15! B _
Cip +Ci5 = (3) + <3 = a1 T Torg = 120+ 455 =575 .

Primijetimo da smo do posljednjeg broja mogli doéi tako sto od ukupnog broja grupa oduzmemo broj grupa
u kojim se nalaze 1 ili 2 djevojcice (ili §to je isto 1 ili 2 djecaka). Naime,

2300 — (675 + 1050) = 2300 — 1725 = 575 .

Primjer 3.4. U ravni je dato 7 tacaka od kojih nikoje 3 ne leze na istoj pravoj, tj. nisu kolinearne.
a) Koliko pravih odreduju te tacke?

b) Koliko trouglova odreduju te tacke?

Rjesenje: Skup tacaka oznacimo sa S = {t1,t9,ts,t4,t5,t6,t7}, n =T7.

a) Kao sto znamo iz geometrije, prava je odredena sa dvije tacke, tj. sa dva elementa iz skupa S. Kako medu
datim tackama ne postoje 3 kolinearne tacke, to svaki par tacaka ¢;, it;, iz skupa datih tacaka odreduje
razlicite prave. Dakle, broj razli¢itih pravih je jednak broju kombinacija 2. klase (r = 2) od 7 elemenata i

iznosi
@ (T 7-6
= =—=21.
Cr (2) 1-2
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Dakle, date tacke odreduju 21 pravu.
b) Rezonujuéi kao u a), svake tri tacke ¢;,, t;, 1 t;, iz skupa S odreduju razli¢ite trouglove, pa je ukupan
broj trouglova jednak broju kombinacija 3. klase (r = 3) od 7 elemenata. Broj tih kombinacija je

@ (7 _7-6-5
ct 7(3)71.2'3735.

Dakle, date tacke odreduju 35 trouglova. O

4. Kombinacije sa ponavljanjem

Sada ¢emo izloziti kombinacije sa ponavljanjem koje su, prema misljenju autora, nepravedno zanemarene u
redovnoj nastavi u srednjoj skoli, te se ucenici sa njima rjede susreé¢u tokom svog Skolovanja.

Definicija 4.1 (kombinacije r-te klase sa ponavljanjem od n elemenata). Neka skup S iman razlicitih
elemenata. Svaki r-élani podskup (r € N) n-clanog skupa S pri demu se elementi mogu i ponavljati (redoslijed
elemenata u r-torci nije bitan) zove se kombinacija sa ponavljanjem r-te klase od n elemenata.

Teorem 4.2 (broj kombinacija r-te klase sa ponavljanjem od n elemenata). Broj kombinacija sa
ponavljanjem r-te klase od n razlicitih elemenata jednak je

—(r) n+r—1 (n+r—1)!
c\ = S S
" r rl(n—1)!

Dokaz:
Prvi nacin (v. [2]). Prikazimo kombinaciju sa ponavljanjem u obliku niza oznaka r ¢lanova skupa S i
kvadrati¢a na sljedeéi nacin

a1 a1 llas a3 a;Ma,ABMa,ara;. ..

pri ¢emu jedan kvadrati¢ dolazi izmedu dva uzastopna Clana niza bez obzira pojavljuju li se ti ¢lanovi u
nizu ili ne. Ako neki ¢lan nije odabran u niz, dobijaju se dva uzastopna kvadrati¢a izmedu kojih taj ¢lan
nedostaje, a ako nedostaju dva susjedna ¢lana, u nasem zapisu ¢e se pojaviti tri uzastopna kvadratica, itd.
Vidimo da su indeksi ¢lanova niza koji se pojavljuju u kombinaciji sa ponavljanjem ustvari suvisni, jer nije
bitno koji su to ¢lanovi. S druge strane, vazno je uociti da je broj tih ¢lanova uvijek r, a broj kvadrati¢a
n — 1. Zbog toga je ukupan broj svih oznaka a i B jednak n — 1 + r, a niz mozemo prikazati u obliku

aclllacclcEEMaaa . . .

pri ¢emu je u posljednjem zapisu r oznaka a i n — 1 oznaka B. Uocimo da je broj nac¢ina na koji biramo r
elemenata jednak broju nacina na koje mozemo odabrati » mjesta u nizu gdje ¢e doéi oznaka a. Taj broj
odgovara broju kombinacija r-te klase bez ponavljanja (n — 1 + r)-clanog skupa, te iznosi

r n—1+r
o= ("7077)

r

— -1
Dakle, C\) = (" T
r

Drugi nacin. U ovom dokazu ¢emo koristiti princip matematicke indukcije po m =n+r — 1.

Neka je m = 1. Kako su n i r prirodni brojevii n +7 — 1 = 1, to jedino moze biti n = r = 1, pa je broj
jednoclanih podskupova skupa koji imaju samo 1 element jednak éi = 1. Prema formuli zan =r =1 je
(n+r—1! _ 11
DT = 100 —
Pretpostavimo sada da formula vrijedi za neki prirodan broj m = n +r — 1, tj. da vrijedi formula CZ =

(") = S

=1, pa imamo da formula vrijedi u slucaju kada je m = 1.
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Pokazimo da formula vrijediizam+1=(n+r—1)+1=n+r.

Za r =1 je ocito broj svih jednoclanih podskupova skupa koji ima n + 1 elemenata jednak 6;“ =n+1
(n+1)! _ nl(n+1)
!

Prema formuli za r = 1 je 5~ —1— = n+ 1, pa formula vrijedi u ovom slu¢aju.

Ako je n = 1, onda je broj svih r 4+ 1-¢lanih skupova sa ponavljanjem iz skupa koji ima 1 element jednak
6gr+l) =r+ 1. Prema formuli za n =1 je “:%n’,)‘ = % =r + 1, pa formula vrijedi i u ovom slucaju.

U ostalim sluc¢ajevima skup svih kombinacija sa ponavljanjem mozemo podijeliti na dva podskupa: jedan u
kojem su kombinacije sa ponavljanjem koje sadrze fiksni element, npr. a;, i drugi u kojem su kombinacije

sa ponavljanjem koje ne sadrze fiksni element a;. Tada je

() =1 =) (nAr—2)! (n+r—2)! (n+r—2)! o
Co =00+ = oo T w2y Aoty Tl

(n4+r—1)!
rl(n—1)! "~

pa formula vrijedi i u ovom slucaju.
Sada na osnovu principa matematicke indukcije zakljuéujemo da formula vrijedi za sve prirodne brojeve n
ir. O

Primjenu kombinacija sa ponavljanjem ¢emo demonstrirat kroz nekoliko pazljivo odabranih primjera.

Primjer 4.3. U nekom dijelu skladista pohranjuju se 3 razli¢ite vrste robe. Na koliko nacina se moZze
odabrati roba za skladistenje ako u taj dio skladista treba pohraniti tacno 5 komada robe uz pretpostavku da
je od svih vrsta robe raspolozivo minimalno po 5 komada?

Rjesenje: Primijetimo da je potpuno svejedno jesu li brojnosti raspolozive robe po svakoj vrsti 5, koliko
iznosi broj komada robe koju treba pohraniti u skladiste, ili su te brojnosti ve¢e od 5. Potrebno je formirati
neuredene trojke a;,, a;,,a;, velicine » = 3, tj. skup kombinacija 5. klase sa ponavljanjem od 3 elementa.
Ukupan broj takvih kombinacija iznosi

—(5) 3+5—-1 7 7!
= = = =921.
s ( 5 5/ 502

Primjer 4.4. Farma uzgaja macke, zeceve, pse, patke i guske. Na koliko razli¢itih nacina mozZemo izabrati
tri Zivotinje sa te farme?

O

Rjesenje: U zadatku imamo da je ukupan broj vrsta zivotinja 5, te da biramo 3 Zivotinje. Ako biramo
r stavki od moguéih n, pri ¢emu je dozvoljeno ponavljanje, onda se radi o kombinacijama sa ponavljanjem
r-te klase od n elemanata. Ukupan broj na¢ina na koje mozemo odabrati 3 zivotinje sa farme iznosi

—3 _ (54+3-1\_(7\_ 7 _
s *( 3 “\3) T =

Primjer 4.5. Data je jednadzba
1 +x9+x3+24 =11.
a) Koliko nenegativnih cjelobrojnih rjesenja ima data jednadzba?
b) Koliko pozitivnih cjelobrojnih rjeSenja ima data jednadzba?

Rjesenje: Podsjetimo se da nenegativan znaci da je x; > 0 za sve ¢ = 1,2, 3,4, dok pozitivan znaci da je
xz; >0zasvei=1,234.

a) Primijetimo, npr., da rjeSenje date jednadzbe x; = 2, x5 = 5, 23 = 0, ¥4 = 4 mozemo prikazati u
sljede¢em obliku
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X1 X2 I3 Xy
X X X X X X X X X XX

Odavde vidimo da je broj svih nenegativnih cjelobrojnih rjesenja odreden sa rasporedom simbola x i pre-
grada |. Kako imamo 11 simbola x i 3 pregrade koje odreduju 4 ¢elije u tabeli (r = 11 i n = 4), to je broj
svih nenegativnih cjelobrojnih rjesenja jednak broju kombinacija sa ponavljanjem 11. klase od 4 elementa i
iznosi

—(11) 44+11-1 14 14!
- - = =364.
C < 11 1) = T =%

Do istog smo rezultata mogli do¢i koristeéi permutacije sa ponavljanjem. Naime, 11 simbola x i 3 pregrade
mozemo permutirati na

(1143)! 14!

Lol T 364
11!3! 1113! 36

. . .. . . —=(11
nacina, a taj broj je upravo jednak broju Ci ).

b) Kako rjesenja moraju biti pozitivna, poénimo tako da u svaku ¢eliju u tabeli stavimo po jedan simbol x.
Ostaje nam sada da raspodijelimo 11 — 4 = 7 simbola x u 4 éelije, a to mozemo prema prethodnom uraditi

na
—(447-1) 10 10!
C = =— =120
7 ( 7 > 713!
nacina. Dakle, imamo 120 pozitivnih cjelobrojnih rjesenja date jednadzbe. O

5. Neki izazovniji kombinatorni zadaci

U ovom poglavlju ¢emo uraditi nekoliko, prema naSem misljenju, laksih, ali izazovnijih zadataka veza-
nih za prebrojavanja koja u sebi ukljué¢uju kombinacije, a koji su se pojavili na razli¢itim matematickim
takmicenjima. Naime, poznato je da zadaci iz kombinatorike obavezno dolaze na matematickim takmicenjima
razli¢itih nivoa, pocevsi od kantonalnog takmicenja, pa sve do medunarodnih matematickih regionalnih i
svjetskih olimpijada, kao i matematickih turnira koje organiziraju razli¢ita drustva, organizacije, $kole i
fakulteti, kako za ucenike osnovnih i srednjih Skola, tako i za studente na univerzitetima.

Primjer 5.1 (Americko pozivno matematicko takmicenje 1985. godine). U turniru je svaki igrac
odigrao tacno jednu partiju protiv svakog drugog igraca. U svakoj partiji pobjednik je dobio 1 bod, gubitnik je
dobio 0 bodova, a oba igraca su dobila po % boda ako je partija zavrsila nerijeSeno. Nakon zavrsetka turnira
utvrdeno je da je taéno polovina bodova svakog igraca osvojena protiv deset igraca sa najmanje bodova.
Posebno, svaki od deset igraca sa najmangim brojem bodova osvojio je polovinu svojih bodova protiv drugih
devetorice od deset. Koliki je ukupan broj igraca na turniru?

Rjesenge: Jednostavnosti radi, pretpostavimo da je na turniru ukupno bilo n 4 10 igraca. Medu n
igraca koji nisu medu najslabijih 10 odigrano je ukupno (g) partija i time su osvojena (g) boda. Prema
pretpostavkama zadataka, to znaci da su ovih n igraca takoder osvojili (g) bodova protiv najslabijih 10
igraca. Dalje, najslabijih 10 igra¢a su medusobno odigrali (120) = 45 partija i osvojili su ukupno 45 bodova
igrajuéi jedni protiv drugih. Oni su takoder osvojili 45 bodova igrajuéi protiv snaznijih n igraca. S obzirom
da svaki osvojeni bod pripada jednoj od ovih kategorija, slijedi da je ukupan broj osvojenih bodova jednak
2(;) +90 = n? —n +90. Medutim, osvojen je po jedan bod po svakoj odigranoj partiji, a ovih n + 10
igraca ukupno je odigralo ("210) = w partija, tj. u svim odigranim partijama osvojeno je ukupno
w bodova. Dakle, imamo da vrijedi da je n? —n+90 = ("L%(M‘g), odakle slijedi 2n? —2n + 180 =
n? 4 19n + 90. Posljednja jednadzba se svodi na n? — 21n + 90 = 0, ¢ija rjesenja su n = 6 ili n = 15.
Primijetimo da su najboljih n igraca ukupno osvojili n(n — 1) bodova (prema prethodnom izréunu) sto
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predstavlja prosjek od n — 1 bodova po igra¢u, dok su najslabijih 10 igraca osvojili ukupno 90 bodova, §to
je prosjek od 9 bodova po igracu. Stoga mora biti n —1 > 9, tj. n > 10, pa je n = 15. Sada imamo da je
ukupan broj igrac¢a na turniru jednak 15+ 10 = 25. Dakle, na turniru je ucestvovalo ukupno 25 igraca. O

Primjer 5.2 (Kinesko matematicko takmicenje 2000. godine). Odrediti koliko ima cetverocifrenih
brojeva abed koji zadovoljavaju sljedece uslove:

(1) a,b,e,d € {1,2,3,4};
(2) a#b, bF#c, c#d d#a;
(3) a je najmangi broj medu brojevima a, b, ¢, d.

Rjesenje: Kada postoje tacno dvije razlicite cifre u abed, broj nagina uzimanja dvije razlicite cifre od
Cetiri razlicite cifre je jednak (3), a manja cifra mora biti na prvom i treéem mjestu, dok veéa cifra mora
biti na drugom i ¢etvrtom mjestu, tj. Cetverocifreni broj je jedinstveno odreden sa te dvije cifre. Stoga, u
ovom slucaju, broj razli¢itih cetverocifrenih brojeva je jednak (3) = 6.

Kada postoje tac¢no tri razlicite cifre u abed, broj nacina uzimanja tri razlicite cifre iz skupa od ¢etiri razlicite
cifre jednak je (é), a najmanja cifra mora biti prva cifra u abed. Ako su prva i treca cifra iste, tada imamo
P, = 2! Cetverocifrenih brojeva sa tri razlicite cifre. Ako su druga i éetvrta cifra iste, tada opet imamo
Py = 2! Cetverocifrenih brojeva sa tri razli¢ite cifre. Stoga, u ovom sluc¢aju, broj razlic¢itih éetverocifrenih
brojeva je (g) (P2 + P2) = 16.

Kada postoje taéno éetiri razlicite cifre u abed, najmanja cifra mora biti prva cifra, a ostale tri cifre mogu
se rasporediti na P3 = 3! na¢ina. Stoga, u ovom slucaju, broj razli¢itih ¢etverocifrenih brojeva je P3 = 6.
Saberimo sada navedene brojeve nacina i dobijemo da je ukupan broj trazenih razli¢itih ¢etverocifrenih
brojeva jednak 6 + 16 + 6 = 28. O

Primjer 5.3. (Zupanijsko takmicenje iz matematike u Hrvatskoj 2020. godine za IV razred
srednje skole)

Date su tri paralelne prave a, b i c. Na pravoj a istaknute su tacke A, B i C, na pravoj b tacke D,
E, F i G, a na pravoj ¢ tacke H, I, J, K i L. Koliko je najvise trouglova odredeno tackama iz skupa
{A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L}?

RjeSenjge: Ukupno je dato 12 tacaka. Tri tacke od njih 12 mozemo izabrati na (132) nacina. Medutim,
nece sve ove kombinacije davati vrhove trougla. Naime, ako su tri odabrane tacke kolinearne, onda nemamo
trougao. Kako se u zadatku trazi najveéi mogudéi broj trouglova, mozemo pretpostaviti da ako su sve tri
tacke odabrane na razlicitim pravim, onda one nisu kolinearne. Dakle, slucaj kada smo uzeli tri kolinearne
tacke je slucaj kada sve tri tacke uzmemo sa iste prave. Broj nacina na koje mozemo uzeti sve tri tacke sa
prave a jednak je (g), sve tri tacke sa prave b jednak je (g), a sve tri tacke sa prave ¢ jednak je (g) Ti svi
sluc¢ajevi su medusobno disjunktni, pa prema principu zbira, najveéi trazeni broj trouglova iznosi

R GRONE) R

Primjer 5.4 (Harvard i MIT turnir iz matematike 2022. godine). Izracunajte broj nepraznih pod-
skupova S skupa {—10,-9,-8,...,8,9,10} koji zadovoljavaju uslov |S| + min(S) - max(S) = 0, pri cemu
nam |S| oznacava broj elemenata skupa S, min(S) najmangi element, a max(S) najveéi element skupa S.

O

Rjesenge: 1z uslova |S| 4+ min(S) - max(S) = 0 slijedi da mora biti min(S) - max(S) < 0. To znaci da
mora vrijediti min(S) = —a 1 max(S) = b za neke pozitivne cijele brojeve a i b. Ako su dati a i b, preostalo
je odabrati |S| — 2 = ab — 2 elementa, koji moraju biti iz skupa {—a +1,—a + 2,...,b — 2,0 — 1}, koji
ima a + b — 1 elemenata. Stoga je broj moguénosti za odredene a i b jednak (a(j;’:;). U vedini slucajeva,
ovaj binomni koeficijent je jednak nuli. Zapravo, moramo imati ab—2 <a+b—-1< (a—1)(b—1) < 2.
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Ovo suzava moguénosti za (a,b) na (1,n) i (n,1) za pozitivne cijele brojeve 2 < n < 10 (slucaj n =1 je
nemogué), te tri dodatne moguénosti: (2,2), (2,3) i (3,2). U prvom slucaju, broj moguéih skupova je

(06 () (6 () () ) -

Prvi dio gornje jednakosti slijedi na osnovu osobine binomnih koeficijenata (Z) = (nf k), a drugi iz ¢injenice

da je (g) = (g) i uzastopne primjene osobine (Z) + (kfl) = (”:1) Navedene osobine binomnih koeficijenata
se lako dokazuju, te ih prepustamo ¢itaocu za vjezbu.

U drugom slucaju, broj moguéih skupova je

o)+ () ()=

Dakle, ukupno postoji 330 + 5 = 335 skupova koji zadovoljavaju uslove zadatka. O

6. Zadaci za samostalan rad

Nadamo se da vas je ovaj rad zainteresirao kako za kombinacije bez i sa ponavljanjem, tako i za prebrojavanja
razli¢itog tipa. Citaocu za vjezbu ostavljamo da rijesi sljedece zadatke.

Zadatak 6.1. Na koliko nacina moZemo obojiti pet vrhova pravilne cetverostrane piramide sa 5 boja, tako da
svaki vrh bude obojen tacno jednom od tih 5 boja, i da vrhovi koji dijele zajednicku wicu moraju biti obojeni
razlicitim bojama? Pri tome dva bojenja smatramo istim ako se jedan iz drugog mogu dobiti rotacijom
piramide.

n+r—1
r—1

Zadatak 6.2. Neka sun ir prirodni brojevi. Dokazati da postoji (
jednadzbe r1 + x2 + -+ - + T = n.

) nenegativnih cjelobrojnih rjesenja

n—1
r—1

Zadatak 6.3. Neka su n i 7 prirodni brojevi i v < n. Dokazati da postoji (
rjesenja jednadzbe x1 + xo + -+ - + T, = n.

) pozitivnih cjelobrojnih

Zadatak 6.4. Odrediti broj cjelobrojnih riesenja jednadzbe
T, + 29 + 23+ 24 = 30
takvih da je 3 < x; <10 za sve i = 1,2,3,4.
Zadatak 6.5. Koliko postoji trocifrenih brojeva takvih da je zbir cifara svakog od njih jednak 117
Zadatak 6.6. Neka su n ir prirodni brojevi. Odrediti broj nenegativnih cjelobrojnih rjesenja nejednadzbe
T1+To+ -tz <n.
Zadatak 6.7. Odrediti broj pozitivnih cjelobrojnih rjeSenja nejednadzbe x1 + xo + x3 + x4 < 30.

Zadatak 6.8. Prirodan broj a zovemo sretnim ako je zbir njegovih cifara jednak 7. Ako poredamo sve
sretne brojeve u niz u rastuc¢em poretku, dobijemo niz a1, as, as,.... Ako je a, = 2023, odrediti as,.

Zahvala

Autori se zele zahvaliti anonimnom recenzentu na komentarima koji su doprinijeli preciznosti izlaganja
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ucenicima koji uc¢estvuju na matematickim takmicenjima.
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Louivilleov teorem

Risto Maléeski?

1 Profesor u penziji, Sjeverna Makedonija

Sazetak: U ovom radu je dokazan teorem francuskog matemati¢ara Josepha Liouvillea, koji je genera-
lizacija formule za zbir tre¢ih potencija prvih n prirodnih brojeva. Pri tome je koristena tzv. multiplika-
tivna indukcija, za koju se pokazalo da su njome realizovani dokazi ta¢ni.

1. Uvod

Matematika, posebno teorija brojeva, obiluje neocekivanim generalizacijama i zanimljivim rezultatima.
Jedan od takvih rezultata je dobro poznata teorema francuskog matematicara Josepha Liouvillea, koja se
na odredeni nac¢in moze smatrati generalizacijom formule za izrac¢unavanje zbira tre¢ih potencija prvih n
prirodnih brojeva. Prije razmatranja Liouvilleovog teorema, koristit ¢emo matematicku indukciju da bismo
dokazali nekoliko formula za izracunavanje zbira potencija prirodnih brojeva.

Lema 1.1. Za svako n € N vrijeds

1
1+2+3+...+n:"("T+), (1)
+1)(2n+1
12492492 2o MnELCR+]) )6(" ) (2)
2
+1
13+23+33+...+n3:[%} . (3)

Dokaz: Dokazat ¢emo jednakost (3).

2
Zan=1imamo 13 =1= [%} , to jest jednadakost vrijedi.

Pretpostavimo da je jednakost (3) tacna za n = k > 1. Koristeéi tu pretpostavku, za n = k + 1, imamo:

Ciljna skupina: srednja skola

Kljuéne rije¢i: Matematicka indukcija, multiplikativna indukcija, Liouvilleov teorem
Kategorizacija: Strucéno-istrazivacki rad

Rad preuzet: juni 2023.
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- . 1 2 2
P4+ 4383+ +EB+(k+1)?= %] +(k+1)3:(k+1)2-<%+k+1>
K2 +4k+4  (k+1)2- (k+2)?
= 2. =
=k+1) 1 1
B '(k+1)~(k+1+1)]2
— . ,

to jest za n = k + 1 jednakost vrijedi.
Konaéno, iz principa potpune matematicke indukeije slijedi da je jednakost (3) tacna za svako n € N.
Jednakosti (1) i (2) se dokazuju analogno. Detalje ostavljamo ¢itaocu za vjezbu. O

Primjedba 1.2. Ako koristimo jednakost (1), onda se jednakost (3) moZe zapisati u obliku
P42 +33+ +nP=1+2+3+...+n)% (4)
Korolar 1.1. Za svako n € N vrijede jednakosti
B +483 463+ .. +(2n)3 =202 (n+1)2, (5)
P43 +55+ . +2n-3°%+2n -1 =n?-(2n* - 1) (6)
Dokaz: 1z jednakosti (3) neposredno slijedi

B 4434634+ 4 (2n)3 =28 134282342833 1 . 42893
=23 (13 + 22+ 3+ ... +n?)

723 nQ ) (TL + 1)2
=92°. —
=2n? . (n+1)?

to jest jednakost (5) je tacna. Nadalje, iz (3) i (5) imamo

P43 +55+ . +2n—-1) =1 +2°+ ..+ (2n - 1>+ (2n)* — (2° + 43 + 6 + ... + (2n)?)
(2n)? - (2n + 1)2

:f - 2n2(n + 1)2

=n*[(2n +1)* = 2(n + 1)?]
=n?. (4n? +4n+1— 20 —4n —2)
=n%.(2n? - 1)

to jest pokazali smo da vijedi jednakost (6). O

2. Multiplikativna indukcija

Napomenimo da ako smo nekako dosli do formula (1), (2), (3) i (4), onda ih mozemo dokazati uz pomoé
matematicke indukcije. Medutim, matematicka indukcija nije dovoljna za dokazivanje nekih tvrdnji, pa se
koriste i druge metode. Jedna takva metoda je takozvana multiplikativna indukcija, pomocu koje se tvrdnja:

”Svaki prirodni broj n ima osobinu T 7

dokazuje u sljedeca cetiri koraka:
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1. Dokazuje se da broj 1 i svi prosti brojevi imaju osobinu 7.

2. Pretpostavlja se da prirodni broj m ima osobinu 7.

3. Dokazuje se da za svaki prost broj p, broj mp ima osobinu 7.
4. Zakljuéujemo da svaki prirodni broj n ima osobinu 7.

Prije nego $to predemo na primjenu metode multiplikativne indukcije predstavljenu gore, pokazat ¢emo
da je ova vrsta zakljucivanja ispravna.

Naime, u koraku 1) neka je dokazano da svi prosti brojevi imaju osobinu 7'. Neka je p prost broj i neka
je za neki prirodni broj k, broj m iz koraka 2) oblika m = p*. Tada iz koraka 3) slijedi da broj mp = p**!
takoder ima osobinu 7. Iz ovog i principa matematicke indukcije slijedi da sve potencije prostog broja p
imaju osobinu 7.

Neka je n = p’fl ~p§2 -p§3 e -pffll -pft proizvoljan prirodni broj predstavljen njegovom kanonskom
notacijom. Iz prethodnog razmatranja proizlazi da broj p’fl ima osobinu 7. Stavimo da je m = m; = p’fl
i p = pa, pa prema 3) slijedi da mp = pipy ima osobinu 7. Sada opet iz 3) i principa matematicke
indukcije, dobijamo da broj msy = p]flp];2 ima osobinu 7. Neka je m = mgy i p = p3, pa iz 3) slijedi da broj
mp = p’fl p§2p3 ima osobinu 7. Ponovo primjenom koraka 3) i principa matematicke indukcije, dobijamo
da broj ms = plflpgngf“ ima osobinu 7. Ponavljanjem prethodnog postupka ¢ — 3 puta, dobijamo da broj
n=m;= p'flpéC2 - ~pfi’11pf‘ ima osobinu 7.

Konag¢no, iz prethodnog razmatranja proizlazi da su dokazi izvedeni pravilnom primjenom multiplikativne
indukcije korektni.

3. Louivilleov teorem

U ovoj sekciji, koriste¢i multiplikativnu indukciju, dokazat ¢emo Louivilleov teorem, koji se odnosi na
broj djelitelja od djelitelja proizvoljnog prirodnog broja n.

Prije nego predemo na naredna razmatranja, navedimo da je broj djelitelja prirodnog broja n, ¢iji je
kanonski rastav n = p{* - p52... - pp*, odreden funkcijom

7(n) = (a1 + 1) (a2 + 1)...(ax + 1).

Funkcija 7 je multiplikativna, $to znac¢i da ako su m i n medusobno prosti brojevi, onda vrijedi 7(mn) =
7(m)7(n). Visestruka svojstva, identiteti i nejednakosti u vezi s ovom funkcijom, kao i s drugim osnovnim
multiplikativnim funkcijama dokazane su u [2] i [3].

Teorem 3.1. (Lowuiville, [1]) Ako su dy = 1, ds,...,di, = n svi pozitivni prirodni djelitelji broja n, a a;,
respektivno, brojevi djelitelja brojeva d;, i = 1,2, ...k, tada je

ad4ad a3+ .. 4a} = (a+ag+az+..+ap) (7)

Dokaz: Zan=1imamo d; = 1ia; =1, paje al =1 =a?, to jest jednadakost (7) je tacna.
Neka je p proizvoljan prost broj. Tada su jedinstveni djelitelji broja p: d; = 11 dy = p. Zbog toga je a3 = 1
i ag = 2. Sada, ako koristimo jednakost (4), dobijamo

a?+ag:13+23:(1+2)2:(a1+a2)2,

tako da je teorem dokazan za sve proste brojeve.
Pretpostavimo da teorem vrijedi za neki prirodni broj m. Neka je p proizvoljan prost broj. Moguca su dva
slucaja:

e NZD(m,p) =11
e NZD(m,p) = p,
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koje éemo posebno razmotriti.

Neka je NZD(m,p) = 1. Ako sudy =11ids,...,ds = m svi prirodni djelitelji broja m, a a;, respektivno,
su brojevi djelitelja brojeva d;, i = 1,2, ..., s, tada je

ad4ad+ .. +ad=(ay+ay+ .. +a,)? (8)
a svi prirodni djelitelji broja mp su:
dy = 1, d27"'7ds =m, pdl =D pd27 7pds = pm. (9)

Buduéi da je NZD(d;,p) = 1,zai = 1,2, ..., s, iz osobina funkcije 7(u), slijedi da je 7(d;p) = 7(d;)7(p) =
2a;, za t = 1,2, ..., s. Prema tome, odgovarajuéi brojevi djelitelja od djelitelja (9) broja m - p su:

a1 =1,a9,...,as,2as3, ..., 2as.
Sada, ako koristimo jednakost (8), dobijamo
a4+ ad +(201) + o+ (205)° =9(at +ad + ... +ad) =9(ar +ag + ... +as)?

=(3a1 +3as + ... + 3as)2
=(a1 +ag + ... + a5 + 2a; + 2az + ... + 2a,)?,

§to znadi da je u ovom sluéaju jednakost (7) tacna.
Neka je sada NZD(m,p) = p. Onda je m = myp?, zanekot > 1, NZD(mq,p) = 1, amp = mip'*tl. Ako

sud; =1 da,...,ds = my djelitelji od my, gdje su a;, respektivno, brojevi djelitelja brojeva d;, i = 1,2, ..., s,
buduéi da je NZD(d;,p) = 1, za i = 1,2, ...s, tada su djelitelji broja m = my - p* :
di =1,do,...,ds
p- dlap ‘ d2a P d87
p2'dlap2'ds7"'7p2'd37 (10)

pa iz osobina funkcije 7(u) slijedi da su odgovarajuéi brojevi djelitelji djelitelja broja m:

1,02, ..., Qs,
2a1,2as, ..., 2as,

3(11,3(12, ...,30,5,

(t+ Daqg, (t + 1)ag, ..., (t + 1)as.

Zbog toga je

ia;’wrzs:(za +.. +Z ((t+1)a <Zaz+22az+ +Zt+1 )
=(1+2+..+(t+1) (Za) (11)

Sta vise, jednakost (11) je ekvivalentna jednakosti

(P+2%+ . +(t+1 Za (L+2+..+(t+1)) (Za)
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pa ako za n =t 4 1 iskoristimo jednakost (4), dobijemo

S S 2
S ab = (z ) | (12)
i=1 i=1
Nadalje, kao i gore zakljué¢ujemo da se djelitelji broja mp = m;p**! dobijaju ako brojevima (10) dodamo
brojeve

pt+1dl7pt+1d27 "'7pt+1d5

za koje su, zbog osobina funkcije 7(u), odgovarajuéi brojevi djelitelji
(t+2)aq, (t + 2)ag, ..., (t + 2)as

Ako sada iskoristimo jednakosti (1), (11) i (12), dobijamo

ia? ot 2(@ +1)a;)%+ 2((15 +2)a;)?
_<§:ai+§:2ai+...+§:(t+1)ai) Z t+2)a;)?
(e (Z) t+2>3§a§
:(t+1)2(t+2i +4(t+2)° (Za>
- (tx2eray (Z)
=142+ ..+ E+1)+(t+2) (Zaz)
—(iai+§;2ai+...+§;(t+1)ai+§;(t+2)ai)2,

§to znaéi da je i u ovom slucaju tacna jednakost (7).
Konacano, po principu multipilkativne indukcije slijedi da jednakost (7) vrijedi za svaki prirodni broj n.

O

Literatura

[1] R. Malceski: Teorija na broevi, Matematicki talent, Skopje, 2022.
[2] T. Nagel: Uvod na teorijata na ¢islata, Nauka i izkustvo, Sofija, 1971.
[3] I. Niven and H.S. Zuckerman: An introduction to the Theory of Numbers, John Wiley & Sons, Inc., New York, 1980.



EVOLVENTA (JAMTK) 6(2) (2023), 31 - 35 Publikovano od UM TK,
Udruzenje matematicara TK

Dostupno na: http://evolventa.ba
http://www.umtk.info

Neke jednakosti u pravilnom petnaestouglu

Dragoljub Milosevié!

! Profesor u penziji, Republika Srbija

Sazetak: U radu ée biti prikazano nekoliko jednakosti koje vrijede za pravilni petnaestougao, a potom

generalizacije nekih od njih.

1. Uvod

Poznato je da se mnogougao kod koga su sve stranice jednake i svi uglovi jednaki naziva pravilnim
mmnogouglom. Na Slici 1. je dat pravilni petnaestougao A;AsAs...A15. Centralni ugao nad stranicom tog
mnogougla iznosi 24°, a periferijski 12°. Unutrasnji ugao mu je 156°.

U ovom radu ¢emo razmatrati neke zanimljive jednakosti vezane za pravilni petnaestougao, kao i neke

generalizacije dobijenih rezultata.

Ciljna skupina: srednja skola

Kljuéne rijeci: mnogougao, pravilni petnaestougao, pravilni mnogougao s 3n stranica
Kategorizacija: Strucno-istrazivacki rad

Rad preuzet: maj 2022.
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2. Jednakosti u pravilnom petnaestouglu

Prva grupa jednakosti vezana za pravilni petnaestougaougao sadrzana je u sljede¢em teoremu.

Teorem 2.1. U pravilnom 15-ouglu uvedimo oznake |A1As| = a, |A1A43] = b, |A1A4] = ¢, |A145] = d,
|A1Ag| = e, |[A1A7| = f, |[A1Ag| = g. Tada vrijede jednakosti:

~
[
U
\
k)
—
—
—

a c
I | 2
g Ta="t (2)
c d
———-=1
a b ’ (3)
1 1 1 1
SR T 4
b Tdt g T (4)
Dokaz:

(a) Tacku presjeka dijagonala A; A7 i AgAj2 obiljezimo sa B (Slika 1). Bududi da je <BAgA7 = <BA7Ag =
60° (periferijski ugao nad treé¢inom kruznice opisane oko pravilnog petnaestougla); znaci da je trougao
AAgA7B jednakostranicéni. Kako je |A¢B| = |A7B| = a, zakljuCujemo da je |[A;B| = |412B| = f —a
(jer je |AgA12| = |A1 A7|, kao udaljenosti od Sestog tjemena).

Trougao AA;BAjy je takoder jednakostranicni (£LA;BA1s = £A¢BA7 i |A1B| = |A12B]), pa je
|A1B‘ = |BA12‘ = |A12A1|. Kako je |AlB| = f —a, |A1A12| =di ‘A1B| = |A1A12| ShJedl da je
f—a=d, odnosno f —d = a, to jest jednakost (1) je validna.

(b) Neka je tacka C na tetivi A;Ag tako da je |AgC| = |AsAg| = a (Slika 2). Kako je |A;Ag| = |A14q],
zbog osne simetrije pravilnog petnaestougla, tada je |[A1Ag| = g, pa otuda i |[A;C| =g — a.
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S obzirom na to da je £ AgAgA; = 12°-7 = 84° (periferijski ugao nad % kruznice opisane oko pravilnog
petnaestougla), u jednakokrakom trouglu AAgAgC je LAgAsC = LAgCAg = % (180° — 84°) = 48°,
pa je LA;CAg = 180° — 48° = 132°. U trouglu AA;A4A;5 je LA4A1 A5 = 12° (periferijski ugao
nad stranicom pravilnog petnaestougla) i £A; A5 Ay = 12° -3 = 36° (periferijski ugao nad petinom
kruznice opisane oko pravilnog petnaestougla, Slika 2.), $to znaéi da je u tom trouglu £ A1 A4As =
180° — (12° + 36°) = 132°.

Sad je jasno da trouglovi AA; A4 A5 1 AA; AgC imaju jednake uglove, pa su trouglovi AAjAgAs i
A A, AsC slicni. Iz te slicnosti slijedi d : ¢ = g : (9 — a), to jest dg — ad = ¢g. Odavde, poslije dijeljenja
sa dg, dobijamo 1 — % =g, ili g—i- g=1

Naime, periferijski ugao nad dvije stranice pravilnog petnaestougla je 12° - 2 = 24° nad tri stranice
je 12° -3 = 36°, itd. Kako je |A142] = a, imamo |AgAki1] = a za k = 1,2,...,14. Takoder je
|A1A3| =b= ‘AkAk+2| za k = 1, 2, veey 13 (za k=17 je |A7A9| = b) i |A1A4| = |AkAk+3| = C.

(¢) Na osnovu sinusne teoreme primijenjene na trougao AA; AzAs (Slika 3), imamo

b d

sin24° ~ sin132°°

Kako je sin 132° = sin(180° — 48°) = sin48° i sin48° = 2sin 24° cos 24°, dobijamo cos 24° = 4

Primjenom kosinusne teoreme na trougao AAgA7Ag slijedi o
b2 = a? + ¢ — 2accos 24°,
odnosno
b2:a2+02—a76d. (5)

Sada ¢emo koristiti sljede¢u lemu.

Lema 2.2. Ako u trouglu NABC vrijedi o = 23, onda je a®> = b(b + c).
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Jedan njen dokaz nalazi se u [2], str. 133. Na osnovu ove leme primijenjene na trougao AAgA; Ay,
imamo

b =ala+c). (6)

Iz jednakosti (5) i (6) slijedi a® + ¢ — %4 = a(a + c), odnosno

d d
cfa—:aébcfad:abéffle.
b a b
Jednakost % + é + % = %7 zbog (prema sinusnom teoremu) a¢ = 2Rsin12°, b = 2Rsin24°, d =

2Rsind8° i g = 2Rsin84°, gdje je R polupreénik opisane kruznice oko pravilnog petnaestougla (Slika
4), ekvivalentna je sa:

1 1 1 1

sin 24° + sin 48° + sin84°  sin12°’

odnosno sa

sin 48° + sin 24° sin 84° — sin 12°

sin 24°sin48° ~ sin 12° sin 84°

Transformacijom zbira i razlike sinusa u proizvod dobijamo:

o L o40 o _o40 . o 150 0 100
9 gin 48 4524 cos 48 524 9 gin 84 - 12° (g 84 J2r12
sin 24° sin 48° sin 12° sin 84°

cos 12° cos 48°

sin24°sin48°  sin12° sin 84°
<= c0s12° - sin 12° - sin 84° = c0s48° - sin 24° - sin 48°
<= sin84° = sin 96° (jer jesin 2z = 2sinx cos z).

Posljednja jednakost je tacna jer je sin84° = sin(180° — 96°) = sin 96°. Ovim je dokaz jednakosti (4)
okoncan.

3. Uopstenje jednakosti (1)

Sada ¢emo dokazati sljedeéi teorem, s malo izmijenjenom indeksacijom u odnosu na prethodni.

Teorem 3.1. Ako je AgA1As...Az,—1 pravilni mnogougao sa 3n stranica, onda je

‘AoAn+1| — |AOAn_1| = |AOA1| (/1], str. 32) (7)

Dokaz: Neka je R duzina poluprecnika opisane kruznice oko pravilnog mnogougla s 3n stranica i « veli¢ina
periferijskog ugla s vrhom u proizvoljnom vrhu tog mnogougla Ag...A,, 1A, Apy1...A3n—1, izuzev krajnjih
tacaka, nad tetivama: AgA;, AgAn—11 AgAn+1, redom. Tada je

|AgAi| =2Rsina, |[AgA,—1| = 2Rsin(n — 1)a, |[AgAn+1| = 2Rsin(n + 1)a,

pa je nejednakost (7) ekvivalentna sa

sin(n + 1)a —sin(n — 1)a = sin av. (8)

Centralnih uglova veli¢ine 2« ima ukupno 3n, pa je 3n - 2a = 27, odakle je na = 5. Zbog toga je

s 1
COSNO = COS — = —.
3 2
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Koristenjem adicionih formula za sinus zbira i razlike dobijamo
sin(n + 1)a — sin(n — 1)a =sinna - cos a + cos na - sin @ — (sinna - cos a — cosna - sin )
=2cosna - sin o
=2 - -sina
2
=sina,
Sto znaci da jednakost (8) vazi, a samim tim i jednakost (7). O

Primjedba 3.2. Za n =5 iz jednakosti (7) slijedi |AgAg| — |AoAs] = |AoA1], odnosno |A1A7| — |A1As| =
|A1As| (po prethodnoj indeksaciji) ili f —d = a, to jest (1).

Zadaci za samostalan rad

1. Dokazati da za pravilni petnaestougao vrijedi jednakost b+ ¢ = g.
2. Dokazati jednakosti (1) i (2) koriStenjem:

a) trigonometrije, b) metode koordinata, c) Ptolomejevog teorema.
3. Dokazati jednakost (4) primjenom kompleksnih brojeva.
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Zabavna matematika: Geometrija bez rijeci

Naéi nepoznate elemente naznacene na slikama, uz napomenu da su podudarne duZzi oznacene istom
oznakom i u istoj su boji.

Ciljna skupina: svi uzrasti
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Nagradni zadatak: Bojenje

Jedna od velikih epizoda u istoriji matematike pocela je 23. oktobra 1852. U pismu Vilijjamu Rouanu Hamiltonu,
Augustus De Morgan je napisao: ”Jedan moj student me je danas zamolio da mu dam razlog za ¢injenicu za koju
nisam znao da je ¢injenica - a jos ne znam.” Do danas, ta ”¢injenica” nastavlja da oduSevljava i izaziva nauc¢nike.
Ucenik je bio Frederick Guthrie, a ”¢injenica” o kojoj je rije¢ izvorno je dosla od njegovog brata Francisa. Nakon §to
je pogledao kartu britanskih okruga, zapitao se da li je uvijek moguce obojiti kartu koristenjem cetiri ili manje boja,
a istovremeno osigurati da regije koje dijele granicu (vise od ugla) budu razlicite boje.

Cinilo se kao da bi to uvijek trebalo biti mogudée. ”Sto viSe razmisljam o tome, to mi se &ni o¢iglednijim”, napisao je
De Morgan. Ipak, problem nije uzbudio Hamiltona, a De Morganovi napori da zainteresuje druge takode su propali.
Problem je uglavnom bio neaktivan sve do 1878. godine, kada je Arthur Cayley aktivirao pitanje dokaza te ¢injenice
pred clanove Londonskog matematickog drustva. Ubrzo nakon toga, dokazi su poceli da se pojavljuju. ”Najboljim”
se pokazao prvi, koga je napravio advokat Alfred Kempe 1879. godine. Dokaz je bio uvjerljiv i vise od jedne decenije
prihvac¢an je kao tacan. Nazalost, Kempeov dokaz - kao i svi drugi koji ¢e se pojaviti u sljede¢em vijeku - bio je
pogresan. Ipak, bio je genijalan i sadrzavao je klju¢ne ideje koje ¢e se pojaviti u konacnom dokazu.

Da bismo razumjeli kako su Kempe i ve¢ina matematicara gledali na ovaj problem, pomaze prepoznati da karta sadrzi
mnogo informacija koje nisu relevantne za problem bojenja, kao §to su oblik, veli¢ina i tacna lokacija svake regije.
Bitno je samo koje regije dijele granice. Da se fokusiramo na informacije koje su vazne, mozemo kodirati ove odnose
koristeéi graf, poznat i kao mreza, gdje su tacke (vrhovi) povezane linijama (ivicama). Zamijenimo svaki region karte
vrhom i povezemo vrhove susjednih regija ivicama. Ako to pomaze, mozemo zamisliti da su vrhovi glavni gradovi, a
ivice putevi koji ih spajaju.

Na ovaj nacin, problem bojenja mape postaje problem bojenja grafa: Obojite vrhove tako da susjedni (oni izmedu
kojih postoji direktan put) budu razli¢itih boja. Minimalni broj boja naziva se hromatski broj grafa. Mozemo se
pitati o hromatskom broju bilo kojeg grafa, ali grafovi koji proizilaze iz mapa imaju posebna svojstva. Ovi grafovi
su jednostavni, Sto znac¢i da nema rubova koji po¢inju i zavrSavaju na istom tjemenu (petlje), a dva vrha mogu biti
spojena samo jednom linijom. Graf je takoder ravan, sto znaci da se moze nacrtati tako da se ivice ne ukrstaju.
Sada mozemo ponoviti problem Francisa Guthriea: dokazati da je hromatski broj svakog jednostavnog planarnog
grafa najvise Cetiri.

Na matematickoj konferenciji 1976., 124 godine nakon sto je Guthrie postavio problem, Wolfgang Haken je objavio do-
kaz u saradnji s Kennethom Appelom i uz pomoé¢ postdiplomca Johna Kocha. Reakcije su bile pomijesane. ” Oc¢ekivao
sam da ¢e publika buknuti velikim ovacijama”, napisao je Don Albers, koji je prisustvovao govoru. ”Umjesto toga,
odgovorili su pristojnim aplauzom!” To je bilo zato §to se ekipa u velikoj mjeri oslanjala na kompjuter, umjesto da
vodi argumentaciju olovkom i papirom.

Matematicka zajednica samo je nevoljko prihvatila rezultate, vjerujuéi da dokaz treba da bude razumljiv i provjerljiv
od strane ljudi. Iako je bilo prihvatljivo da kompjuteri izvode rutinsku aritmetiku, matematicari nisu bili spremni
da prepuste logicko rasudivanje ra¢unarskom uredaju. Ovaj konzervativizam i nevoljkost da se prihvati napredak
koji Stedi vrijeme nije bio novina. U 17. vijeku, bilo je slicnog negodovanja kada su neki matematicari koristili
novonastale algebarske tehnike za rjeSavanje problema u geometriji. Sli¢na problematika bi se mogla ponoviti sa
usponom masinskog uéenja: hoce li matematicari prihvatiti teorem otkriven i dokazan kompjuterskim algoritmom?
Dokaz problema cetiri boje bio je, naravno, samo pocetak kompjuterske revolucije u matematici. Godine 1998.
Thomas Hales je koristio kompjuter da dokaze ¢uvenu pretpostavku Johannesa Keplera da je najefikasniji nacin
slaganja kuglica onaj koji se rutinski koristi za slaganje narandzi u trgovini. A nedavno su kompjuteri pomogli da se
pronade "bozji broj” - maksimalni broj okreta koji je potreban za rjesavanje Rubikove kocke (20 okreta licem ili 26
ako se pola okreta ra¢una kao dva.)

Ciljna skupina: svi uzrasti
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Tako je bojenje grafova zapocelo pitanjem u kartografiji, problemi koji nemaju nikakve veze s mapama ili bojama
takoder se mogu uklopiti u okvir bojenja grafova. Na primjer, igra sudoku je prikriveni problem bojenja grafova.
Posmatramo li svaku ¢éeliju sudoku tabele kao vrh i devet cifara kao boje, svaki vrh ima 20 ivica koje izlaze iz njega
- po jednu za svaku ¢eliju u svom redu, u svom stupcu i u svom podkvadratu 3 x 3. Ovaj graf od 81 vrha i 810 ivica
pocinje djelomi¢nim bojenjem (zadati brojevi). Cilj igre je obojiti ostatak vrhova tako da nikoja dva susjedna nisu
iste boje.

Bez obzira na svu paznju koju su ovi problemi bojenja dobili, jos uvijek nemamo dokaz originalne teoreme o Cetiri
boje koju je Eovjek samostalno dokazao. Razlog za ovo nije zbog nedostatka pokusaja. Cak i danas se pojavljuju
novi dokazi, izazivaju odredeni entuzijazam i, kao i Kempeov dokaz, pokazuje se da sadrze greske.

Zadatak. Igrajuci se sa svojom Setogodisnjom kéerkom matematicar je primijetio da djevojéica redovito
poslozi lego kocke kao na slici. Naime, ona koristi lego kocke u tri boje (crvena, Zuta i zelena) i u napravljenoj
konstrukciji (piramida) nikoje dvije kocke sa istom bojom se ne dodiruju. Naravno, matematicar se zapitao
(ne svoju kéer!) koliko je moguée napraviti razli¢itih varijanti ovakvih piramida sa ovom osobinom o bojama?
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