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Uvodna ryec

Udruzenje matematicara Tuzlanskog kantona (UM TK) u 2018. godini je
pokrenulo stru¢no-metodicki ¢asopis EVOLVENTA (JAMTK). Ime ¢asopisa
potje¢e od imena poznate krive u matematici (kriva koja tangente neke date
krive sijete pod pravim uglom naziva se evolventom te krive, vidjeti web
stranicu https://en.wikipedia.org/wiki/Involute).

Casopis FEvolventa je namijenjen ucenicima i nastavnicima osnovnih i
srednjih skola, te studentima prvog i drugog ciklusa studija. Sadrzi strucne
radove iz matematike, informatike i metodike nastave matematike i
informatike, ali i teme iz drugih podrucja ako su na neki na ¢in povezane s
osnovnim profilom ¢asopisa. Takoder sadrzi stalnu rubriku Kutek za zadatke,
namijenjenu ucenicima osnovnih i srednjih skola. U okviru ove rubrike stalno
su prisutni sadrzaji zabavna matematika i nagradni zadatak, a povremeno se
mogu pojavljivati i drugi sadrzaji poput zadataka sa zajednickih maturskih
ispita, odnosno zadataka s kvalifikacionih ispita na fakultetima Univerziteta u
Tuzli i sl. Za prvo pristiglo, potpuno tac¢no, rjeSenje nagradnog zadatka
predvidena je adekvatna nagrada.

Casopis Evolventa iskljucivo je finansiran sredstvima donatora, sponzora i
sredstvima Udruzenja matematicara TK i dostupan je jedino u online formi na
web stranici UM TK: www.evolventa.ba. U 2019. godini, kao i u 2020. godini,
casopis ima samo po jedno izdanje. Razlog tome je $to smo cekali registraciju
casopisa u NUB BiH i dodjelu ISSN broja, a s§to je pozitivno rijeSeno u
septembru 2020. godine. Ubuduée planiramo da ¢e ¢asopis imati minimalno
dva izdanja godisnje.

Pozivamo citatelje, a posebno nastavnike, ucenike, studente i clanove
Udruzenja matematicara TK da Salju svoje radove za objavljivanje u ¢asopisu
Evolventa. Pri tome se treba strogo drzati uputa sadrzanih na web stranici
UM TK.

Urednicki odbor casopisa i Predsjednistvo UM TK se posebno zahvaljuju
kolegicama i kolegama, nastavnicima i asistentima, s Odsjeka matematika
Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta u Tuzli za veliku podrsku u
objavljivanju ¢asopisa Evolventa.

U Tuzli, decembar 2024. godine

Urednistvo
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Graficko odredivanje izvoda funkcije

Amar Bapié¢!, Amra Lusnickié?

! Landesschulamt Sachsen-Anhalt
2 Katolicki 3kolski Centar "Sv.Franjo" Tuzla

Sazetak: U radu je prikazano kako graficki odrediti izvod funkcije jedne realne promjenljive, ukoliko
funkcija nije zadana analiticki niti tabelarno. Metod je ilustriran pomoc¢u nekoliko odgovaraju¢ih primjera.

1. Nagibni trougao

Prije nego §to objasnimo spomenuti metod, razmotrit ¢emo nagib ili koeficijent smjera tangente na krivu
u zadanoj tacki. Koeficijent smjera k prave p definira se kao koli¢nik

_Y2-n _Ay

k =Y
o —x1 Az’

pri ¢emu su (x1,y1) 1 (z2,y2) tacke na pravoj p. Poznato je da je vrijednost prvog izvoda u nekoj tacki
jednaka koeficijentu smjera tangente na krivu u toj tacki.

Nagibni trougao ABC pomaZe nam ocijeniti vrijednost k, pri ¢emu su A i B redom tacke (z1,y1) i
(z2,y2), a C je tacka u ravni koja ¢ini trougao ABC pravouglim. Cilj je odabrati tacke A, B i C tako da se
prirastaji Ay = ys — y1 1 Az = x5 — x1 jednostavno ocijene.

5

Az =1

0 J 2 3 4 5

Slika 1: Nagibni trougao tangente na graf funcije f u tacki (2, f(2))

Ciljna skupina: srednja gkola

Kljucne rijeci: izvod, grafitko odredivanje izvoda, nagibni trougao
Kategorizacija: Strucéni rad

Rad preuzet: juli 2024.
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Primjer 1.1. Neka je dat graf funkcije f kao na Slici 1. Konstruigimo tangentu u tacki s apscisom x = 2
na graf funkcije f i nagibni trougao s katetom duZine Ax = 1. Sa grafa funkcije primijetimo da je Ay = 4.
Otuda slijedi da je

LAy 4

JO~ Ry, =1=%

2. Grafiéko odredivanje izvoda funkcije

Pretpostavimo da je dat graf funkcije f : R — R, koja nije zadana analiticki. Da bismo graficki odredili
izvod funkcije f’ : R — R potrebno je razmotriti monotonost funkceije f, tacke lokalnih ekstrema (eventualno
sedlaste tacke) i prevojne tacke [1-3]. Sljedeca tabela prikazuje povezanost pomenutih pojmova s funkcijama

fifh

Osobina funkcije f Znacaj osobine za f’
monotono rastuc¢a na datom intervalu graf iznad z-ose na datom intervalu
monotono opadajuc¢a na datom intervalu graf ispod z-ose na datom intervalu
stacionarne tacke nultacke
prevojna tacka (prelaz iz konveksnog u konkavno stanje) tacka lokalnog maksimuma
prevojna tacka (prelaz iz konkavnog u konveksno stanje) tacka lokalnog minimuma

Tablica 1: Povezanost izmedu osobina funkcija f i f’

Postupak grafickog odredivanja izvoda funkcije prikazat ¢emo pomocu sljedeceg primjera.

Primjer 2.1. Na Slici 2 je prikazan graf neke funkcije f : R — R. Kako bismo skicirali graf njenog izvoda
f', koristit éemo Tabelu 1.

10 | 10 |
5 51
T1 T2 |
@ —@ 1 & & ;
-3 /-2 1 3 -3 /-2 -1 ! 3
51 —50
—10 | —10 |
Slika 2: Graf funkcije f Slika 3: Znacajne tacke funkcija f i f’

e Primijetimo da funkcija f ima dva lokalna ekstrema. Maksimum u tacki x1, neposredno lijevo od
r = —1, te minimum u tacki xo, neposredno desno od x = 1. Prema tome:

(21,0) i (x2,0) su nultacke funkcije f'.

e U tacki x = 0 funkcija f prelazi iz konkavnog u konveksno stanje. Prema tome, f ima u z = 0
minimum. Ocijenimo f'(0) pomoéu nagibnog trougla. Neka je t tangenta na graf f u tacki x = 0. Sa

Slike 3 primijecujemo da je t(0) = 0, t(1) = —5 i posljedicno f'(0) ~ % = _15__00 = —5. Dakle,

(0,—5) je minimum funkcije f'.
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e Funkcija je strogo monotono rastuca na I = (—0o,x1) i I = (22,+00), a strogo monotono opadajuca
na Is = (x1,22). Prema tome:

graf funkcije f' je na intervalu Iy U I iznad x-ose i na intervalu I3 ispod x-ose.

S datim podacima moZemo skicirati graf funkcije f', koji je prikazan crvenom bojom na Slici 4.

20

10 ¢

Slika 4: Grafovi funkcija f i f’

Razmotrimo primjer kada funkcija ima sedlastu tacku, tj. tacku u kojoj je prvi izvod jednak nuli i mono-
tonost ostaje nepromijenjena. U ovom slucaju, graf funkcije f’ dodiruje apscisnu osu u posmatranoj tacki.
Pogledajmo sljedeéi primjer koji ilustruje ovaj slucaj.

Primjer 2.2. Na Slici 5 je prikazan graf neke funkcije f : R — R.

1,,

0.5+

-1t

Slika 5: Graf funkcije f

e Primijetimo da funkcija f ima dva lokalna ekstrema. Minimum u tacki x1, neposredno lijevo od
x = —1, i maksimum u tacki xo, neposredno desno od x = 1. Prema tome:

(21,0) i (22,0) su nultacke funkcije f'.
Tacka x = 0 je sedlasta tacka za graf f. Prema tome,

f’ dodiruje x — osu u tacki x = 0.
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e Utacki x = —1 funkcija [ prelazi iz konveksnog u konkavno stanje. Prema tome, f' ima u v = —1
maksimum. Odredimo f'(—1) pomodéu nagibnog trougla. Neka je t, tangenta na graf f u tacki x = —1.
Sa Slike 6 vidimo da je t(0) = 0.5, t(~1) = —0.5 i posljedicno f'(—1) = 2¥ = =25=05 — 1. Dakie,

(=1,1) je maksimum funkcije f'.
Sli¢nim postupkom zakljucujemo:

(1,1) je maksimum funkcije f’.

e Funkcija f je strogo monotono rastuéa na Iy = (x1,x2), a na intervalima Iy = (—oo,21) i I3
(22, +00) strogo monotono opadajuéa. Prema tome:

graf funkcije f’ je na intervalu I, iznad x-ose i na intervalu Iy U I3 ispod x-ose.

S datim podacima moZemo skicirati graf funkcije f', koji je prikazan crvenom bojom na Slici 7.

-—---0

Slika 7: Grafovi funkcija f i f’

Slika 6: Znacajne tacke funkcija f i f’

Literatura
[1] A. Bigalke, W. Eid, H. Kuschnerow, N. Kohler, G. Ledworuski: Mathematik - Sachsen-Anhalt: Qualifikationsphase, Band

11, Cornelsen, 2015
[2] F. Dedagi¢: Matematicka analiza — prvi dio, Univerzitet u Tuzli, Tuzla, 2005.

[3] F. Dedagi¢: Matematicka analiza — drugi dio, Univerzitet u Tuzli, Tuzla, 2005.



EVOLVENTA (JAMTK) 7(1) (2024), 6 — 12 Publikovano od UM TK,
UdruZenje matematicara TK
Dostupno na: http://evolventa.ba
http://www.umtk.info

Zadaci iz maksimuma 1 minimuma

Milorad Belji¢?!

1 Profesor u penziji, Republika Srbija

SaZetak: Rad sadrzi nekoliko zadataka iz maksimuma i minimuma sa vige rjeSenja prigodnih za rad sa
nadarenim ucenicima razli¢itih vigih uzrasta.

1. Uvod

Zadaci u kojima se odreduje najvece ili najmanje znacenje promjenljivih veli¢ina predstavlja izuzetno
vazan, ali i vrlo zahtjevan, materijal za rad sa nadarenim ucenicima. Kada ih rjeSavamo elementarnim
metodama povecavamo kod ucenika interes i podsti¢emo razvoj funkcionalnog i estetskog vaspitanja. Njihovo
rjeSavanje je prozeto primjenom razli¢itih metoda koje svakako prate razni misaoni postupci. Pri tome se
ispoljavaju zakonitosti koje se suptilnim prelazom uz logicke povezanosti ,slivaju“ uz funkcionalnu zavisnost
u neku jednacinu, a ona onda "radi za nas”.

Sa nadarenim ufenicima se manje rjeSavaju tipski zadaci, a viSe oni zadaci u kojima se nesto istrazuje.
Rjesavajudi tipski zadatak proSirivanjem, uopstavanjem ili uvodenjem dodatnih uslova, mnogo puta dobijamo
nove zadatke koji su Cesto i teZi od pocetnih. Cijeli ovaj proces nas navodi na usredsredenost paZnje uz
umno “dezurstvo” kako bismo uz veliku obazrivost donijeli adekvatan sud. Cesto su metode u rjeSavanju
zadataka sa nadarenim ucenicima nestandardne. Ta vrsta zadataka izlazi iz Skolskog programa jer su teski.
Za njihovo rjesavanje potrebno je, pored li¢nog poznavanja skolske matematike, izvjesna zrelost, dosjetljivost,
logi¢ka spretnost u nasluéivanju “puteva’ za rjeSavanje (intuicija) i izuzetno poznavanje tehnike ra¢unanja
i transformacija. Uz posjedovanje Sirokog logickog znanja radi strogog matematickog zakljucivanja cesto se
povezuju skoro nemogude €injenice.

Iako je u ovom ¢asopisu ranije bilo rije¢i o optimizaciji [3], ali koristenjem samo elementarnih metoda,
u ovom radu ¢emo ukljuéiti i metode izra¢unavanja ekstremnih vrijednosti koristeéi diferencijalni rac¢un
funkcija jedne i vige varijabli [1, 2, 4, 5, 7].

U narednoj sekciji bit ¢e predstavljeno rjesenja nekih zadataka iz maksimuma i minimuma prigodnih za
rad sa nadarenim ucenicima razli¢itih visih uzrasta.

2. Primjeri uradenih zadataka iz oblasti maksimuma i minimuma

Primjer 2.1. Medu svim pravougaonicima obima 20 naéi onaj ¢ija je povrsina najveéa.

Ciljna skupina: srednja §kola, fakultet

Kljucéne rijedi: maksimum, minimum, funkcija, trougao
Kategorizacija: Strucéni rad

Rad preuzet: decembar, 2024.
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1. Rjedenje: Obiljezimo sa x i y stranice pravougaonika. Tada je
2 +2y =20, P=uy.
Iz prve jednakosti dobijamo da je y = 10 — x, a uvr§tavajuéi u drugu imamo
P=2x2y=x(10 —z) = —(z — 5)% + 25,
iz Cega onda slijedi da je maksimalna povr§ina Ppax = 25 za © — 5 = 0, to jest z = 5,y = 5, pa je trazeni

pravougaonik kvadrat.

2. Rjesenje: Iz O = 20 dobijamo da je = + y = 10. Kako je

Cdzy 1

P=" ()~ (- ) = 000~ (o - ),

imamoPmax:Z-100:25zam—y:0,tojestzax:y:5.

3. Rjesenje: Iz P = x(10 — z), na osnovu odnosa izmedu aritmeticke i geometrijske sredine, imamo

P=2(10-a) < (“(120_‘”))2 — 25.

Jednakost vrijedi kada je x = 10 — x, pa je x = 5.
4. Rjesenje: Primjenom diferencijalnog racuna jedne varijable na funkciju P(x) = (10 — z), pri ¢emu
je y =10 — z, imamo

Pl(z)=0e=10—2z=0<= 2 =5,
P'(z)=-2<0= P'(5) =—-2<0.

Vidimo da, za = 5 (§to implicira i y = 5), funkcija P(z) = #(10 — x) dostize maksimum Py = 25 .

5. Rjesenje: Razmatrajmo funkciju dviju varijabli P(x,y) = zy i potrazimo njenu maksimalnu vrijed-
nost uz uslov z + y = 10. Uzimajuéi da je ¢(z,y) = = +y — 10, razmatrat ¢emo ustvari sljedeé¢u funkciju

F(x,y) = P(x,y) + Aé(x,y)zy + Az +y — 10),

za koju vrijedi:

F
i:y+)\:O:>y:f)\,
oz
B—F:x—l-)\:():>x:—>\,
Ay
oF
5_x+y—10—0:>/\——5,$—y—5~
Kako je % =1, Z—j =1, imamo
dng—%d$+%dy:dy+dy:O:>dy:—dx,
ox oy
pa je
d2F——82Fd;r2+282F dxd +827Fd2_2d$(—d$)__2dx2<0
92 0x0y 4 dy? v B 7

Sto implicira da funkcija F, odnosno funkcija P dostize maksimum Py, = 25,za x =51y =5.
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Primjedba 2.2. Rjesenja u prva tri nacina mogu se raditi sa nadarenim ucenicima osnovne Skole ili sa
redovnim ucenicima drugog razreda srednje Skole. Cetorto rjeSenje se moZe raditi sa maturantima, a peto
rjesenje sa studentima. Naravno da se svi nacini rjeSavanja mogu raditi s ucenicima srednih Skola koji se
pripremaju za razlic¢ite nivoe takmicenja.

Primjer 2.3. Iz proizvoljne tacke M unutar datog trougla AABC spustene su normale M Ay, M By i MCh
redom na stranice BC,CA i AB. V) Naéi polozaj tacke M unutar trougla AABC' da zbir
|BC| |CA| |AB|
|MA:|  [MBi|  [MCy|

(1)
bude minimalan.

1. Rjesenge: Koriste¢i oznake: |AB| = ¢, |BC| = a, |AC| = b, |[MA| =z, |MB;| =y, |MC4] = z,
dobijamo (v. Sliku 1)

ax + by + ¢z = 2P = const, (2)

pri ¢emu je P povrsina trougla AABC.

C

Slika 1

|BC| |CA| |AB| a b ¢ Lo ..
Ako uvedemo oznaku F = + + = — + — + —, mnozenjem sa (2) dobijamo
IMA | MBI MCy| Ty 2 ! (2) dobij

F-2P:(3+9+9)(ax+by+cz) (3)
T Yy oz

ab acz abx bcz acx @ be
L S N L LR
T T y y z z

:a2+b2+c2+ab(g+f)+bc(g+5>+ac(§+f).
Ty z oy z T

Primjenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine brojeva m i n oblika

S
\%
n

3=

m > 0,n > 0, gdje znak jednakosti vazi za m = n, iz (3) dobijamo

F 2P > a® + b* 4 ¢® 4 2ab + 2ac + 2bc = (a4 b+ ¢)* = 45>,

DOvaj zadatak je bio (1981. godine) na XXII internacionalnoj matematickoj olimpijadi srednjoskolaca.
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Jednakost vrijedi ako je x = y = z, a to znadi da je tactka M centar upisanog kruga u dati trougao.

2. Rje3enje: Neka su «, (i v unutrasnji uglovi trougla AABC i neka je (vidi Sliku 2)
/BAM = Qa, ZJ\JABl = Q, /ZABM = 51, ZMBAl = 52, /BCM = Y1, ZAICBl = 2.

Iz trougla AA; M B i trougla AA; MC slijedi

BA
Ctgﬁ? = xla

CA,y

ctgyr =
odakle se sabiranjem dobije

a

S octemt ctg Ba.

Analogno je

= ctgy2 + ctg aa,

Nl | o

= ctgag + ctg .

Sabiranjem (6), (7) i (8) imamo

Slika 2

b ¢
F=—+4+—4—-=ctgai + ctgas + ctg 51 + ctg Bo + ctgy1 + ctg e,

T Yy oz

a odavde jednostavnim transformacijama dobijamo

2sin 2sin 8

2siny

cos(ay — i) — cos + cos(fy — fB2) —cos B + cos(y1 — Y2) — cosy’
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Veli¢ina F' je minimalna ako je svaki sabirak u (9) minimalan, odnosno ako su nazivnici maksimalni, §to se
postize za

cos(ap — ag) =1, cos(fBy — fa) =1, cos(y1 —2) =1,
to jest
o) = ag, B1 = B2, 11 =70,

pa je trazena tacka M centar upisanog kruga u trougao AABC.

3. Rjesenje: Posmatrajmo funkciju U(z,y,z) = a +—+ i odredimo vezani (uslovni) ekstremum ove
Ty z

funkcije, uz uslov azx + by + cz = 2P, pri ¢emu je P povrsina datog trougla AABC. Neka je
d(z,y,z) = ax + by + cz = 2P.

Tada je F(z,y,2z,\) =U(x,y,z) + A+ P(x,y, z) oblika

F(m,y,z,)\):%—l—g-i—g—i—)\(ax—}—by—&-cz—ZP). (10)
Buduéi da je

%:—%—F)\CL:O,

%I—y%-&-/\b:(),

%:*Z%wL)\c:Q

OF

a:ax+by+czf2P:O,

—

pri ¢emu je x,y,z > 0, dobijemo da je x =y =2 =

Si-

a L b n ¢ _op
VA VA VA '
b 2 1
Odavde je VA = % = 2—8 = —. Tada je x = y = z = r, pa je stacionarna tacka M (r,r,r). Dalje
rs r

imamo da je

O*F 22 OPF _ OPF _ *F

0%F 2b O9*F 2c

T Oy 23737 022 28

O*F . . 2a
895-8357- (M),z,j = 1,2,3. Tada je a11 = 77,, a12 = a1 = a13 = a3 =0, asg = aza =0,
UL

0x2 237 dxdy  Oydz  Oxdz

Oznafimo A5 =

2b c A .
(22 = 3, 33 = 3, Pa prema tome glavni minori Dy, Dy, D3 postaju

a a aq:
4ab e 8abc
= 77"6 >0, D3 = a1 a2 ag3|= 77" > 0,

ail @12

2a
D1:a11:—3>0,D2:
T a1  Ga22

a3y as2 ass

b b 2
1z toga slijedi da funkcija U u tacki M (r,r,r) ima lokalni minimum U, = 4 + -+ € atdte _ 5
ror o or r r
tacka M je centar upisanog kruga u dati trougao.
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Primjer 2.4. Od svih trouglova datog obima najveéu povrdinu ima jednakostranicni trougao. Dokazati.

1. Rjedenje: Neka su a, b i ¢ duZzine stranica trougla datog obima 2s. Na osnovu odnosa aritmeticke i
geometrijske sredine brojeva s —a, s —bi s — ¢ imamo
(s—a)+(s=b)+(s—c
3

) > Va6 HG -0,

Odavde je
(s—a)(s—b)(s — ) < (g)g

st 52
Sada je s(s —a)(s—b)(s—¢) < 77 jerje P <

odnosno a = b = ¢, a to znaci da je trougao jednakostranican.

, pri ¢emu znak jednakosti vaziza s—a=s—b=s—c,

2. Rje3enge: ([6], str. 232-233) Poznato je da se povrsina trougla, ¢ije su duzine stranica a, bic, a R
duzina poluprec¢nika oko njega opisane kruznice, moze izraziti u obliku P = j%c. Prema sinusnoj teoremi je
a = 2Rsina, b = 2Rsinf, a = 2Rsin~y, pa je

P = 2R?*sinasinfsiny. (11)
U nastavku ¢emo koristiti Jensenovu 2 nejednakost u slu¢aju kad je funkcija f : A — R konveksna na A:

flxy) + f(x2) + f(x3) </ <x1 + 9 +:::3> 7

3 3

uzimajuéi da je f(z) = Insinz (koja je konveksna na A = (0, 7) jer je f"(z) = L <0rzasvex € (0,7)),

! . T sinZx
r1 = «a, x9 = B 1 x3 = . Tako dobijemo

In sina + In sinf + In siny < 31n sin%ﬁ—i—,y,

odnosno,

2T 33

sinasinfsiny < sin 3

2s

pri ¢emu znak jednakosti vrijedi za « = 8 = v = %, a §to znadi da je trougao jednakostranitan, pa je a = =

iR= 2ST\/§. Odavde, prema (11), slijedi da je povr§ina tog trougla P = % = SQT‘/E.
3. Rjedenje: Kako iz a + b+ ¢ = 2s slijedi ¢ = 2s — a — b, posmatrajmo funkciju
gla,b) = s(s —a)(s—b)(a+b—s)

i odredimo njenu maksimalnu vrijednost (pod istim uslovima ¢e i funkcija \/g(a,b) = P imati maksimalnu
vrijednost). Iz sistema jednacina

dg B
0 = s(s —b)(2s —2a — b) =0,
dg B
5= s(s —a)(2s —a—2b) =0,

2)Johan Ludwig Jensen (1859-1925), danski matematicar
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dobijamo stacionarnu tacku S(%7 %), Sto znati dajea =b=c = % Primijetiomo da s = a i s = b ne

dolazi u obzir jer bi tada bilo ¢

0, a to nema smisla.

S obzirom da je

i’ 252
B W‘a:b:% = _28(8 - b)'a:b:% = _77
0? ,
= s = 25(3s 20— W) =
829 252
O = Gy lamvmze = ~25(s — a)lompoz =~

1
imamo AC — B? = ~s? > 0, §to znadi da funkcija ¢ (a samim tim i P) ima ekstremnu vrijednost, a zbog

A=

C < 0 u pitanju je maksimum. Pri tome je a = b = ¢, pa je trougao, datog obima 2s, sa maksimalnom

. 2 .. .y .
povrS§inom P = ,/s- .55 = %\/g, ustvari jednakostrani¢ni trougao.

3. Zadaci za vjezbu

1.

Od svih pravougaonika upisanih u krug poluprec¢nika 4, odredi onaj koji ima najveéu povrinu

2. Iz proizvoljne tacke M, unutar datog tetraedra ABC'D, spustene su normale M A, M By, MCy i M D,

na stranice P4, Pg, Pc i Pp koje ¢ine povrsine plohe redom BCD, ACD, ABD i ABC. Od svih

P, P, P
+ b, "0 D bude minimalan.

. . A
tacaka M naci takvu tacku da zbir
IMAy|  |MBy| |MCi| |MD,]

. Neka je tacka O centar opisane kruznice oko trougla AABC i normalna rastojanja te tacke od stranica

R n
a, bicredom dg, dp i d.. Dokazati nejednakost d +di +dy <3 <§> .
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Jednakokraki trougao sa uglom od 100°

Dragoljub Milogevié!

! Profesor u penziji, Republika Srbija

Sazetak: U radu su navedene i dokazane neke jednakosti u vezi sa jednakokrakim trouglom ¢&iji je jedan
unutradnji ugao jednak 100°.

1. Uvod

Veé u osnovnoj skoli susre¢emo se s trouglom, to jest dijelom ravni koji je ogranic¢en sa tri duzi. Osnovni
elementi trougla su stranice i uglovi. Trouglove klasificiramo prema stranicama (jednakostranicéni, jednako-
kraki, nejednakostrani¢ni) i prema uglovima (ostrougli, pravougli, tupougli). Najduza stranica pravouglog
trougla naziva se hipotenuza, a ostale dvije nazivamo katete. Kod jednakokrakog trougla jednake stranice
su kraci.

Jedno od ¢etiri pravila (stava) podudarnosti (pravilo USU, drugi stav podudarnosti) glasi:

Teorem 1.1. Dwa trougla su podudarna ako i samo ako imaju jednaku po jednu stranicu i oba odgovarajuca
ugla nalegla na tu stranicu.

Takode navedimo da Pitagorina teorema vrijedi za pravougli trougao:
Teorem 1.2. Kwadrat nad hipotenuzom jednak je zbiru kvadrata nad katetama.
Saglasno euklidskoj geometriji koristit ¢emo se i tvrdnjama:

Teorem 1.3. Zbir uglova u proizvoljnom trouglu je 180°.

Teorem 1.4. Naspram jednakih uglova (stranica) u trouglu leZe jednake stranice (uglovi).

U radu ¢emo koristiti i poznatu kosinusnu teoremu:
Teorem 1.5. U trouglu AXY Z, &ije su stranice |YZ| =z, |ZX| =y i |XY| = 2z, vrijedi

22 =y + 2% — 2yzcos L(ZXY).

Ciljna skupina: srednja skola

Kljuéne rijeci: trougao

Kategorizacija: Strucéno-istrazivacki rad
Rad preuzet: maj 2024.
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2. Jednakosti za jednakokraki trougao s uglom 100°

Prikazat ¢emo po jedan dokaz za pet jednakosti koje vrijede u jednakokrakom trouglu s uglom od 100°,
a za posljednju Sestu jednakost dat ¢éemo dva dokaza.

Teorem 2.1. U jednakokrakom trouglu AABC u kojem je |AB| = a, |AC| = |BC| = b i LZACB = 100°
izabrana je tacka M tako da je ZMAB = 30° i ZMBA = 20°. Ako prave BM i CM presjecaju stranice

AC i AB respektivno u tackama E i F, tada vrijede slijedeée jednakosti:

1. ZCMB = 80°.

2. |AF|=|MF)|.

3. |BE| = |BF|.

4. |BF| = |AF|+|CF)|.

5. |BM|-|CE|=|CM|-|BE|.

6. a® +b® = 3ab?.

50
E
500 b
0 10
30° 20°
A a B
F D 5
Slika 1:

Dokaz:

1. Neka je dat jednakokraki trougao AABC u kome je ZACB = 100°. Tada je ZCAB = LZACB =
(180° — 100°) : 2 = 40°. Neka je tacka D podnozje normale iz tacke C' na stranicu AB, a tacka N
neka je presjek pravih AM i CD (Slika 1). Tada je ZBMN spoljasnji ugao za trougao AABM, pa
je ZBMN = 30° 4+ 20° = 50°. Zbog simetrije je ZAND = /BND = 60° i ZCBN = ZMAC = 10°.
Kako je ZBNM = ZBNC = 120°, |BN| = |BN| i ZMBN = ZCBN = 10°, trouglovi ABMN i
ABCN su podudarni (pravilo USU), te je |BC| = |BM|. Tada je ABCM jednakokraki trougao i
/BCM = /CMB = (180° — 20°) : 2 = 80°.

2. Uotavamo da je ZOCMN = LZCMB—/ZBMN = 80°—50° = 30°. S obzirom da je ZMAF = ZMAB =
30° i LZAMF = ZCMN (unakrsni uglovi), zakljucujemo da je AAFM jednakokraki trougao. Zbog
toga je |AF| = |MF]|.

3. /BFM je spoljasnji ugao u AAFM, paje /ZBFM = 2-30° = 60°. Takoder, imamo i /BEC = 180° —
(20° 4+ 100°) = 60°. Buduéi da je ZFBM = /CBE = 20°, |[BM| = |BC| i ZBFM = /BEC = 60°,
trouglovi ABMF i ABCE su podudarni (pravilo USU), §to znaéi da je |BE| = |BF.

4. Bududi da je ZDCF = 30°, pravougli trougao ACF D je polovina jednakostrani¢nog trougla stranice

CF. Zbog toga je |[FD| = 1|CF|, a time je

a |CF|
4P| = |4D| - |FD) = & - [°F] )
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CF
|BF| = |BD|+|DF| = - + % (2)

Najzad, oduzimanjem jednakosti 1 i 2, dobijamo

CF CF
F|—|aF =4 EL (4 1T o
2 2 2

to jest |bf| = |AF| + |CF)|.

. Trouglovi ABMF i AMCE imaju jednake uglove, pa su sli¢ni. Na osnovu te slicnosti imamo |BM]| :

|CM| = |BF|:|CE|. Kako je |BF| = |BE|, slijedi trazena jednakost |BM| - |CE| =|CM|-|BE)|.

. Na stranici AB uo¢imo tacku G, tako da je /BCG = ZABC = 40°. Sada imamo da je ZACG = 60°

(Slika 2). Trougao ABCG je jednakoraki (/GBC = ZBCG), s§to znaci da je |CG| = |BG| = =.

Tada je |AG| = a — . Trouglovi AABC i ABCG imaju jednake uglove, te su sliéni. Zbog toga je
b2 b2

|AB| : |BC| = |AC| : |CG|, odnosno vrijedi a : b = b : z. Otuda je z = —, pa je |BG| = |CG| =
a

i|AG| =a— Ii. Neka je tacka H podnozje normale iz tacke A na stranicu CG. Trougao AAHC

[ b
je polovina jednakostrani¢nog trougla stranice AC, §to znaci da je |CH| = 3 i na osnovu Pitagorine

teoreme je

2 2
|AH|? = b — A %.
2 4

fb

Dakle, |[AH| =
Nadalje imamo
b2 b b

Primjenom Pitagorine teoreme na pravougli trougao AAGH, dobijamo |AG|? = |AH|? + |GH?, iz
¢ega onda imamo,

(22 () () e e
= 4(a* — 2a%V* +b*) = 3a%b? + 4b* — 4ab® + a*b?
= 4a* + 4ab® = 124%b?
= a® + b® = 3ab?.

Pokazimo sada i drugaciji nacin dokazivanja jednakosti 6. Naime, posluzimo se trigonometrijom.
Kako je |CG| = |BG| = x, primjenom kosinusne teoreme na AAGC imamo

(a —x)? = b* + 2* — 2bx cos 60°,
odakle je

a? — b?
I:2a—b' (3)

Iskoristimo sad pomoc¢no tvrdenje:
Ako u AABC wrijedi o = 23, onda vrijedi jednakost a®> = b(b + c)
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Slika 2:

Dokaz ove tvrdnje se izvodi koristeéi slicnost trouglova i Pitagorine teoreme, a jedan od dokaza se
moze naéi u [3].

S obzirom da je ZAGC = 80° =2 -40° = 2 - ZC AG, mozemo primjeniti navedeno pomoéno tvrdenje
na AAGC, to jest

|AC? = |CG|(|CG| + |AG]|) <= b* =z(z +a — ),

odakle je

Iz jednakosti 3 i 4 slijedi da je

a?—-b2  b?

2a—b  a’

§to nam daje trazenu jednakost a3 + b% = 3ab?.

d

Zadaci za samostalan rad

Zadatak 1. Dokazali sljedecle jednakosti (v. sliku 1.):

1. |AF| = |EF| = |[MF).
2. |AM| = |AF|\/3.
3. |[CM| = |MNI/3.
4. B3 4 & = 3b%¢, gdje je c = |CM]|.
5. |AM|-|MN| = |AF|-|CM]|.
6. |BE| = %\/b(a+2b).
a
2
7. |AM|-|BN] = 2.
a+b
/b
8. |[CM|= U
Va+2b+ b
|BC| |CF|

" |MC|  JAF|
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Zadatak 2. U jednakokrakom trouglu ANABC, s uglom ZACB = 100°, odabrana je tacka M tako da je
/MAB =10° i ZMBA = 20°.

1. Odrediti velic¢inu ugla ZCMB.
2. Dokazati da je |BM| = |CM|=|AB| — |BC].

Zadatak 3. U jednakokrakom trouglu AABC je /ACB = 100°. Krak BA je produzen do tacke D (A je
izmedu C i D) tako da je |CD| = |AB|. Izra¢unati ZABD.

Zadatak 4. U trouglu AABC je |AC| = |BC| = b, |AB| = a i a®+b® = 2ab?. Dokazati da je ZACB = 20°
ili ZACB = 100°.

Literatura
[1] M. Prvanovié: Osnovi geometrije, Gradevinska knjiga, Beograd, 1987.

[2] P. Stojkovié: Razvijanje sposobnosti ucenja, Svjetlost, Sarajevo, 1981.
[3] D. MiloSevi¢: Razni dokazi teoreme iz geometrije, MAT-KOL, XVII (1), (2011.), 49-54.
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Pogled iz drugog ugla

Alija Muminagié!, Jens Carstensen?

Ipenzioner, Danska
penzioner, Danska

Sazetak: U ovom ¢lanku pisemo o nekim razmisljanjima tokom rjeSavanja i nakon rjeSenja nekog
zadatka.

1. Uvod

Rjesavajuéi neki zadatak, ponekad dolazimo do nekih relacija, od kojih dobijamo rjeSenje nekog novog
zadatka koji nema nikakve veze s polaznim. Da je to upravo tako, uvjeri¢éemo se rjesavajuci Zadatak 1. koji
je interesantan sam po sebi, a iz kojeg dobijamo vrlo interesantan nusprodukt. Medutim, moze se desiti
da rjesavajuéi zadatak dobijemo istovremeno i rjeSenje jos jednog novog zadatka. Takav je u naSem ¢lanku
Zadatak 2.2.

2. Zadaci
Zadatak 2.1. Dokazati da u ostrouglom trouglu AABC vrijedi

a n b n c >§
|AH| |BH| |CH|—

T )

gdje su a,b i c duZine odgovarajucih stranica tog trougla, s - poluobim, T - povrsina i H njegov ortocentar.

C Rjesenje: Uz oznake kao na Slici 1. imamo da je
NAAB ~ ABCC i NAAB ~ ANACH.
- . . |CCh| .
Odavde slijedi d NAC1H ~ ABC,C, = =t
b avesgebl a je 1 1C, pa je A ACH] ga i
B . logno —— =tgfi —— =t
o\ analogno BH] ghi O] 2.
1 e . . 2
Slijedi da treba dokazati da je tga +tg B8 +tgy > %.
L Zbog, tga +tgf+tgy =tga-tgB-tgy, T =r(ctg & —|—ctg§ +ctg ) i
A ¢ G B s=r(ctg § + Ctgg + ctg 3) (€itaocima preporucujemo da dokazu ove jedna-
Slika 1. kosti, koje vrijede u trouglu).

Ciljna skupina: srednja $kola, fakultet

Kljuéne rijeci: trougao, ugao, nejednakost, minimum funkcije
Kategorizacija: Strucéno-istrazivacki rad

Rad preuzet: mart 2024.
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Tada imamo:
r?(ctg $ +ctg g + ctg %)2
r2(ctg § + ctgg +ctg2)

2
s
tga+tg B +tgy > T = tga-tgf-tgy >

— tga-tgf-tgy > ctg%Jrctgngctg%
= | zbog ctg @ + ctg é + ctg - ctg & ctg é - ctg i dokazite !
2 2 2 2 2 2’
sina sinfB sinvy S l1+cosa 1+4cosfS 1+cosy
cosa cosf3 cosy ~  sina sin 8 sin y
i 1
(ovdje smo primijenili da je tgx = ST i ctg r_ m)
cosx 2 sinx

S22 L2
sin"a-sin §-sin” g > (14 cosa)(1+ cosB)(1 + cosv)

cos - cos 3 - cosy

== (zbog sin?

(1 — cos? a)(1 — cos? B)(1 — cos? )
cosa - cos - cosy

lefcoszx)

> (14 cosa)(1 + cos 5)(1 + cosv)
= (1 —cosa)(1l — cos B)(1 — cos~y) > cosa - cosf - cosvy (to je nas nusprodukt).

Zaista, neocekivano smo dosli do dokaza jedne trigonometrijske nejednakosti u ostrouglom trouglu, koju
nije jednostavno direktno dokazati. Zato ¢emo ovdje navesti jedan od moguéih dokaza.
Poznato je da vrijede sljedeée jednakosti (v. [1], [6]):

|OH|? = 9R* — (a® + b* + ¢2), (1)
II0|? = R? — 2Rr, (2)
\IH|2 =972 — 4R2coso¢cosﬁcos% (3)
singsinésinl ' (4)

2772772 T 4R’
gdje je O centar opisane kruznice, I centar upisane kruznice, H ortocenar, r polupre¢nik upisane kruznice,
R polupreénik opisane kruznice, «, 5 1 v unutrasnji uglovi trougla AABC.

Iz (4), koristeéi ¢injenicu sin& = /=552 dobijamo

L a By 1—005@\/1—0055\/1—0057
=4 —sin—sin— =4
r Rsin > sin > sin 5 R\/ 5 5 5 ,

odakle je
r? = 2R*(1 — cosa)(1 — cosB)(1 — cosy). (5)
Iz (3) vidimo da vrijedi
2r% — 4R%cosacosBeosy > 0,
a odavde, zbog (5), imamo
4R*(1 — cosa)(1 — cosB)(1 — cosy) — 4R*cosacosBcosy > 0,
odnosno,
(1 —cosa)(1—cosfB)(1—cosy) > cosa-cosf-cosy,

sto je i trebalo dokazati. Pri tome jednakost vrijedi samo u slucaju kada je [TH| = 0, to jest kad je I = H,
a to znaci da je u pitanju jednakostrani¢ni trougao. |
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Zadatak 2.2. U trouglu AABC su uglovi f = v = 40°, a tacke P i Q su u unutrasnjosti tog trougla, takve
da je <PAB = <CAQ = 20° i <BCP = <QCA = 10°. Dokazati da tacke B, P i Q leZe na istoj pravoj.

Rjesenje 1. Neka je tacka D u ravni trougla AABC (Slika 2), takva
da je trougao ADBC jednakostranican i tacke D i A leze s iste strane
stranice BC. Tada je <QCD = <CDA = 30° i <ACD = <CAQ =
20° i zato je ¢etverougao JAQCD jednakokraki trapez, tj. |QC| =
|AD|. Posmatrajmo sada trouglove ABDA i ABCQ.
Imamo da je <BDA = <BCQ = 30°, |DA| = |QC| i |DB| = |CB|,
pa je ABDA = ABCQ i iz te podudarnosti slijedi da je |BA| =
|BQ|. Dakle trougao ABAQ je jednakokraki. Kako je <BAC =
a = 180° — (B + ) = 180° — (40° + 40°) = 100°, dobijamo da je
<BAQ = a — <CAQ = 100° — 20° = 80° = <BQA i <ABQ =
180° — 2-80° = 20°. ()
~ Produzimo stranicu BA, preko tacke A, do E tako da je |BE| = |BC|,

Slika 2. Lako vidimo da je <CEB = <BCFE = 70° = <APC.

Dalje je <ACE = <BCFE — <BCA =70° — 40° = 30° = <PCA.

Tako je AACP ~ AACE (jer je <ACE = 30° = <PCA i <AEC = <CEB = 70° = <APC), a zbog
zajednicke stranice ta dva trugla su i podudarna i iz te podudarnosti proizilazi da je |[AP| = |AE| i |CP| =
|CE|. Osim toga je <PCE = <BCE — <BCP = 70° — 10° = 60° i kako je |CP| = |PE| trougao APCE
je jednakostranican, to jest |CP| = |PE].
Posmatrajmo trouglove ABPC' i ABPE. Ovdje je <BCP =10° = <BEP i |BE|=|BC|, |PC|=|CE],
Sto povlag¢i da su ti trouglovi podudarni. Sada imamo <PBC = <PBFE = % -40° = 20° i <ABQ = 20°
(v. (%)), pa slijedi da tacke B, P i @ leze na istoj pravoj. |

Pogledajmo $ta mozemo dobiti nakon §to smo rijesili ovaj zadatak.
A Vidimo da je trougao AABP jednakokraki sa uglovima na osnovici AB, <PBA =
<PAB = 20° (Slika 3). Tako je

[AB|

1
—-|AB|=|BP|- 20° BP|= ——— 4
3 [AB| = BP|-cos20° & |BP| = -2 Q)

a u jednakorakom trouglu AABC je

Slika 3.

1
§|BC|:|AB|'COS4OO<:>‘BC|:2-|AB|~COS4OO. (5)

Sinusna teorema primijenjena na trougao APBC daje

|BC|  sin150°
|BP|  sin10°

Iz (4) i (5) dobijamo

|BC|  2-|ABJ- cos40°
|BP| |AB]|
2 - cos 20°

=4 c0s20° cos 40° (7)

i konagno, uvazavajuéi (6) i (7), imamo

in 150° 1
4 - cos 20° cos 40° = % & 8- ¢0520° cos40°sin 10° = 1 < cos 20° cos 40° cos 80° = 3
sin

(primijenili smo da je sin10° = cos80° i sin 150°(= sin30°) = 1).  Dobili smo lijep novi zadatak. [ ]



A. Muminagié, J. Carstensen / EVOLVENTA (JAMTK) 7 (1) (2024) 21

Rjesenje 2. Dokazimo prvo da u trouglu AABC, sa duzinama stranica |AC| =b1|AB| =ci<BAC = A
i <ABC = B, vrijedi identitet

c 1
tgB = - - —ctg A
e b sinA e
Imamo
c ¢ sinC . . . CoS 2
ctgB= - — —ctg A | zbog — = — prema sinusnoj teoremi i ctgz = —
b sinA b sinB sinz
__ sinC 1 cosA  sinC —cosA-sinB
" sinB sinA  sinA sin A -sin B

= (zbog A+B+C =180° <= C = 180°— (A+B), tj. sinC = sin[180°—(A+B)| = sin(A+B))

in(A + B) — cos A - sin B
= sin(A + B) — cos 4 - sin = (primjena adicione formule)

sin A -sin B
B sin A cos B + cos Asin B — cos Asin B _cosB (o B
o sin Asin B " sinB —ceL.

Primijenimo sada ovaj identitet za rjeSavanje naseg zadatka.
Tacke B, P i @ leze na istoj pravoj ako je <ABP = <ABQ. Neka je |AC| = b = |AB|. Sinusna teorema
primijenjena na trougao AAPC daje
|AP] b b-1 b
= < |AP| = = .
sin30°  sin70° | | cos20°  2-cos20°
U trouglu AABP je (prema dokazanom identitetu gore) vrijedi

AB 1 b 1 cos 20°
tg <ABP = — - —ctg20° = —— ——— —ctg20° =2 — ctg 20° = ctg 20°.
e AP sin200  ° b sin200 7 sin200 BT T8
A b —  b-sinl0°
S druge strane, u trouglu AAQC je — @ e = AQ = L = 2-b-sin10°, a u trouglu
sin10°  sin 150° sin 30°
AABQ (identitet gore) je
AB 1 b 1 1 sin 10°
tg <ABQ = =— - — ctg80° = . —tg10° = —
cte<ABQ =I5 Gngoe 8 2.b-sinl0° cosl0°  ° 2. sin10° - cos10°  cos 10°
1—2sin? 10° 520°
= m = (zbog 1—2sin’x = cos 2x i 2sinx cos x = sin 2z) = (52?1?200 = ctg 20°.

Dakle, <ABQ = 20° = <ABP i dokaz je zavrsen.
Dalje, kao i u RjeSenju 1, dobijamo jednakost

1

c0s20° - cos 40° - cos 80° = 3’

koju preporucujemo citaocima da je dokazu i na neke druge nacine.

Nadamo se da smo vas uvjerili u ta¢nost navoda iz uvoda.

Literatura
1] S. Arslanagié: O udaljenosti nekih znaéajnih tadaka trougla, Matematika za nadarene, Bosanska rije¢, Sarajevo, 2004.
[2] D. Bottema, i dr.: Geometric Inequalities, Wolters—Nordhoff Publishing, Gréningen, 1969.
[3] J. Carstesen, A. Muminagi¢: Geometrijski dokazi nekih trigonometrijskih jednakosti, Triangle, Vol.1 (1997), No.2, 87-88.
[4] J. Carstesen, A. Muminagi¢: Matematiske juveler, 1. oplag 2006, Frederiksburg.
[5] A. Muminagi¢, J. Carstesen: Geometrijski dokazi trigonometrijskih jednakosti, Evolventa (JAMTK) 6(1)(2023), 10-17.
[6] R. Ibrahimefendi¢: Osvrt na jedan zadatak sa vise nacdina rjeSavanja, Evolventa (JAMTK) 4(2)(2021), 12-21.
[7] D. Palman: Trokut i kruznica, Element, Zagreb, 1994.
[8] Pavkovi¢ — Veljan: Elementarna matemaika 2., Skolska knjiga, Zagreb, 1995.






EVOLVENTA (JAMTK) 7(1) (2024), 23

Zabavna matematika: Pretakanja i mjerenja

Zadatak 1. Imamo dva pjescéana sata. Jedan od njih mjeri tacno 11 minuta, a drugi tacno 7 minuta.
MozZemo li izmjeriti kontinuirano vrijeme od 15 minuta samo pomodu ova dva sata?

Zadatak 2. Imamo Sest izgledom identicnih novcica od kojih su éetiri teski po 50 grama, a preostala dva su
drugadije tezine. Pri tome znamo da ta dva novéica zajedno teze 100 grama. Kako pomocu cCetiri mjerenja
na vagi bez utega odrediti koji je od ovih "lazZnih” novéiéa laksi, a koji je teZi od 50 grama?

Zadatak 3. Imamo sedam novéi¢ a od kojih su Sest iste teZine, a sedmi je razlicite teZine od ostalih (ne
znamo da li je laksi ili tezi). Na raspolaganju nam je vaga bez utega.

e Pomocu tri vaganja odrediti "lazni” novcié.
e Da li pomoéu dva vaganja mozZemo odrediti "lazni” novcié?

Zadatak 4. Deset c¢upova su napunjeni zlatnicima. U devet cupova su zlatnici teZine po 9 grama, a u
desetom Cupu su zlatnici teski po 10 grama. Ako imamo vagu sa utezima, kako pomocu jednog mjerenja
utvrditi u kojem Cupu su tezi zlatnici.?

Zadatak 5. Imamo posudu od 10 litara punu vode i jos dvije posude od 7 i od 4 litra koje su prazne.
Pretakanjem iz posude u posudu odmgeriti tacéno § litara vode.

Zadatak 6. Imamo tri posude u kojima se nalaze razlicite kolicine vode. Nakon pretakanja 11 litara iz prve
u drugu posudu, 5 litara iz druge u tre¢u i 8 litra iz trece u prou, u svakoj posudi je bilo po 20 litara vode.
Pitange je, koje su koli¢ine vode bile u posudama na pocetku?

Ciljna skupina: svi uzrasti
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Nagradni zadatak: ”Lazna” kuglica

Vaga (njem. die Waage), kantar (rum. cdntar) ili terazije (tur. terazi) je mjerni instrument za mjerenje mase. Vage
s oprugom mjere masu prema duzini istezanja opruge pod teretom. Balansne vage mjere masu usporeduju¢i moment
sile poluge, na ¢ijem je jednom kraju uzorak referentne mase, a na drugome mjerena koli¢ina.

Masa (engleski: mass) je jedna od sedam osnovnih veli¢ina u Medunarodnom sistemu mjernih jedinica SI. Masa
iskazuje tromost (inerciju) kojom se tijelo odupire promjeni kretanja. Zbog toga se ¢esto naziva i troma masa. Za
ona tijela koja teze pokrecemo ili teze zaustavljamo ako se krecu, kojima teze mijenjamo brzinu i smjer kretanja,
kazemo da imaju vec¢u tromost od onih koje lakSe pokre¢emo i lakSe im mijenjamo smjer i brzinu.

Mjerna jedinica za masu je kilogram (kg), a uobi¢ajena oznaka u fizici za masu je m. Kilogram (kg) je masa prototipa
koji je izraden u obliku valjka, iz legure platine i iridija. Cuva se u Medunarodnom uredu za utege i mjere u Servesu
pokraj Pariza. Kilogram je jedina osnovna jedinica s prototipom, te jedina koja je definisana u odnosu na primjenu,
a ne na neko temeljno fizikalno svojstvo.

Kilogram je izveden od jedinice gram (g), i prefiksa kilo u zna¢enju: 1kg = 10% g. Manje jedinice izrazavaju se
dodatkom prefiksa jedinici gram, na primjer miligram je milioniti dio kilograma: 1mg = 10~°% kg. Manje jedinice su
pikogram, mikrogram, nanogram, miligram, centigram, decigam, gram, dekagram. Veca jedinica su tona, a mogu se
dodavati i prefiksi kilo, mega, giga, tera itd.

Pojmovi tezina i masa su razli¢iti fizikalni pojmovi, §to u svakodnevnom govoru cesto zanemarujemo. Masa je
apsolutna veli¢ina koja se mjeri vagom i izrazava se u kilogramima, dok je tezina ovisna o gravitaciji, mjeri se
dinamometrom i izrazava se u njutnima ().

Zadatak. Imamo dvanaest kuglica koje su po svemu identicne, osim Sto je jedna od njih drugacije mase.
Pri tome ne znamo da li je laksa ili teZa od ostalih jedanaest. Na raspolaganju nam je vaga bez utega. Kako
pomoéu tri mjerenja odrediti koja je kuglica "lazna” i kakve je mase (da li je laksa ili teZa od ostalih)?

Za nagradni zadatak iz prethodnog broja EVOLVENTE nismo dobili niti jedno rjesenje, tako
da i taj zadatak jos uvijek vrijedi kao nagradni.

Ciljna skupina: svi uzrasti
Rjesenje zadatka dostaviti najkasnije do 01.06.2025. godine, putem e-maila ili na adresu ¢asopisa (postom)
Prvo pristiglo, ta¢no i potpuno rjesenje bit ¢e nagradeno novéanom nagradom od 50 KM.
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