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Uvodna ryec

Udruzenje matematicara Tuzlanskog kantona (UM TK) u 2018. godini je
pokrenulo stru¢no-metodicki ¢asopis EVOLVENTA (JAMTK). Ime ¢asopisa
potje¢e od imena poznate krive u matematici (kriva koja tangente neke date
krive sijete pod pravim uglom naziva se evolventom te krive, vidjeti web
stranicu https://en.wikipedia.org/wiki/Involute).

Casopis FEvolventa je namijenjen ucenicima i nastavnicima osnovnih i
srednjih skola, te studentima prvog i drugog ciklusa studija. Sadrzi strucne
radove iz matematike, informatike i metodike nastave matematike i
informatike, ali i teme iz drugih podrucja ako su na neki na ¢in povezane s
osnovnim profilom ¢asopisa. Takoder sadrzi stalnu rubriku Kutek za zadatke,
namijenjenu ucenicima osnovnih i srednjih skola. U okviru ove rubrike stalno
su prisutni sadrzaji zabavna matematika i nagradni zadatak, a povremeno se
mogu pojavljivati i drugi sadrzaji poput zadataka sa zajednickih maturskih
ispita, odnosno zadataka s kvalifikacionih ispita na fakultetima Univerziteta u
Tuzli i sl. Za prvo pristiglo, potpuno tac¢no, rjeSenje nagradnog zadatka
predvidena je adekvatna nagrada.

Casopis Evolventa iskljucivo je finansiran sredstvima donatora, sponzora i
sredstvima Udruzenja matematicara TK i dostupan je jedino u online formi na
web stranici UM TK: www.evolventa.ba. U 2019. godini, kao i u 2020. godini,
casopis ima samo po jedno izdanje. Razlog tome je $to smo cekali registraciju
casopisa u NUB BiH i dodjelu ISSN broja, a s§to je pozitivno rijeSeno u
septembru 2020. godine. Ubuduée planiramo da ¢e ¢asopis imati minimalno
dva izdanja godisnje.

Pozivamo citatelje, a posebno nastavnike, ucenike, studente i clanove
Udruzenja matematicara TK da Salju svoje radove za objavljivanje u ¢asopisu
Evolventa. Pri tome se treba strogo drzati uputa sadrzanih na web stranici
UM TK.

Urednicki odbor casopisa i Predsjednistvo UM TK se posebno zahvaljuju
kolegicama i kolegama, nastavnicima i asistentima, s Odsjeka matematika
Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta u Tuzli za veliku podrsku u
objavljivanju ¢asopisa Evolventa.

U Tuzli, decembar 2025. godine

Urednistvo
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Jedan matematicki model rasta tumora

Emina Pezerovié!, Samra Moranjkié¢?2

INLB Banka Tuzla
2 Univerzitet u Tuzli, PMF, Odsjek matematika

Posveéeno u cast 65. rodjendana cijenjenog profesora i mentora prof. dr. Mehmeda Nurkanoviéa

Sazetak: Maligni tumori su, bez obzira na konstantan napredak tehnologije i medicine, vodeéi uzrok
smrti u mnogim drustvima. Matematicki modeli pokazuju se kao iznimno koristan alat za objasnjavanje
razli¢itih mehanizama rasta tumora. Njihova upotreba u medicini zapoc¢inje sredinom 20. stoljeca,
a s razvojem racunara ti modeli postaju sofisticiraniji i njihova primjena u medicini postaje gotovo
neizostavna. U ovom radu je predstavljen jedan model rasta tumora u obliku sistema diferencijalnih
jednadzbi, u literaturi poznat kao Gyllenberg-Webbov model proliferiraju¢ih i mirujuéih éelija.

1. Uvod

Tumori ili neoplazme predstavljaju abnormalni dio tkiva i mogu biti benigni (dobroéudni) i maligni
(zloéudni). Benigni tumori se ne §ire na okolno tkivo i organe, te u veéini sluéajeva nisu opasni po zivot. S
druge strane, maligni tumori se mogu §iriti na druge dijelove tijela, bilo krvotokom ili limfnim sistemom, te
isti mogu biti opasni po zivot. U izvjeStaju Strategije za prevenciju, tretmane i kontrolu malignih tumora u
Bosni i Hercegovini u prethodnih nekoliko godina se navodi da vise od dvije tre¢ine malignih tumora nastaje
pod uticajem savremenog nacina zivota (stres, neregularna ishrana i sli¢no). Statisticki podaci iz Zavoda
za javno zdravstvo Bosne i Hercegovine nam pokazuju iznimno zabrinjavajuée brojke velikog povetanja
oboljelih od malignih tumora u posljednjih nekoliko godina, ¢ak i kod adolescenata.

Izucavanje tumora i odabir najboljih tretmana za lijecenje je kompleksan proces koji vrlo cesto zahtijeva
interdisciplinaran pristup medicine, biologije i matematike. Matematicki modeli su se pokazali kao koris-
tan alat jer nam omogucavaju simulaciju rasta tumora, analiziranje interakcije tumorskih ¢elija i okoline,
ispitivanje uticaja lijekova na rast tumora, te predikciju mogucih ishoda lijecenja. U 20. stoljeéu naucnici
su nastojali iskoristiti neke osnovne modele rasta, poput logistickog i Gompertzovog, oba zasnovana na
Lotka-Volterraovom modelu predacije, za opisivanje rasta tumora. To su modeli predstavljeni kontinualnim
dinamickim sistemima u formi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Kasnije, s razvojem ra¢unarske podrske,
modeli su postajali sve kompleksniji i davali bolji uvid u posmatranu tematiku. U nastavku je detaljno opisan
jedan model rasta tumora predstavljen sistemom diferencijalnih jednadzbi koji se ne moze eksplicitno rijesiti
u opéem slucaju, nego je za zakljucke koristena kvalitativna analiza.

Ciljna skupina: svi - primijenjena matematika

Kljuéne rijeci: tumor, diferencijalna jednadzba, ekvilibrijum
Kategorizacija: Strucéno-istrazivacki rad

Rad preuzet: 07. juli 2025.
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2. Gyllenberg-Webbov model rasta tumora

Celije koje sacinjavaju tumor se mogu podijeliti na proliferirajuée i mirujuce celije. Proliferirajuce celije
se aktivno dijele i rastu, te samim time utic¢u na povecavanje veli¢ine tumora. Nasuprot tome, mirujuce Celije
se ne dijele aktivno, ali s vremenom, pod izvjesnim uvjetima mogu preéi u proliferirajuée éelije. Mirujuce
¢éelije vrlo ¢esto znaju biti glavni uzrok vra¢anja tumora nakon perioda uspjesnog lijecenja iz razloga §to je
vedina lijekova uglavnom usmjerena na proliferirajude éelije. Za vise detalja pogledati [1, 2].

Gyllenberg® i Webb® su 1989. godine poceli da istrazuju posljedice dva jednostavna zapazanja iz stvarnih
tumora, i to

e aktivno proliferirajuce ¢elije mogu uéi u stanje quiescencije ili mirovanja u kojem prestaju da se dijele,
e prelazak u stanje mirovanja je obi¢no Cesta pojava u tumorima koji su velike zapremine.

Prelazak u stanje mirovanja se ¢ini kao ¢elijski odgovor na stres, poput hipoksije, ograni¢enja hranljivih
materija ili poveéanog hidrostatickog pritiska. Takvi stresovi obi¢no se povecavaju sa veli¢cinom tumora, i
to uglavnom nelinearno (vidjeti [1]).

Gyllenberg-Webbov model definiran je sljedeéim sistemom diferencijalnih jednadzbi

dP(t

% = P(t)R(P(t)) — bP(t) + ¢M(t) — proliferirajuée Celije,

dM () (1)
pra bP(t) — cM(t) — dM(t) — mirujude éelije.

U ovom modelu, veli¢ina tumora data je sa N(t) = P(t)+ M (t). Funkcija koja predstavlja rast proliferirajuéih
¢elija je bazirana na logistickom stepenu i data sa

FP(0) = POR(P() = (o) (1~ (P}j))) ,

gdje vrijede prirodni uvjeti za parametre: K > 0,7 >0,a>0,b>0,c>01id >0 pri cemu K predstavlja
maksimalnu veli¢inu koju tumor moze dosegnuti (nosivi kapacitet), r je stopa rasta populacije ¢elija koja
zavisi od veli¢ine populacije i kapaciteta nosivnosti, a stepen a je parametar koji omogucava vise fleksibilnosti
i bolje odgovara podacima.

Smatra se da mirujuce ¢éelije nastaju u situaciji kada proliferirajuce ¢elije ne primaju dovoljno nutrienata. Isto
tako, mirujuce ¢elije umiru zbog nedostatka hranjljivih materija. Konkretno, u nasem sistemu ovo je izrazeno
sa —dM (t). Dalje, desava se da mirujuce éelije s vremenom postanu proliferirajuée. Ta transformacija jednog
tipa ¢elija u drugi je u drugoj jednadzbi sistema (1) oznacena sa bP(t) — c¢M(t), gdje bP(t) oznacava Celije
koje su postale mirujuce i cM(t) ¢elije koje su postale proliferirajuée. Analognu situaciju imamo i u prvoj
jednadzbi, gdje je ta situacija oznacena sa —bP(t) + c¢M(t).

Da bismo ispitali dinamiku ovog modela, s obzirom da se ne moze eksplicitno rijesiti u opéenitom slucaju,
izvrsiti éemo kvalitativnu analizu modela koristeéi osnovne rezultate i alate iz [3, 4].

2.1. Kuvalitativna analiza Gyllenberg- Webbovog modela

Kvalitativnu analizu Gyllenberg-Webbovog modela zapocet éemo nalazenjem ekvilibrijuma sistema (1).
U tu svrhu, izjednac¢imo svaku od jednadzbi sistema sa nulom. Imamo

3)Mats Gyllenberg je finski matematicar i inzenjer koji je rodjen u Helsinkiju 15.12.1955. godine. Od 2004. godine je profesor
na Univerzitetu u Helsinkiju, a u svojim istrazivanjima se bavi biomatematikom i dinamic¢kim sistemima.

4 Glenn F. Webb je matematicar Univerziteta Vanderbilt, poznat po svojim doprinosima iz oblasti matematicke biologije i
modeliranja dinamike populacije i rasta tumora.
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=0 P(R(P(t)) — bP(t) + cM(t) = 0,

dM (t)
dt

=0 bP(t) — cM(t) — dM(t) = 0.

bP(t) .
c+d

e (3)) %)
wron ([ (2)) v ) -
Za P = 0 dobijamo da je jedan ekvilibrijum F; = (0,0). Iz druge relacije imamo
(i (FO)) e 2
@ (y) ' r(cbji- )

bd
Pt)=K¢/1l— —-—
«Pb() \/ r(c+d)’
_ / l bd
(P, M) o1 —
( c—l—d c+d c+d>

0Od velikog znacaja za samu analizu jeste da znamo da li sistem (1) ¢uva pozitivnost, odnosno da li svaka
trajektorija koja pocinje u prvom kvadrantu ostaje u prvom kvadrantu Opéi oblik tacke za P =0 je (0, )
za o > 0. Tada imamo

Iz druge jednadzbe sistema izrazimo M (t) = i uvrstimo u prvu

pa je drugi ekvilibrijum

dP(t)
dt
Analogno, za M = 0 imamo da je opéi oblik tacke forme (3,0) za S > 0. Vrijedi

=F0)—b-04+c-a>0.

daM(t)

b B—c0—d-0>0.
at b -

Dakle, sistem (1) ¢uva pozitivnost.
Ispitajmo sada stabilnost tacaka ekvilibrijuma. Kako je sistem nelinearan, izvrsimo linearizaciju preko

matrice Jakobijana
. T—r(%)a(l—&—a)—b c
J(P,M)—{ b el

Odredimo svojstvene vrijednosti matrice Jakobijana u tacki E; = (0,0). Dakle,
r—b c
J(0,0)—|: b _C_d:|a
pa je karakteristicna jednadzba

N XN-b—c—d+r)+bd—rc—rd=0.
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Rjesavajuéi prethodnu kvadratnu jednadzbu, dobijamo svojstvene vrijednosti

N ~b—c—d+r+\/(b+c+d—r)2—4(bd —cr —dr)
12 = .
’ 2

Kako je

: A=(b+ct+d—r)?—40bd—cr—dr)
=(b+c+d—7r)2—4((r—>b)(—c—d) —bc)
=(r =02+ (—c—d)?+2(r —b)(—c—d) — 4((r — b)(—c —d) — bc)
=(r—b—c—d)?*>0,

obje svojstvene vrijednosti su realne.

Da bismo izveli zakljucke o stabilnosti tacaka ekvilibrijuma, potrebno je utvrditi kakvog su znaka svojstvene
vrijednosti, da li su obje negativne sto implicira stabilnost, da li su obje pozitivne $to povlaci nestabilnost
tipa repeler ili je jedna pozitivna, jedna negativna, Sto znaci da je ekvilibrijum nestabilna tacka tipa sedlo.
Razmatrat cemo zato sljedece slucajeve:

(1) bd—ecr—dr >0<bd > (c+d)r.

Sada imamo
bd—cr —dr >0 —4(bd—cr —dr) < 0= /(b+c+d—r)2—4(bd—cr —dr) <|b+c+d—r|.

Dalje se vodimo uvjetom bd > (¢ 4 d)r. Dakle, ako je r < C’fd, imamo

bd - —bc—bd — (c+d)*+bd  —bc— (c+d)?

0.
c+d c+d c+d <

—b—c—d+r<-b—c—d+

Obje svojstvene vrijednosti, A\ i Aa, su o¢ito negativne, pa je ekvilibrijum E; = (0, 0) stabilan, odnosno
atraktor, i u tom slucaju ne postoji drugi ekvilibrijum.

SRNRNRNNRNRN N NN N
B AN NN NN NN N NN N NN
02 04 0.6 os 1

0

Figure 1: Vizualizacija ponasanje trajektorija kod G-W modela rasta tumora pod uvjetom bd > (¢ + d)r. Horizontalna osa
predstavlja rast proliferirajuéih éelija, a vertikalna rast mirujuéih Celija

(2.) bd—cr—dr <0< bd < (c+d)r
Sada je

bd —cr —dr < 0= —4(bd—cr —dr) >0= \/(b+c+d—r)2—4(bd—cr—dr) > [b+c+d—r|.
Analiziramo obje moguénosti.
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Lbtctd—r>0=-b—c—d+r<0& /(b+c+d—r)2—4(bd—cr—dr)>-b—c—d+r=
Ao >07 A1 < 0.

2. b+tctd—-r<0=-b—c—d+r>0&/(b+tc+d—r1)2—4(bd—cr—dr)>-b—c—d+r=
A1 <0, Ao > 0.

Dakle, svojstvene vrijednosti su razli¢itog znaka, pa je nulti ekvilibrijum sedlo. Kroz sedlastu tacku
prolaze stabilna i nestabilna mnogostrukost. Sa apekta bioloske interpretacije modela, interesantna
je stabilna mnogostrukost jer na njoj imamo konvergenciju ka ekvilibrijumu. Stabilna mnogostrukost
je zapravo svojstveni vektor koji odgovara stabilnoj svojstvenoj vrijednosti. Analizirajmo, stoga,
svojstveni vektor koji odgovara A; jer je A1 < 0. On je oblika

—c—d—l—%(b+c+d—r+\/(b+c+d—r)2—4(bd—cr—dr))

(u7v) =1 b i1

Ispitajmo kojeg je znaka komponenta wu.

—c—d—&-%(b+c+d—r+\/(b+c+d—r)2—4(bd—cr—dr))

u=—

b
Cct+d—b+r—/(=b—c—d+r)2+4[(r —b)(—c—d) — b
B 2b

r—b+ect+d—/(r—b+c+d)?+dbc

2b

S obzrom da je \/(r —b+c+d)2 +4bc > \/(r—b+c+d)2=r—b+c+d, to je u manje od nule.
Dakle, stabilna mnogostrukost ekvilibrijuma F; = (0,0) pripada drugom kvadrantu pa izlazi iz okvira
nasih razmatranja.

U ovom slucaju, kada vrijedi bd — cr — dr < 0, postoji i drugi ekvilibrijum E» = (P, M), te éemo
ispitati i njegovu stabilnost. Matricu Jakobijana u tacki Es = (P, M) ozna¢imo sa S

S =J(P M) =

—ar—l—czfd(l—l—a)—b c
b —c—d]|’

Radi prilicno kompleksnih izraza koji se javljaju, mnogo ¢e jednostavnije biti ako uvedemo sljedece
oznake

bd
TrS:—ar—l-m(l-i-a)—b—C—d’

det S = (—ar+ %(1 +a)— b) (=c—d) —bc=a(-bd + (c+ d)r),

pa vrijedi det (J(P, M) —A) = A2 — (Tr S)A + det S. Prema tome, svojstvene vrijednosti u ovom

sluc¢aju su
Tr S+ +/(Tr 5)2 —4det S
)\1’2 = B .

Iskoristimo jedno od prethodnih opazanja i zaklju¢imo da je diskriminanta jednadzbe pozitivna jer je
bc > 0. Dakle, svojstvene vrijednosti su realne. Ostaje nam ispitati znak svojstvenih vrijednosti, a za
to ¢emo prvo ispitati znak od det S.

det S >0< a(-bd+ (c+d)r) >0 —bd+ (c+d)r > 0= bd < (c+d)r,
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Sto i jeste slucaj koji analiziramo. Sada ispitajmo znak od Tr S.

bd
TrS——ar+c+—d(1+a)—b—c—d
bd bd bd

— —b—c—d
< ac+d+c+d+c+da ¢
be
= - —c—d .
o c <0

Dakle, mozemo zakljuciti da je /(Tr S)2 —4detS < Tr S, pa je Ay < 0, a kako je ocigledno
(Tr S)2 —4detS < 0, jasno je da je i Ao < 0 $to implicira da je ekvilibrijum Ey = (P, M)
atraktor.

G-! Wmndelsa parame‘lr\ma abcr=1; cd 0.5

NONCNONONCONCN
\\\\\\\\\\

) 06 0

Figure 2: Vizuelna predstava ponasanja trajektorija kod G-W modela rasta tumora pod uvjetom bd < (c + d)r oko stabilnog
ekvilibrijuma. Nulti ekvilibrijum je nestabilan. Horizontalna osa predstavlja rast proliferirajuéih celija, a vertikalna rast
mirujuéih éelija

(3.) bd = (c+ d)r.

Uotimo da se u ovom slu¢aju drugi ekvilibrijum svodi na prvi tj. (P, M) = (0,0). Jedna svojstvena
vrijednost Ay =0, a A\; < 0, te za ekvilibrijum (P, M) kazemo da je nehiperbolicki.

G-W model sa parametrima: a,c=1;1d=0.5b=1.5

\\\\\\\\‘\\\\\

00 02 06 08 10

Figure 3: Vizuelna predstava ponasanja trajektorija kod G-W modela rasta tumora pod uvjetom bd = (c + d)r. Horizontalna
osa predstavlja rast proliferirajucih éelija, a vertikalna rast mirujuéih éelija
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Sa vizualizacije mozemo uociti da, bez obzira §to je u pitanju nehiperbolicki ekvilibrijum, sve trajek-
torije su usmjerene ka njemu, te se ponaSa kao atraktor. Sama teorija o stabilnosti nehiperbolickih
ekvilibrijuma je jako kompleksna, te nije detaljnije diskutovana u ovom radu.

Ispitajmo sada prisustvo periodickih orbita. Za to ¢e nam koristiti Bendixsonov i Poincare-Bendixonov
kriterij (za detalje vidjeti [3, 4]). Bendixonov kriterij je u biti teorem koji omogucéava utvrdjivanje odsustva
zatvorenih trajektorija dinamickih sistema u ravni, koji su definirani kao

’

z = P(z,y),
y/ = Q(cay),

dok Poincare-Bendixon teorem koristimo za zakljucak o globalnoj stabilnosti.

(2)

Teorem 2.1 (Bendix kriterij). Ako u jednostavno povezanoj oblasti G izraz %—I; + % ima konstantan

znak, to jest znak ostaje nepromijenjen i samim time izraz nestaje samo u izolovanim tackama ili na samoj
krivoj, tada sistem (2) nema zatvorene trajektorije u oblasti G.

Dakle:

(L) bd > (c+d)r
Pokazali smo da pod ovim uvjetom u prvom kvadrantu postoji samo jedan ekvilibrijum i to (0,0).
Cinjenica da je isti atraktor, povlaéi to da trajektorije teze ka njemu. Generalno, periodicka orbita
treba da okruzuje ekvilibrijum. Ali to bi u ovom slucaju znacilo da ista mora napustiti prvi kvadrant,
§to je nemoguce jer smo pokazali da nas sistem ¢uva pozitivnost. Do istog zakljucka dolazimo i uz
pomo¢ Poincare-Bendixonove teorije. Naime, ako u ograni¢enoj oblasti postoji jedan ekvilibrijum koji
je atraktor, onda ne moze postojati periodicka orbita, jer su sve trajektorije usmjerene ka atraktoru.

(2.) bd < (c+d)r
U ovom slu¢aju imamo dva ekvilibrijuma od kojih je jedan atraktor, a drugi sedlo. KoriStenjem
Bendixonovog kriterijuma moZe se pokazati odsustvo periodickih orbita pod ovim uvjetom. Ako
periodicke orbite uopse postoje, to ¢e biti u oblasti gdje divergencija mijenja znak.

’

P aM\’ , P\“
Div = [ 2= ) —F(P)—b—c—d=r—-b—c—d—(1 £
v <dt)P+<dt )M (P)—=b—c—d=r—-b—c—d (+a)r(K)

Analizirajuéi oba slucajar —b—c—d < 0ir—b—c—d > 0 dolazi se do zakljucka da je divergencija
konstantnog znaka, Sto povlaci nepostojanje periodickih orbita. Preciznije, slucaj r —b—c—d <0
oc¢igledno povlaci da je Div < 0 u prvom kvadrantu, pa je znak divergencije konstantan. Dakle, sve
trajektorije su usmjerene prema nekoj tacki koja je atraktor, ali je pritom nemoguée da iste kruze oko
te tacke kao periodicke orbite.

U slucaju r — b — ¢ — d > 0 ne mozemo na prvu zakljuciti znak divergencije. Ispitajmo da li postoji
neka tacka za koju je divergencija jednaka nuli, to jest Div = 0. Imamo

P a
Div:O(:)(1+a)r(F1) =r—b—c—d

P\* r—b—c—d
= | — =

K (1+a)r

—b—c—d
=P =K¢ r-o-e-a
(1+a)r

Ako bismo uspjeli dokazati da je % u tacki P, pozitivno, pri ¢emu je i M > 0, to bi znacilo da
su trajektorije usmjerene ka gore, to jest trajektorije ”bjeze” od ekvilibrijuma, sto dalje implicira da
zaista nema periodic¢kih orbita.



E. Pezerovié, S. Moranjki¢ / EVOLVENTA (JAMTK) 8 (2) (2025) 9

dpP
E(Pl) :F(Pl) — bpl +cM

Pa
:P1 (T*b*']"Ki)+ cM

r—b—c—d
7P1 <’I’—b—TW) +CM

_p, (a(r—b)+c+d> oM
1+a
>Pi(c+d) +cM > 0.

Dakle, ne postoje periodicke orbite u prvom kvadrantu.

Prethodni rezultati koji govore o odsutnosti periodickih orbita zajedno sa informacijom o lokalnoj stabilnosti
daju i zakljucke o globalnoj stabilnosti, pa mozemo rekapitulirati na sljedeéi nacin:

(1.) Ako je bd > (¢ + d)r, tada postoji samo jedan ekvilibrijum i to (0,0) koji je atraktor. Osim toga u
prvom kvadrantu nema periodickih orbita. Dakle, sve trajektorije sistema teze ka (0,0), te mozemo
reéi da je to globalni atraktor. To direktno slijedi iz Poincare-Bendixonovog teorema.

(2.) Ako je bd < (c+ d)r, tada pOStOJe dva ekvilibrijuma, i to (0,0), za kojeg smo pokazali da je sedlo

( o/1 — 7(é’id)7 C+d a r(c+d)) koji je atraktor. Uz pomo¢ Bendixonovog kriterija pokazano
je da ne postoje pcrlodiéko orbite u prvom kvadrantu. Dakle, sve trajektorije su usmjerene prema

jednom atraktoru, pa prema Poincare-Bendixonovom teoremu slijedi da je pozitivni ekvilibrijum

(K o/1 — ﬁ’ C+d af1 — r(c+d)) i globalni atraktor.

Sada, kada je kvalitativna analiza kompletirana, ispitajmo Sta sve ovo znaci u bioloskom smislu. Kao i
dosad, posmatrajmo dva slucaja.

(1) bd > (c+d)r
U ovom slucaju, jedini ekvilibrijum, koji je ujedno i globalni atraktor je F; = (0,0). Dakle, P i M
teze nuli, pa je maksimalna veli¢ina tumora, koju smo uveli kao N = P + M jednaka nuli. Drugim
rije¢ima, pod ovim uvjetima tumor nestaje.

(2.) bd < (c+ d)r

Sada model ima i nenulti ekvilibrijum Ey = (P, M) = ( o1 — T(C+d), C+d /1 T(fj_d ) za kojeg

smo dokazali da je atraktor. Dakle, vrijedi

bd — — bK
vl = — 1 P K M — .
bd < (c+d)r = {/ (c+d)r€(0’ )=Pe(0,K)= 6(0,C+d>

Prema tome, veli¢ina tumora postaje

— bd b — b
N=P+M=K¢1- 1 N 0, K —_—
+ (c+d)7“( _'—chd):> < < ’ <a—|— +d>>

Iz navedenog je o¢igledno da se veli¢ina tumora N povecava kada se poveéava parametar b koji kontrolise
promjenu proliferirajuéih éelija, ali i smanjivanjem ¢ i d do jako malih veli¢ina. S druge strane, N se
smanjuje kada se povetavaju parametri ¢ i d, koji kontrolisu promjenu mirujué ih éelija i stopu smrtnosti
¢elija, respektivno, ili pak, ako se b smanjuje. Dodatno, N se poveéava i kada se kapacitet, odnosno
maksimalna veli¢ina tumora povecava.



E. Pezerovié, S. Morangki¢ / EVOLVENTA (JAMTK) 8 (2) (2025)
References

B. Perthame, Some mathematical models of tumor growth, ” Birkh&duser” Basel, 2017.

H. Enderling, Mark A.J. Chaplain, Mathematical modeling of tumor growth and treatment, Sharjah, 2014.
H. M. Farkas, Differential Equations, ” North-Holland Pub” Amsterdam, 1977.

M. R. Roussel, Stability analysis for ODEs, California, 2019.

10



EVOLVENTA (JAMTK) 8(2) (2025), 11 — 22 Publikovano od UM TK,
Udruzenje matematicara TK
Dostupno na: http://evolventa.ba
http://www.umtk.info

Analiza diskretnih dinamickih sistema drugog reda uz ilustracije
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Posveéeno u ¢ast 65. rodendana cijenjenog Profesora Mehmeda Nurkanoviéa.

Sazetak: U radu se, kroz teorijsku analizu i ilustrativne primjere, ispituju tacke ekvilibrijuma i globalno
ponasanje sistema, ¢ime se sti¢e uvid u njihova kvalitativna svojstva i omogucéava predvidanje njihovog
dugoro¢nog ponasanja.

1. Uvod

Intuitivno, pojam stabilnosti vezemo za ponaSanje sistema koje je otporno na male devijacije ili pro-
mjene. U matematici, stabilnost ima Sirok spektar primjena, a u ovom radu fokus je stavljen na stabilnost
linearnih autonomnih diskretnih dinamickih sistema drugog reda. Za stabilne sisteme ocekuje se da se
njihova dinamika s vremenom smiruje, odnosno da mali devijacije u blizini ravnoteznog stanja rezultiraju
rjeSenjima koja teze tom stanju kada vrijeme tezi u beskona¢nost. Ovakav koncept stabilnosti ima poseban
znaCaj u primijenjenoj matematici, kao i u fizici i inZenjerstvu, gdje se brojni procesi modeliraju pomocéu
diskretnih dinamickih sistema [1-5]. Prilikom modeliranja ovakvih sistema kljuéno je da rjesenja posjeduju
stabilno ponasanje, jer bi u suprotnom modeli bili neadekvatni za prakti¢nu primjenu. U radu e se, kroz
teorijsku analizu i ilustrativne primjere, ispitivati tacke ekvilibrijuma i globalno ponasanje sistema, ¢ime se
sti¢e uvid u njihova kvalitativna svojstva i omogucava predvidanje njihovog dugorocnog ponasanja.

2. Stabilnost autonomnih linearnih diskretnih dinamickih sistema drugog reda

U ovom dijelu opisat ¢emo stabilnost tacaka ekvilibrijuma autonomnih sistema oblika
X(n+1)=AX(n), (1)

fokusirajuéi se na slucaj kada je matrica A formata 2 x 2.
Neka je data matrica A = <Zn le) , ¢ija je karakteristi¢na jedna¢ina data sa A2 — (a11 + ag2)\ +
21 @22
(a11a22 — a12a21) = 0, odnosno,

A — (trA)X\ + detA = 0. (2)

Ciljna skupina: svi - primijenjena matematika

Kljucéne rijeci: diskretni dinamicki sistemi, stabilnost, fazni portret
Kategorizacija: Strucéno-istrazivacki rad

Rad preuzet: 15. juni 2025.
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U (2) uvedimo oznake: p; = —trA, ps = detA. Tada (2) ima oblik A24p; A +ps = 0, odakle zakljuéujemo
da su svojstvene vrijednosti matrice A date sa,

1
Ao = 5(*pi Vp?—4q).

Ako je zadovoljeno da |A; 2| < 1, tada je ekvilibrijum X = (0,0) lokalno asimptotski stabilan. Iz navedenog
slijedi jednostavan kriterij za ispitivanje lokalne asimptotske stabilnosti ekvilibrijuma X = (0,0).

Teorem 2.1. Tacka ekvilibrijuma X = (0,0) sistema (1) je lokalno asimptotski stabilna ako su zadovoljena
sljedeca tri uvjeta:

1.1+p+4g>0,
2.1-p+¢g>0,
3. ¢<1,

Sto je ekvivalentno sa
trA| <1+ detA < 2. 3)

Dokaz: Dovoljan uslov da tacka ekvilibrijuma X = (0,0) bude lokalno asimptotski stabilna jeste |A1 2| < 1.

Kako su svojstvene vrijednosti matrice A date sa A1 2 = 3(—p £ /p> —4q), to iz |1 (—p £ /p*> —4q)| < 1
imamo da vrijede sljedece nejednakosti

1
—l<gpEVp?—dg) <L,

odnosno nejednakosti p — 2 < £4/p2 —4qg < p+ 2.
Posljednje nejednakosti vrijede samo u slucaju —2 < p < 2. Za takvo izabrano p lijeva strana nejednakosti
p—2 < +/p? — 4q < p+2 uvijek vrijedi, odakle moZemo posmatrati samo $ta se deSava u slucaju y/p? — 4q <
p + 2. Kvadriranjem izdvojene nejednakosti i sredivanjem dobijamo upravo uslov: p+ ¢+ 1 > 0.
Ukoliko posmatramo nejednakost p — 2 < —y/p? — 4¢ < p + 2, nakon mnozenja sa (—1), nejednakost dobija
obliki —(p+2) < y/p?>—4g < 2 — p. Analogno za p € (—2,2) imamo da je lijeva strana posljednje
nejednakosti uvijek zadovoljena, te opet mozZemo ispitati ponasanje desne strane nejednakosti, odnosno
nejednakosti /p? — 4¢ < 2 — p, odakle potrebnim sredivanjem dolazimo do uslova 1 —p + ¢ > 0. Time smo
dobili prva dva uslova teorema. Posljednji uslov direktno slijedi iz definisanosti izraza +/p? — 4q, odakle
imamo p? —4q > 0. Kako je p € (—2,2), to je p? € (0,4), pa je 0 < p? — 4q < 4 — 4q, odakle se dobije ¢ < 1.
|

Sada ¢emo dati neke jednostavne osobine tacke ekvilibrijuma, do kojih mozemo doéi posmatrajuéi
ponasanje svojstvenih vrijednosti polazne matrice A sistema (1). Neka je X = (T,7) tacka ekvilibrijuma
sistema (1). Vrijede sljedeée tvrdnje:

1. Ako sve svojstvene vrijednosti matrice A leze u otvorenom disku |A| < 1, onda je ekvilibrijum (Z,7)
asimptotski stabilan, to jest imamo lokalno-asimptotsku stabilnost.

2. Ako je bar jedna svojstvena vrijednost matrice A po modulu veéa od jedan, tada je ekvilibrijum (Z,7)
nestabilan.

U slucaju nestabilnog ekvilibrijuma vazno je napomenuti da razlikujemo sljedec¢a dva slucaja:

1. ako su obje svojstvene vrijednosti matrice A po modulu veée od 1, onda takav ekvilibrijum nazivamo
repeler,

2. ako je jedna svojstvena vrijednost matrice A po modulu veé¢a od 1, a druga svojstvena vrijednost po
modulu manja od 1, onda takav ekvilibrijum nazivamo sedlasta tacka.
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3. Analiza sistema faznim portretima
Posmatrajmo dvodimenzionalni linearni autonomni sistem:

x1(n+1) = ap1z1(n) + aaxa(n)

xa(n+1) = az1z1(n) + azexa(n),

ili

X(n+1) = AX(n), (4)
die i A _ ai11 a12 )
sde e (azl a22

Definicija 3.1. Za tacku X kaZemo da je tacka ekvilibrijuma sistema (4) ako je zadovoljeno AX = X ili
(A-DX =o0.

Dakle, ukoliko je (A — I) nesingularna matrica, tada je X = 0 jedinstvena tacka ekvilibrijuma sistema (4).
S druge strane, ako je (A — I) singularna matrica, tada postoji familija tacaka ekvilibrijuma za sistem (4).
Uvodeéi smjenu Y (n) = X(n) — X u (4), formiramo novi sistem Y (n+1) = AY (n), koji je identi¢an sistemu
(4). Vazno je nepomenuti da je ispitivanje osobina stabilnosti ma koje tacke ekvilibrijuma X # 0 isto kao i
ispitivanje osobina stabilnosti tacke ekvilibrijuma X = 0. U tu svrhu, pretpostavit éemo da je X = 0 jedina
tacka ekvilibrijuma sistema (4).

Neka je J = P7'AP Jordanova forma matrice A. Tada J mozZe imati jedan od sljedeé¢ih kanonskih
oblika:

1. Slucaj: <)(\)1 )(\)
2

), kada su realne i razlicite svojstvene vrijednosti A1 # Ag;
.. (A1 - . . .

2. Slucaj: 0 A kada su realne i jednake svojstvene vrijednosti \; = Ay = A;

3. Slucaj: <_aﬂ 2 ), kada su kompleksno-konjugovane svojstvene vrijednosti A = a £ i.
Ukoliko uzmemo da je Y (n) = P71 X(n) ili X(n) = PY (n), tada je sistem (4) ekvivalentan sistemu

Y(n+1) = JY(n). (5)

Ako je X(0) = X pocetni uslov sistema (4), tada je Y(0) = Yy = P~1X, odgovarajuéi pocetni uslov za
sistem (5). Vazno je naglasiti da su uslovi za ispitivanje tacke ekvilibrijuma sistema (4) i (5) identi¢ni.
Sada éemo skicirati fazne prostore sistema (5) za slucajeve navedene u (3). Pocevsi od ishodista u y;y» ravni,
Yo = (Y10, y20), pratimo kretanje tacaka Y7, Ya, .... U sustini crtamo orbitu {Y (n, 0, Yy)|n > 0}. Strelica na
orbiti upravo oznacava smjer kretanja kako se n (vrijeme) povecava.

Razmotrimo navedene slucajeve pojedinacno.
1. Slu¢aj: U ovom slucaju sistem Y'(n + 1) = JY (n) postaje

yi(n+1) = Myi(n),
ya(n + 1) = Aaya(n).

n
Stoga rjesenje sistema ima oblik <y1(n)> = <)\1 y10> , odakle dobijamo relaciju,

y2(n) A5 Y20
= () ()

Sada imamo sljedece situacije:
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-100

(i) Fazni portret za svojstvene vrijednosti 0 < Ag = % <

AL = % < 1, lokalno asimptotski stabilna tacka ek- (ii) Fazni portret za svojstvene vrijednosti 1 < A\; = 1.1 <
vilibrijuma A2 = 1.3, nestabilna tacka ekvilibrijuma, repeler

60,

(iv) Fazni portret za svojstvene vrijednosti 0 < Ag = &

<
7
(iii) Fazni portret za svojstvene vrijednosti 0 < A\ = % < 1,A\1 = 1, degenerativni sluéaj, nestabilna tacka
1,X2 =2 > 1, nestabilna tacka ekvilibrijuma, sedlo ekvilibrijuma

Slika 1: Fazni portreti za A1 # Aso.

1. Ako je [A1] > Do, tada Tim 2% Z 0 (Slika 1: (1), (iv).

2 1 (n)
y2(n)
yi(n)
Slu¢aj 2: U ovom slucaju sistem Y (n + 1) = JY (n) ima oblik

2. Ako je |A1| < |Az], tada lim

n—oo

= oo (Slika 1: (i), (iii)).

A" pAnl
0 A

_ (N0 + nA" yag
)\ny207 ’

Kako je J =

(b

odakle slijedi 92
Y1

>, dolazimo do rjesenja sistema

(n) _ A™20
(n)  A"yio +nAnlygg

, te zakljucujemo da je

lim y2(n)

=0.
n—oo Y1 (’I’L)
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)

(v) Fazni portret za jednake svojstvene vrijednosti 0 <
Al = A2 = % < 1, asimptotski stabilna tacka ekvili- (vi) Fazni portret za jednake svojstvene vrijednosti A1 =
brijuma Ao = % > 1, nestabilna tacka ekvilibrijuma

Slika 2: Fazni portreti za Ay = As.

Slucaj 3: U ovom slu¢aju matrica A ima dvije kompleksno-konjugovane svojstvene vrijednosti A\ =
a+if i =a—if, pri ¢emu je 8 # 0.

Svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A\ = o+ i3 dat je sa v; = C) i rjesenje je dato sa
1 . 1 n ..
; (a+ip)" = ; [A1]™ (cos nw + i sin nw)

— COoS nw i sin nw
! — sin nw ! cosnw )’

gdje je w = tanil(g). Opste rjesenje sistema u ovom slucaju je dato sa
yi(n)\ _ A €1 cos nw + ¢y sin nw
ya(n)) — ! —cysinnw 4+ cacosnw )
S obzirom na pocetne vrijednosti y1(0) = y10 1 y2(0) = ya0, moze se dobiti ¢; = y10 1 ca = yao, pa je rjeSenje
oblika
y1(n) = Y10 cos nw + Yoo sin nw,
y2(n) = —y10 Sin nw + Yoo COS NW.

Primjer 3.2. U DDS-u X,,11 = AX,, zan = (0,1,...) ispitati lokalnu i eventualnu globalnu stabilnost za

1 0)
A:<2 .
13

Rjesenje: Karakteristiéna jednacina date matrice A je A2 — X + % = 0, odakle dobijamo da su svojstvene
vrijednosti za dati sistem: Ay = Ay = % Kako je zadovoljeno |A1 2| < 1, imamo da je tacka ekvilibrijuma
lokalno asimptotski stabilna. Pri tome se tacka ekvilibrijuma za dati sistem dobija iz uslova

X = AX,

odnosno
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. (z\ (0
Odavde je <§> = (0> .

Kako je fundamentalni skup rjesenja za dati sistem F'S := {2%, n%n}, to matricu A™ mozemo zapisati
kao linearnu kombinaciju A" = 012% + ncg%n. Odredimo konstantne matrice C7 i Cy. Naime,
1. n=0:

AOZI:C&:}Cl:(é ?)7

2. n=1:

Lo 0 0
A1:<i l>201%+02%:>02:<0 2)

2
Nakon uvrstavanja dobijenih vrijednosti C; i Co dobijamo da je matrica A™ oblika

w0
n __
w=(x 1)
2n=1 2n

Konacno rjesenje sistema bi bilo oblika X,, = A" Xy, gdje je Xy = (g

), pri ¢emu su «, 8 proizvoljni,

odnosno
Tn\ _ 2% 0 . a\ i . o
Yn T e B on \2na+p)"
Takoder zadovoljeno je lim (x”) = (8), te zakljucujemo da je tacka ekvilibrijuma globalni atraktor.

n—oo \ Yn

Kako je (g) = (8) globalni atraktor i lokalno asimptotski stabilna, to je onda ona i globalno asimptotski

stabilna tacka ekvilibrijuma.
Na Slici 3 prikazazan je fazni portret sistema za slucaj iz ovog primjera.

~

~

Slika 3: Fazni portret za slucaj jednakih svojstvenih vrijednosti A\; = Ay = %, globalno-asimptotski stabilna
tacka ekvilibrijuma

Primjer 3.3. U DDS-u X, 11 = AX,, zan = (0,1,...)ispitati lokalnu i eventualnu globalnu stabilnost za

—45 5
A= (—7.5 8>
1

Rjesenje: Odgovarajuce svojstvene vrijednosti matrice A su Ay = 3 i Ay = 5. Dakle imamo [A;] > 11

[A2| < 1. Zaklju¢ujemo da je tacka ekvilibrijuma, §to je za ovaj sistem upravo tacka (;) = (8) , nestabilna,
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Stavise sedlo. Matrica A™ je oblika

n 3 n 1

_3n+1 + = 3n+1 _ 2n1—1

pa je, za proizvoljne (a, §) # (0,0), rjeSenje datog sistema dato sa

—2.3" 4+ 2 2.30 - Lo N (=2-3"+ 2)a+ (23" — ;55)B
X, = A" X (5):
_gntt + 2% g+l _ 2n1—1 (_3n+1 + 2%)& + (3n+1 _ %)ﬁ
Dakle,
3 1
o n+1 n+1

Posmatrajmo sljedece slucajeve:

1. Neka je a =0, 8 # 0. Tada je:
lim z, = +00, (>0,

— can 1 : 2adi n—o00
Tp=(2-3 gm=t)B 1 vrijedi lim 2, = —c0, <0,
n—oo

- ) ILm Yn = +00, [ >0,

— n _ - 11 1 n o0

Yn = (3 an=T )B 1 vrijedi lim y, = —oc0, [ <0.
n—oo

2. Neka je a # 0, 8 = 0. Tada je
5 lim z, =400, a<0,
J— — . n 9 3 11 3] n— oo
Tp = (—=2-3" + 57 )a i vrijedi lim 2, = —c0, >0,
lim y, = +00, «a<0,
yn = (=311 4+ 3o i vrijedi { ">

2n lim y, = —o00, a>0.
n—0o0

3. Neka je a # 0, 8 # 0. Tada je

5 ) lim z, = 400, a<p,

= (=92 .3"n 9 Qo 1 3 33 H n— 00
Tp=(-2-3"+5x)a+(2-3 z=T) B 1 vrijedi lim 7, = —co, a>p,

n— oo
s o L lim y, = +o0, a<}p,

__(_an 3 n 1 . e g N300
Yn = (=3 +5e)a+ (3 i=r) B 1 vrijedi lim g, = —c0, o> B

n— oo

Na Slici 4 prikazan je fazni portret sistema iz ovog primjera. O

Primjer 3.4. U DDS-u X,,11 = AX,, zan = (0,1,...)ispitati lokalnu i eventualnu globalnu stabilnost za

A= (3 )

Rjesenge: Odgovarajuée svojstvene vrijednosti date matrice su A\; = % i Ay = 9. Dakle imamo |[\| < 11

[A2| > 1. ZakljuGujemo da je tacka ekvilibrijuma (g) = (8), nestabilna, Stavise sedlo.
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Slika 4: Fazni portret za slucaj kada su svojstvene vrijednosti [A;| > 11 |A2| < 1, tacka ekvilibrijuma je
nestabilna (sedlo)

Svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti Ay = % je T = <(1)>7 a svojstveni vektor koji

2
odgovara svojstvenoj vrijednosti Ao =9 je T; = <117>. Kako je fundamentalni skup rjesenja za dati sistem

FS .= {2%, 9"}, to matricu A™ moZzemo zapisati kao linearnu kombinaciju A™ = Cy 2% +(C59™. Dalje imamo:
1. n=0:

AO:I:01+C’2:>C’1:<(1) (1))—02

1: : 1 9 1 1 2 0 —=2
_ (2 — .1 — 7 — 17
Nakon uvrstavanja dobijenih vrijednosti C; i Cy dobijamo da je matrica A™ oblika
0 9”
Konaé¢no rjeSenje sistema bi bilo oblika X,, = A" X, gdje je Xo = (g), pri ¢emu su «, 8 proizvoljni pocetni

uvjeti, odnosno

()= (& FORE0) () - (W 2= 07).

Dakle,

1\" 2 [ \"
n=(3) i (7-(3) )2
yn:9nﬂ-

Posmatrajmo sljedece slucajeve:

1. Neka je « =0, 8 # 0. Tada je:

) ) o lim z, = +o00, B>0,
Ty = 15(9" — (3)")B i vrijedi "h_’rﬁoxn ~ ., A<,
n—oo

lim y, = 400, (>0,
n—0o0
lim y, = —0c0, [ <0.

n—o0

Yn = 9" 1 vrijedi {
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2. Neka je a # 0, f = 0. Tada je
. lim z, =0, a€R,
— (L\n 1 — 1 11 3 n—oo
Tn = (3)"a iy, =01 vrijedi lim yn =0, acR.
n—oo

3. Neka je a # 0, 8 # 0. Tada je

1 , ) lim z, = 400, (>0,

_/1yn 2 /0n _ (1\n . CEN T n— 00

Tn = (2) a+ 17(9 (2) )B 1 vrijedi lim z, = —oc0, B <0,
n— oo

lim Yn = +00, ﬁ > Oa

— n 3 11 3 n—00
Yn = 9" 1 vrijedi { lim g, = —c0, B <0.

n—00

Na Slici 5 prikazan je fazni portret sistema iz ovog primjera.

‘/k “L\“"—‘

rtpaj

Slika 5: Fazni portret za slucaj kada su svojstvene vrijednosti [A;| < 11 [A2] > 1, tacka ekvilibrijuma je
nestabilna (sedlo)

Takoder bitno je napomenuti da u ovom sluc¢aju svojstveni vektori koji odgovaraju svojstvenim vrijed-
nostima za ovaj sistem jesu ose novog koordinatnog sistema (oznacene zutom, odnosno zelenom bojom),
buduéi da matrica A nije dijagonalna. Zbog toga je i

y2(n)

y1(n)

Yn

Tn

: I
1m B .

n—00

= lim
n—oo

4. Jedna od primjena linearnih sistema diferentnih jednacina

Primjer 4.1. Dio pustinje u sjeverozapadnom Meksiku naseljen je uglavnom sa dvije vrste Zivotinja: kojota
i ptica trkacica. Zelimo modelirati populacije ¢, i v kojota i ptica trkacica, redom, za t godina od sada ako
su trenutne populacije co i T poznate. Ako imamo da sljedeée jednacine modeliraju transformaciju ovog
sistema iz godine u godinu, s vremena t na vrijeme (t + 1):

Ct41 = 0.86@ + 0.087’t7
Ti4+1 = —0.12615 + 1.147"t7

ispitati stabilnost sistema.



A. Hrusti¢ / EVOLVENTA (JAMTK) 8 (2) (2025) 20

Rje3enje: Dati sistem se moze zapisati u matricnom obliku na sljedeéi nacin
Ce41) 0.86 0.08 Ct
Tt4+1 o —0.12 1.14 Tt ’

Vektor ¥; = (?) zovemo vektor stanja polaznog sistema diferentnih jednacina, jer u potpunosti opisuje
t

sistem u trenutku t.

Ako je A= 0.86 ~0.08 , imamo da je polazni sistem zapravo dat u obliku
—-0.12 1.14
£t+1 = Ait

Transformacija koju sistem prolazi u periodu od godinu dana je linearna, predstavljena matricom A:

Pretpostavimo da je poznato pocetno stanje: ¥y = <io). Cilj je pronaéi T;, za proizvoljno pozitivno t:
0

L AL Ao A A 5 A
0T DTy - T

Poznato je da ¢emo rjeSenje polaznog sistema &; pronaéi primjenom transformacije ¢ puta na poc¢etno stanje
To:

7 = A'Z.
Odgovarajuée svojstvene vrijednosti za dati sistem su Ay = 1.1 1 Ay = 0.9. Dakle imamo [A;| > 11 |As] < 1.
Zakljuéujemo da je tacka ekvilibrijuma (g) = <8), nestabilna, Stavise sedlo.
Da bismo razumjeli dugoro¢no ponaSanje ovog sistema i kako ono zavisi od pocetne vrijednosti, bilo bi

korisno da pronademo formule za ¢; i r¢, izrazavajuéi ove veli¢ine kao funkcije od vremena t. Uradit ¢emo
to za odredene (pazljivo odabrane) pocetne vektore stanja, kroz sljedeée slucajeve.

1. Slucaj 1 Neka su pocetne vrijednosti: ¢y = 1001 rg = 300. Tada je pocetni vektor oblika: Ty = <§88>

i vrijedi

L 4. (086 008\ (100\ _ (110\ _ . . (100\ _ . .. . .
Il_AmO_(—o.u 1.14) (300)‘(330)‘1'1 (300)‘1'“0_A1$0'

Jednakost AZy = 1.1#5 nam govori da je Zy svojstveni vektor matrice A za odgovarajuéu svojstvenu
vrijednost \; = 1.1. Moze se zakljuciti da ¢e sa ovako datim pocetnim uvjetima svaka populacija porasti
za 10% u toku naredne godine. Nastavljajuéi postupak mnoZenjem matrice A svaki put mnozimo &y
sa svojstvenom vrijednoséu 1.1, te je konacno rjesenje dato sa

7 = A%y = (1.1)'%.
Zakljuéujemo da je ¢; = 100(1.1)* i r; = 300(1.1)?, odakle vidimo da obje populacije rastu eksponen-
cijalno, za 10% vise svake godine.

2. Slucaj 2 Neka su pocetne vrijednosti: ¢y = 2001 ry = 100. Tada je pocetni vektor oblika: &y = <200>,

100
pa je

g (086 0.08) (200 _ (180\ _ o (200\ _ o .\
T = A% = (—0.12 1.14) (100) - <90) =09 <1oo> = 0.9%0 = AaTo.
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Jednakost AZy = 0.9%y nam govori da je Zy svojstveni vektor matrice A za odgovaraju¢u svojstvenu
vrijednost Ao = 0.9. Moze se zakljuciti da ¢e sa ovako datim pocCetnim uvjetima svaka populacija
opadati za 10% u toku svake naredne godine. Nastavljajuéi postupak mnozenjem matrice A svaki put
mnozimo ¥y sa svojstvenom vrijednoséu 0.9, te je konacno rjeSenje dato sa

7y = Al = (0.9)'%.

Zakljutujemo da je ¢; = 200(0.9)* i r, = 100(0.9)?, odakle vidimo da obje populacije opadaju, za 10%
svake godine. Pocetne populacije su neuskladene: previse kojota lovi premalo ptica trkacica, sto je
lose stanje za obje vrste jer obje teze izumiranju.

. Sluéaj 3 Neka je sada ¢y = 100 i o = 100. Tada je pocetni vektor oblika: Zy = <}88> i vrijedi

= A — 0.86 0.08) (100 _ (94

= A = 012 1.14) " \100) T \102)
Ovdje stvari ne funkcionisu tako dobro kao u prva dva slucaja koja smo razmatrali: vektor pocetnog
stanja #y ne moze biti svojstveni vektor matrice A u ovom slucaju, tako da za rjeSenja c(t) i r(t)

- . . . . . - 1 - 2

moramo traziti drugi pristup. Ideja je da se koriste svojstveni vektori 77 = (388> ivy = (188>,
koji su dobijeni u prva dva sluéaja. Svaki vektor u R? moze se jedinstveno napisati kao linearna

o . . oL .. y .o 1 .
kombinacija svojstvenih vektora ¥ i U5. Specijalno, za vektor pocetnog stanja Ty = (188) imamo
Zy = C171+Cs7. Nakon odgovarajuéeg izracunavanja dobijamo C; = % iCy = %, paje Xy = %
Ukoliko se prisjetimo, u prva dva slucaja dobili smo da je

Al = (1.1)') i Aty = (0.9) 5.

Upravo iz tog razloga imamo da je konacno rjesenje polaznog sistema dato sa:

1 2 1 2 1 /100 2 (200
S ptm ot [t 4 tt o t4 o tr t4
Ty =A%y =A <5v1 + 51}2) =(1.1) ;0L + (0.9) p02 = (1.1) E <300> +(0.9) E (100) .

Uzimajuéi u obzir komponente ove vektorske jednadzbe, sada mozemo pronaci zatvorene formule za
e(t) ir(t):

c(t) = 20(1.1)" +80(0.9)",

r(t) = 60(1.1)" + 40(0.9)".

Posto se ¢lanovi koji ukljuéuju (0.9)! priblizavaju nuli kako se ¢ poveéava, obje populacije na kraju

rastu za oko 10% godisnje, a njihov omjer :Eg se stabilizira oko vrijednosti % = 3.

Putanja koja predstavlja ponasanje populacija ovisno o vremenu ¢ za nas sistem kojot ptice trkacice
prema slucaju 3 prikazan je na Slici 6 zelenom putanjom. Da bismo stekli uvid u dugoro¢no ponasanje
ovog sistema i kako ono ovisi o pocetnom stanju, mozemo nacrtati grubu skicu koja prikazuje niz
razlicitih trajektorija, koje predstavljaju razlicite kvalitativne tipove ponaSanja. Tako je grafickim
prikazom na Slici 6 dat uvid u ponaSanje populacija ovisno o pocetnim uvjetima koje smo razmatrali u
slucajevima 1, 2, 3 za dati primjer. Vidimo da ¢e obje populacije (kojoti i ptice trkacice) napredovati
dugoro¢no ako omjer Z—g pocetnih populacija prelazi % Ukoliko to nije zadovoljeno, imat ¢emo izumi-
ranje obje populacije. Plava putanja predstavlja ponaSanje populacija prema slucaju 2, dok crvena
putanja predstavlja ponaSanje populacija prema slucaju 1.

O
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Slika 6: Fazni portret koji prikazuje ponaSanje populacija kojota i ptica trkacica, ovisno o vremenu t i
razli¢itim pocetnim uvjetima.
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Dokazivanje nejednakosti primjenom diferencijalnog racuna

Jasmina Rahmanovié?!

1 Behram-begova medresa u Tuzli

Rad posveéujem uvaZenom profesoru i mentoru prof. dr. Mehmedu Nurkanovidu, koji me je nesebiéno bodrio i usmjeravao
kroz studije i rad, povodom njegovog 65. rodendana

Sazetak: U ovom radu biée pokazano kako se uz pomo¢ diferencijalnog ratuna, te monotonosti i ko-
nveksnosti funkcija mogu dokazivati neke nejednakosti.

1. Uvod

Dokazivanje nejednakosti je tema kojom se najcesée bave nadareni ucenici, odnosno, ucenici koji se
spremaju za takmicenja, kao i njihovi mentori. Rad sa nejednakostima je mnogo zahtjevniji u odnosu na
jednakosti. Zato bilo koja inovativna ideja na ovu temu ¢e vjerovatno biti korisna onima koji se bave tom
problematikom. [1]

Uvedimo sada osnovne pojmove i ¢injenice koje ¢emo koristiti pri dokazivanju nejednakosti u narednoj
sekciji.

Definicija 1.1. [2],/3] Neka je funkcija f definisana na nekom inervalu I CR. Za funkciju f kaZemo da je
monotono rastuca ako za sve x1,xo € 1 vrijedi
r1 < Ty = f(:El) < f(iEQ) .

Za funkciju f kaZemo da je monotono opadajuca ako za sve x1,x2 € I vrijedi
x1 < x2 = f(z1) > f(x2) .

Teorem 1.2. [2],[3] Ako je funkcija f diferencijabilna na 1 @
f(z) >0,2a sve x €1,

tada je funkcija f rastuéa na 1, dok je funkcija opadajuéa na 1 ako je
f(z) <0,z2a svex €L

Ponekad nije tako jednostavno odrediti znak prvog izvoda funkcije, pa se tada gornja ¢injenica moze
poopéiti. Dakle, ako je n-ti izvod funkcije pozitivan na intervalu I, to jest, £ (z) > 0, tada je £~V ()
rastuéa funkcija na I. Analogno, ako je n-ti izvod funkcije negativan na I, to jest, f"(z) < 0, tada je
f=1(z) opadajuéa funkcija na I.

Ciljna skupina: srednja skola i fakultet

Kljuéne rijeci: nejednakosti, izvodi, monotonost, konveksnost, konkavnost, Lagrangeov teorem
Kategorizacija: Strucéno-istrazivacki rad

Rad preuzet: 01. decembar 2025.



J.Rahmanovié / EVOLVENTA (JAMTK) 8 (2) (2025) 24

Teorem 1.3. [2//3](Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti) Ako je funkcija f : [a,b] — R nepre-
kidna na [a,b] i diferencijabilna na otvorenom intervalu (a,b), tada postoji tacka c € (a,b) takva da je

f(b) — f(a)
b—a '

f'le)=
Definicija 1.4. [3] Za funkciju f kaZemo da je strogo konveksna na 1 ako za svako A (0 < A < 1) vrijedi

fAzr+ (1 = Naza] < Af(z1) + (1 = N) f(z2), za sve z1,z0 €1 .

Za funkciju f kaZemo da je strogo konkavna na 1 ako za svako A (0 < A < 1) wrijedi

fAzr + (1 = Naa] > Af(z1) + (1 — N) f(z2), za sve z1, 0 €1 .
Teorem 1.5. [2],[3] Ako je f:1— R dva puta diferencijabilna i ako je

() >0,za svex €1,
tada je funkcija f strogo konveksna na 1, a ako je

f'(x) <0,2a svex €1,

tada je funkcija f strogo konkavna na 1.

Teorem 1.6. (Jensenova nejednakost) Neka je f : 1 — R konkavna (konveksna) funkcija i neka su
A1y A2y .oy Ay nenegationi realns brojevi takvi da je Ay + A2+ ...+, = 1. Tada za sve x1,x2, ...,xy, € I vrijedi

f <Z )\kﬂﬂk) >N et (), (f (Z )\kﬂﬁk) < Z)\kf(xk)) - (1)
k=1 k=1 k=1 k=1
Stroga konkavnost (stroga konveksnost) vrijedi kad se u (1) stave znaci stroge nejednakosti.

2. Dokazi nekih specificnih nejednakosti
Primjeri koji slijede uglavnom su uzeti kao zadaci iz [4], te ovdje detaljno uradeni.
Primjer 2.1. Dokazati da vrijedi nejednakost

Vi S (4 1)VP n>9.

1
e za x > 0. Tada je

Nz
Inx

1 . 1
) = Vo sE T GTas 22—
T x 2z\/x

Rje3enje: Definisimo funkciju f tako da je f(z) =

8 =

pa je

2—Inz

2x\/T

Dakle, za = > €2 je f opadajuéa funkcija. Zato je za n > 9

f(n)>fn+1)

<0 <= 2-lnzr<0 < Inzx>2 < z>e2.

fl(z) <0
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pa je
Inn o In(n+1)
vn vn+1

odnosno,

V™ > In(n + 1)V" = V"> (n+ 1)V,

< Vn+1llnn>+y/nln(n+1),

a to je i trebalo dokazati.

Inz

NG

Napomena 1. Ideja za uzimanje u razmatranje monotonst funkcije f(x) = dolazi upravo iz nejedna-

kosti
Inn S In(n+1)
Vn NCES

koja se dobije logaritmiranjem nejednakosti koju treba dokazati.

Primjer 2.2. Neka je 0 < a < b. Dokazati da je tada
ba® —az’ <b—a, x> 1.
Rje3enje: Neka je f(x) = bx® — ax® — b+ a. Tada je
f'(x) = abs® ' — abab™1 = abz® " (1 — 2b77) .

Ocigledno, za x > 1 je f'(z) < 0, pa je f opadajuéa funkcija. A kako je f(1) = 0 i s obzirom da je f
opadajuca funkcija, to je f(z) < 0 za x > 1. Dakle, imamo da vrijedi

br® —azb —b+a <0,
odnosno,

ba® —az® <b—a,
za x > 1, §to je i trebalo dokazati. O
Primjer 2.3. Ako je 0 <z < I, onda je

27

sin? z

cosT < )
T

Dokazati!

sinx

Rjesenje: Neka je f(x) = Teens T Tada je

: —sing 2cos? xtsin’
T — Q . 2
, B COST\/COST — SN - 570 T oo _ cosz+1
@) = —1=—2v=7 _1=—""_" 1
COS T COS T 2 cos I+/COST

cos? x — 2coszy/cosx + 1 - (cosz —1)2
2coszy/cosx 2coszy/cosT

> 0,

za 0 <z < 3, jer je tada 0 < cosx < 1.
Dakle, f je rastuca funkcija za 0 < z < 7. Kako je f(0) =0, to je f(z) > 0za 0 < 2 < §. Zato imamo
da vrijedi

sinx sinx sin® x 9 sin? z
>0 >t =

— — >
\/COSXT 4/ COS T COS T z?

za 0 <z < 7. Time je polazna nejednakost dokazana.

> CcosT ,
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Napomena 2. Iz posljednjeg niza ekvivalencija u prethodnom primgjeru se takoder vidi ideja odabira funkcije
f(x) kako bi se dokazala navedena nejednakost.

O
Primjer 2.4. Dokazati da je, za x > 0
x
In(l+2) < ——— .
( ) Vvit+zx
Rjesenje: Neka je za x > 0
f(as)—L In(l+ z)
C Vitz '
Tada je
) = Vidtr—gA= 1 2+4a2)-z 1 z+2-2/TFa
1+z I1+z 20+2z)Vi4+zx 1+z 201+z)V1+=z
(I+z)-2VT+a+1  (V1+z—1)?
20+ a)WVi+z 20421tz
> 0,
za x > 0.
Dakle, f je rastuéa funkcija. Buduéi da je f(0) =0, to je f(z) > 0 za z > 0, pa je
x
In(l1+2z) < ,
( ) Vvi+z
za x > 0. O

Primjer 2.5. Dokazati da vrijedi

1
In(l++v1+22)<=+Inz, z>0.
x
Rjesenje: Posmatrajmo funkciju

f(a:):ln(l—l—\/l—&—J:Q)—%—lnx.

Tada je
1 1 1 1 T 1-2z
"(z) = . 24— - — = +
F@ = Thss svise e s T x| @
B z 1—1‘_$3+(1—$)(\/1+I2+1+1‘2)
V142241422 x? 22(vV1 4+ 22 +1 4 22)
o1+ 22+ Vit —avital—z  (VI+a?—2)(V1+a?+1)
2(V1+ 22+ 1+ 2?) 22(V1+ 22+ 1+ 22)

> 0,

jer V1 + a2 > x. Dakle, f'(x) > 0, pa je f rastuéa funkcija. Kako je

1++V1 21 1 1 1
f(x):lnwzln(+\/2+1>,
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to f(z) — 0 kad 2 — oco. Zato je f(x) < 0 za svako z > 0, to jest

1
In(l++v1+22)———lnz<0,
z

odnosno,

1
In(l++v1+2?) <lnz+—.
x

Primjer 2.6. Dokazati da vrijedi

(1—}—%) <e?, x>0,a>0.

Rjesenje: Posmatrajmo funkciju f(z) = xln (1 + E) na (0,400) i a > 0. Tada je
x

1 a

1+2 22
= ln(1+g>f ¢ .
T r+a

Primijetimo da je f’(z) > 0 ako i samo ako je

f'(z)

1n(1+9)+x~
T

a
r+a

ln(1+%)>

odnosno, ako i samo ako je
In (““" * a) S 2)
T xr+a

Funkcija In(1 + ) zadovoljava pretpostavke Legrangeovog teorema (Teoreml.3) na segmentu [0, u], (u > 0),
pa psotoji ¢ € (0,u) tako da je

Inl4+u)—Inl=

1
-0
o w=0).
to jest

In(1+4+wu) =

I

1+c¢
odakle, zbog 0 < ¢ < u, slijedi

L<ln(1+u)<u,u>0.
1+wu

Primjenom posljednje nejednakosti, nije tesko zakljuciti da je nejednakost (2) zadovoljena, pod uvjetima
zadatka. Zaista,

a
ln<$+a>zln(1+g)> E— = a4 .
T T 1+ 4 r+a

Dakle, f'(x) > 0 za svako z > 0, §to znadi da je posmatrana funkcija rastuéa na (0, +o0). Ako pustimo da
T — 00, imacemo da vrijedi

T
lim xln(l—i—g): lim ln(l—l—g) =a.
T T

T—r00 T—>00
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Prema tome, funkcija f je rastuéa i f(x) — a kad 2 — oo, pa je f(x) < a za svako x > 0, to jest,
xln (1 + E) <a,
T
ili,
a xr
In (1 + 7) <a,
x
odnosno,
x
(1 + ﬁ) < e,
x
za svako z > 0, §to je i trebalo dokazati.

Napomena 3. [ u prethodnom primgeru se vidi da je ideja uzimanja funkcije f u navedenom obliku poslje-
dica logaritmiranja nejednakosti koja se dokazuje.

Primjer 2.7. Dokazati da vrijedi nejednakost
e —1—z <z z>0.
Rjesenje: Neka je
flx)=a%" —e"+a+1.
Tada je
fl(x) =2ze® +2%® —e* +1=e"(z2 +22 - 1)+ 1.
Dalje je
f'(x)=e"(@® +2x —1) +e(2x +2) =e"(2® + 4z + 1) .

Ocigledno je f”(x) > 0 za sve z > 0, pa je f’ rastuéa funkcija. Kako je f/'(0) = 0, to je onda f'(x) > 0 za
x > 0, pa je f rastuca funkcija. S druge strane, zbog f(0) =0 je f(z) > 0, za x > 0. Dakle,

et —1—x <22 .

Primjer 2.8. Za x € (0,7), dokazati da je
22

In(1+cosz) <In2— T

Rje3enje: Neka je
22

f(z) =In(1 +cosx) —In2 + T

Tada je
sinx x

PN i
Fla) = 1+cosx+2'
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Dalje je
—cosz —cos?x —sin®z 1 —1 —cosx 1 cos?z —1

1" — -_—_=—_— -_———--
fiw) = (1 + cosx)? T3 (1 + cosx)? "2 2(1 + cosz)?

)

za © € (0,7). To znaéi da je f’ opadajuéa funkcija, a kako je f'(0) =0, to je f'(x) <0, za z € (0, 7). Sada
zakljuéujemo da je f opadajuéa funkcija, a zbog f(0) = 0, slijedi f(x) <0, za x € (0, 7). Dakle,

22
In(l1+cosz) <Iln2— —.

4
Primjer 2.9. Dokazati da je
In(1 + 2?) < zarctanz < 2%, = > 0.
Rjesenje: Prvo ¢emo dokazati lijevu nejednakost. U tu svrhu posmatrajmo funkciju

f(z) =In(1 + 2?) — zarctanz .

Sada je
fl(z) = 2 arctans — ——— = — % _ _ arctanz .
1+ 22 1+22 1+22
Dalje imamo
1—a? 1 —222

@) = (1+ 22)2 T 1422 (1+22)2°

Ocigledno je f”(z) < 0 za x # 0. Zato je f’ opadajuca funkcija, a kako je f/(0) = 0, to je f'(z) < 0 za
z > 0. Dakle, f je opadajuéa funkcija za & > 0, pa zbog f(0) =0 je f(z) <0 za x > 0, to jest

In(1 + z?) < rarctanx .

Dokazimo sada desnu nejednakost. Neka je
g(x) = arctanz — x .

Tada je

1 —z2

- 1=
14 22 1422

g'(x)

pa je ¢'(x) < 0 za x # 0. Dakle, funkcija g je opadajuda, a zbog ¢(0) = 0, imamo da je g(x) < 0 za z > 0.
Zato je

arctanx < x ,
odakle, nakon mnozenja sa x > 0, slijedi
zarctanz < 2 .
Sada mozemo zakljuciti da, za = > 0, vrijede nejednakosti

In(1 + %) < rarctanz < z°.
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Primjer 2.10. Dokazati da za proizvoljno x > 0 i n € N vrijedi

no_k

k=0
Rjesenje: Lijeva strana je oCigledna (jer je e* = Z ﬁ) Stavimo
k=0
f(x)fae —e —I—ZE, x> 0.
k=0
Tada je
1 x gk
/ _ S x il
f(m)—ne +ne e+zk!,
k=0
odnosno,
z+1 gk
/ _ x x o
k=0
Dalje je
T+ 2 2k
1" x €T
f ( ) - e” + Z ﬁ ’
k=0
te zaklju¢ujemo induktivno da je
f™(z) = mez —e"+1,2>0.
n
Pri tome je
1 2 o n—1
F0) =0, (0) = =, f"(0) = s, f70(0) = —

Jos je
f™@)>1,2>0.

Sada, iz Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti(Teorem 1.3), vrijedi
-1
Fe (@) > i +z,2>0.
n

Naime, funkcija f(™~1(x) zadovoljava pretpostavke Lagrangeovog teorema na segmentu [0,z], (z > 0), pa
postoji ¢ € (0, z) tako da je

FD (@) = F7(0) = fr(e) (@ - 0)
to jest,

FO @) = P e

n
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odnosno,

n—1

Fr V@) =

n—1
+f"(c)a:>T+x,

jerje f"(c) >1zac>0.
Analogno je

n—2 n-—1

FI(z) > +

z, x>0,

jer i f("=2)(z) zadovoljava uvjete Teoremal.3, pa postoji ¢; € (0, z) tako da je
FOD (@) = fO72(0) = fF D ()

odnosno,

_9 -2 -1 -2 -1
f(77,72)(:r) — n + f(nfl)(cl)x > L + <TL —+ Cl> €T > L + L xr
n n n n n

Induktivno, zaklju¢ujemo da je
1 2
fl(@)>—+-z,2>0
n o n
f@)>Z2>0.
n

Prema tome,

no ok
T, . T
—e' — —>e" — —, = >0.
n n 1;01“7

Primjer 2.11. Dokazati da vrijedi nejednakost

xlnm—kylnyz(m—i—y)lnx;y, x>0,y >0.

Rjesenje: Posmatrajmo funkciju
fx)=zhz,xz>0.
Tada je

1

fl@)y=hhz+1if'(z)= =

Jasno je da je f(z) > 0 za x > 0, pa je posmatrana funkcija strogo konveksna na (0, +00). Zato je

f(@) + fy) s (YY)
2 2
Sto slijedi iz Definicije 1.4, uzimajuéi A =
Dakle,

1
3

xlnerylnyZ(achy)lnx;—y, x>0,y>0.
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Primjer 2.12. Dokazati da za bilo koje n € N i {x1,xa,...,2,} C (0,7) vrijedi nejednakost

n 1 n
H sinzp < sin (n ; :ck)

k=1

Rjesenje: Posmatrac¢emo funkciju
f(z) =Insinz

na intervalu (0, 7). Tada je

fl(x)=cotzi f'(x)=—

To znac¢i da je funkcija f strogo konkavna na (0,7), pa je, prema Jensenovoj nejednakosti za konkavne

funkcije (uzimajuéi Ay = g = - - -\, = 1)

f <izxk> Z%

k=1

1
——<0.
s~ x

> ),

n

(S

odnosno,

In sin
k=1

1 n 1 n
— T > — Insinx
DIAES e

ili
In sin

to jest,

n 1 n
H sinxy <sin | — o
™

k=1

Sto je i trebalo dokazati. O

Zadaci za samostalan rad

Dokazati da vrijede sljedeée nejednakosti.
203 +322 - 122 +7>0, 2 > 1
£>lnx, x>0,2#0
:ﬁe%<eﬂ”71, x>0

e l4lne—20+1>0, 2>1
e < (1+z)** 2>0

1 x+1
<x—2&— ) <z® x>0

U =

>
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Rjesavanje algebarskih jednadzbi koriStenjem osobina cirkularnih
matrica

Emira Ljubunéié!, Sabina Hrusti¢?

1JU Gimnazija Mesa Selimovié
2 Univerzitet u Tuzli, PMF, Odsjek matematika

Posveéeno u ¢ast 65. rodendana cijenjenog profesora i mentora prof. dr. Mehmeda Nurkanoviéa

Sazetak: U ovom struénom radu prezentiran je metod rjeSavanja kubnih jednadzbi uz pomo¢ cirkularnih
matrica, preciznije, koristenjem odredenih njihovih osobina. Dato je nekoliko primjera na kojima je
demonstrirana primjena metoda, te uporedba sa ostalim poznatim metodima rjeSavanja kubnih jednadzbi,
odnosno istaknute prednosti jednog u odnosu na druge.

1. Uvod

Da li ste se nekada zapitali kako rijesiti neku algebarsku jednadzbu bez poznate formule? Ako jeste, onda
je ovaj clanak bas za vas!

Rjesavanje kvadratnih jednadzbi u¢imo jo§ u drugom razredu srednje skole i ne predstavljaju nam nikakav
problem, s obzirom da postoji jednostavna formula koja nam daje korijene (nule) odgovarajuéeg polinoma.
Medutim, Sta kada se neki matematicki problem svede na rjesavanje kubne ili jednadzbe Cetvrtog stepena?
Postoji vise nac¢ina za njihovo rjesavanje: od klasi¢ne Cardanove formule i faktorizacije, Ferrarijeve formule,
do numerickih i grafickih metoda. Svaki od njih ima prednosti, ali uglavnom i neka ogranicenja.

Jedan od manje poznatih metoda za rjeSavanje kubnih algebarskih jednadzbi, koji je u okviru magistarskog
rada [3] obradila Emira Ljubunéié¢, uz pomoé mentorice Sabine Hrustié, je vrlo elegantan i priliéno jednos-
tavan metod, koji zahtijeva koristiStenje osobina cirkularnih matrica.

Cirkularne matrice su bile poznate jos u XIX vijeku, §to dokazuju radovi matematicara kao sto su Gauss i
Sylvester, a danas imaju Siroku primjenu u teoriji signala, kriptografiji i numerickoj linearnoj algebri. Ove
matrice, ¢ije se vrste cikli¢no rotiraju, omogucavaju povezivanje sa karakteristi¢cnim polinomima i otvaraju
vrata za rjeSavanje jednadzbi viSeg stepena kroz linearnu algebru.

Na slican nac¢in moguce je pristupiti i rjeSavanju jednazbi cetvrtog stepena, Sto je takoder obradeno u
magistarskom radu [3].

Posebno nam je zadovoljstvo sto ovu metodu mozemo primijeniti u nastavi kako za srednjoskolce, kojima
ovakav pristup priblizava apstraktne koncepte, tako i za studente kojima cirkularne matrice mogu posluziti
kao praktican alat za analizu nula polinoma trec¢eg stepena.

Zasto koristiti cirkularne matrice?

Ciljna skupina: srednja $kola, edukacija u matematici
Kljucéne rijeci: algebarske jednadzbe, cirkularne matrice
Kategorizacija: Strucéno-istrazivacki rad

Rad preuzet: 01. oktobar 2025.
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e FElegantna struktura: Pojednostavljuje izracunavanje determinanti i svojstvenih vrijednosti.

e Povezanost sa algebrom: Direktno povezuje linearne algebarske metode sa klasi¢nim problemima te-
orije polinoma.

e Didakticka vrijednost: Pogodne za demonstraciju ucenicima i studentima jer omogucavaju vizuelno i
logicko povezivanje vise oblasti matematike.

Prije nego sto predemo na konkretne primjere, prisjetimo se kako funkcioniraju cirkularne matrice i zasto
su korisne za rjesavanje jednadzbi treéeg stepena.
2. Cirkularne matrice i njihova svojstva

Cirkularne matrice predstavljaju posebnu klasu kvadratnih matrica koje imaju cikliénu (cirkularnu) struk-
turu. Neka je matrica C = [¢;j]nxn, a njena prva vrsta oblika

(00701102’ .. '7Cn71)~

Kazemo da je matrica C' cirkularna matrica ako svaka sljedeéa vrsta nastaje ciklicnim pomakom prethodne
vrste ulijevo. Takva matrica ima oblik

Co C1 Ca ° Cp—1
Cn—1 Co C1 ° Cp—2
_ _ | Cn— Cn— C cee o Cp—
C - CCchlv-an—l - n—2 n—1 0 n—3
C1 C2 c3 Co

Cirkularna matrica je u potpunosti odredena svojom prvom vrstom. Ima konstantne vrijednosti na ”dija-
gonalama” paralelnim s glavnom dijagonalom, $to znacajno pojednostavljuje njenu analizu, vidjeti [1, 2].
U opéem slucaju, cirkularne matrice nisu simetriéne. Medutim, u specijalnom slucaju, kada za koeficijente
vrijedi uslov

Ck=Cn_k, k=1,2,...,n—1,
elementi matrice su rasporedeni simetri¢no u odnosu na glavnu dijagonalu, te je cirkularna matrica sime-
tricna.
Neka za matricu A, vektor X # 0 i parametar \ vrijedi

AX = )X,

Tada parametar A\ zovemo svojstvena vrijednost matrice A, a vektor X svojstveni vektor matrice A koji
odgovara svojstvenoj vrijednosti A. Nalazenje svojstvenih vektora matrice svodi se na rjesavanje homogenog
sistema (A—AI)X = 0. Da bi ovaj sistem imao netrivijalna rjesenja, operator A— Al ne smije biti regularan.
Prema tome, njegova determinanta mora biti jednaka nuli. Dakle, svojstvene vrijednosti matrice A su nule
karakteristi¢nog polinoma det(A — AI), odnosno rjesenja karakteristicne jednadzbe det(A — AI) = 0.

Osnovna svojstva cirkularnih matrica

Neka je C cirkularna matrica dimenzije n X n ¢ija je prva vrsta (0,1,0,...,0). Tada vrijedi da je
cr=1,

gdje je I jedini¢na matrica. Ovo implicira da su svojstvene vrijednosti matrice C rjeSenja jednadzbe
At =1,

odnosno n-ti korijeni jedinice.
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Primger: Cirkularna matrica reda 3

Posmatrajmo matricu

01 0
cC=10 0 1
1 00
Direktnim ra¢unanjem dobijamo
0 0 1 1 0 0
c?=11 0 o}, =101 0| =1
010 0 0 1

Kako je C? = I, slijedi da su svojstvene vrijednosti matrice C rjesenja jednadzbe
N =1

Takoder, svaka cirkularna matrica reda 3 ima oblik

Ch €C1 C2
A= Cy Cyp C1
1 €2 Co

Ovakva matrica moze se zapisati i u obliku
A= C()I + ch + CQCQ,

gdje je C osnovna cirkularna matrica reda 3.

PridruZeni polinom

Neka je A svojstvena vrijednost osnovne matrice C, a X pripadajuéi svojstveni vektor. Tada vazi
CX =\X, CFX =XX, zasvakokeN.

Prema tome, za matricu A = ¢gI +¢c1C + -+ + ¢,—1C™ 1 vrijedi
AX = (co+ad+ e+ -+ A" HX.

Izraz
qA)=co+ar+ 1) G PR L

predstavlja svojstvenu vrijednost matrice A i naziva se pridruzeni polinom. Ovaj polinom sadrzi sve infor-
macije o svojstvenim vrijednostima cirkularne matrice.

Buduéi da su svojstvene vrijednosti osnovne matrice C, n-ti korijeni jedinice, mozemo jednostavno izracunati
vrijednosti pridruzenog polinoma za te korijene i dobiti rjesenja odgovarajuce jednadzbe. Na taj nacin
rjeSsavanje algebarskih jednazbi svodi se na rac¢unanje svojstvenih vrijednosti odgovarajuce cirkularne ma-
trice, odnosno analizu pridruzenog polinoma. Ova perspektiva vodi do metode za rjeSavanje kvadratnih,
kubnih i jednazbi ¢etvrtog stepena, jer omogucéava da apstraktne polinomske jednadzbe prevedemo u pro-
blemski okvir linearne algebre.

3. Postupak za rjesavanje kubnih jednadzbi koristenjem cirkularnih matrica

U ovom dijelu prikazujemo kako se kubna jednadzba moze rijesiti koriStenjem osobina cirkularnih matrica.
Pristup je zasnovan na povezivanju zadatog polinoma sa posebno konstruisanom cirkularnom matricom.
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Koraci rjesavanja
Korak 1. Polazimo od opceg oblika kubne jednadzbe

gdje je
p(z) = 2 + ax® + Bx + .

Korak 2. Uvodi se smjena
a
r=Y—-7,

3
kako bismo eliminisali kvadratni ¢lan i dobili potisnutu kubnu jednadzbu oblika

Y+ By +m =0

Korak 3. Povezujemo ovu jednadzbu sa cirkularnom matricom oblika

0 b
C=|c 0
b ¢

O 0

Primjedba 3.1. Zbir elemenata glavne dijagonale ove matrice, to jest, trag matrice C, jednak je nuli, sto
odgovara eliminaciji kvadratnog ¢lana u potisnutoj kubnoj jednadzbi.

Korak 4. Odreduje se polinom
det(AI — C).

Za cirkularnu matricu

Q
I
>~ 0o o
SIR=J=)
o = o

vrijedi
det(M — C) = A* — (b® + ) — 3bc \.

Korak 5. Povezivanje sa reduciranom jednadzbom
Izjednacavanjem sa reduciranom jednadzbom

Y+ By+mn=0

dobijamo uvjete
b4+ = -y, 3bc = — 4.

Korak 6. Eliminacija jedne nepoznate
Tako se izraz
b+ ¢ = (b+c)® — 3be(b + c)

moze zapisati u ovom obliku, on ne omogucéava neposredno odredivanje vrijednosti b i c. Zbog toga uvodimo
smjenu inspirisanu Vieteovim formulama. Neka je

t=10°, s=c3.

Tada iz uslova dobijenih u prethodnom koraku slijedi

B\ _ B
t+s=—, ts = b3c3 = (be)® = (——) = =1
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Dakle, brojevi t i s su rjesenja kvadratne jednadzbe
22— (t+8)z+1ts=0,
odnosno
2 ﬁ% 0
2+ mz— 97 = U
Rjesenja ove jednadzbe su
483 463
, A+ B -+
= S = .
2 ’ 2
Otuda dobijamo
483 483
bg_—ﬁ1+VW%+%§ Pt B+
B 2 ' B 2 ’
Primjedba 3.2. U izrazima za b i ¢ wvodimo pomocéne konstante
2 3
_ _n A
m= "=yt
pri cemu vrijeds
b=/ m++vn, c=+4/m—+/n.
Korak 7. Pridruzeni polinom
Koriste¢i dobijene vrijednosti b i ¢, formiramo pridruzeni polinom
g(\) = bA 4 A2
Korak 8. Nalazenje rjesenja koristenjem kubnih korijena jedinice
RjesSenja se racunaju za
1 V3 1 V3
A =1 do=w=—=+—4 A=w?=—-2-2L5
1 ) 2 w 2 + 2 2 3 w 2 2 2
gdje je
p=q(1),  p=qw), yz=q").
Korak 9. Rjesenja pocetne jednadzbe su
T =1y — =, 1=1,2,3
Primjer 3.3. Nadéi nule polinoma
p(x) = 2® — 32% — 62 — 20.
Rjesenje. Najprije uvodimo standardnu smjenu kojom se uklanja kvadratni ¢lan, x = y— 5, gdje je a = =3,

pa je x = y + 1. UvrStavanjem ove smjene u pocetnu jednadzu dobijamo
(y+1)3 =3y +1)2—6(y+1)—20=0,

odnosno reduciranu kubnu jednadzu
y> — 9y —28=0.
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Dobijena jednadzba je oblika
v} + By +m =0,
gdje je f1 = —9 i y; = —28. RjeSenje trazimo u obliku
y=b+ec,
pri ¢emu vrijedi
b+ 3 = —v =28, bc:f%:&
Iz uslova be = 3 slijedi b3c® = (be)® = 27. Neka je b3 = m + /n, ¢® = m — /n. Tada je

B+l =2m=28 = m=14,

et =m?—n=21,
odakle slijedi n = 196 — 27 = 169. Prema tome,
b =14+13 =27, A =14-13=1,

pa je
b=3, c=1.

Jedno realno rjesenje reducirane jednadzbe je
n=b+c=4
Vra¢anjem smjene z = y + 1 dobijamo prvo rjeSenje pocetne jednadzbe
T = 5.
Preostala dva rjesenja dobijaju se koristenjem kompleksnih kubnih korijena jedinstva i imaju oblik
Yo3 = —2+iV/3,

pa nakon vracanja smjene slijedi
To3 = —14iV3.

Dakle, nule polinoma p(x) su
z1 =5, Ty = —1+iV3, z3=—1—14V3.

Kako je
g(1)=b+c=3+1=4,

nakon uvodenja smjene prvo rjesenje je
xr1 =Yy + 1=5.
Za kompleksne kubne korijene jedinstva dobijamo

1
q<2 + égz) =—2+iV3,

pa je, nakon vracanja smjene, drugo rjesenje
zo = —1+iV3.

Analogno,

odnosno, nakon vrac¢anja smjene, treée rjesenje je

x5 = —1 —iV3.

38
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Primjer 3.4. ( Solarna energija) Neka solarna elektrana na krovu porodiéne kude dnevno proizvede i
akumulira ukupno 500 kWh elektricne energije. Dnevna dobit x uw kWh (odnosno koli¢ina energije koja
direktno pokriva potrodnju ili se moZe prodati) zadovoljava relaciju

z® 4+ 2 = 500.
Kolika je ta dobit?

Rjesenje. Rjesavamo kubnu jednadzbu
z® + 2 — 500 = 0.

Jednadzba je ve¢ u reduciranoj formi
2%+ fra+y =0, pr =1, 11 = —500.

Kako trag odgovarajuce cirkularne matrice mora biti jednak nuli (zbog izostanka kvadratnog ¢lana), cirku-
larna matrica koja odgovara ovoj jednadzba ima oblik

C =

S0 O
o o o
SO 0

Karakteristi¢ni polinom koji odgovara matrici C' je
det(A\I —C) = \* —b® — ® — 3bc .
Poredenjem s polinomom z3 + z — 500 dobijamo sistem

b3 + 3 = 500,
3bc = —1.

Iz druge jednadzbe slijedi
1
be = -3 b3 = (be)® =

1
5
Neka je

b =m++/n, A =m—+/n.

Tada vrijedi
B+ =2m =500 = m = 250,

1
27’

1
odakle slijedi n = m?2 + o7 odnosno n = 62500 + % Prema tome,

3 1 3 / 1
b—\/250+ 62500—&-?, c-\/250— 625004—?,

Poznati kubni korijeni iz jedinice su

A =1, Ay = —— +

Uvrstavanjem u pridruzeni polinom
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dobijamo rjesenja

1 =b+ec, xQ:b)\QJrc)\g, T3 :b/\3+c/\§.

Kako su x5 i 3 kompleksno konjugovana, jedino realno rjesenje je x = b+ ¢, odnosno
r ~ 7,895 kWh.

Dnevna dobit solarne elektrane iznosi priblizno 7,895 kWh. Ovaj primjer pokazuje kako se realan model iz
energetike moze opisati kubnom jednadzbom i rijesiti koristenjem osobina cirkularnih matrica, povezujuéi
apstraktne matematicke metode s prakti¢nim primjenama u savremenim temama energetske efikasnosti.

4. Zakljucak

Kubne jednadzbe mozemo rjesavati na razne nacine: pomocéu Cardanovih formula, Tschirnhausovog me-
toda(vidjeti [3]), ali i primjenom osobina cirkularnih matrica. Tschirnhausov metod je racunski zahtjevniji,
dok Cardanove formule ¢esto vode do komplikovanih korijena koje je tesko interpretirati bez racunarske
podrske.

Postupak rjesavanja kubnih jednadzbi pomocu cirkularnih matrica, odnosno, njihovih osobina, je primjen-
ljiv, jednostavan za pracenje i didakticki interesantan. Dovoljno je znati koeficijente cirkularne matrice i
na osnovu njih odrediti korijene polinoma, kao i sam polinom. Dobra strana ove metode je $to njenom
primjenom sigurno pronalazimo rjeSenja zadate jednadzbe, pri éemu postupak njihovog pronalaska povezuje
znanja iz razli¢itih oblasti matematike.

Kroz istrazivanje sprovedeno tokom izrade magistarskog rada, uocile smo razlicite prednosti i nedostatke
metoda koje se koriste za rjeSavanje jednadzbi stepena veéeg od dva. U nastavku prikazujemo sazeto
poredenje najces¢ih pristupa:

Metoda

Prednosti

Nedostaci

Cardanova formula

Egzaktno rjesenje, moze se di-
rektno primijeniti na kubne jed-
nadzbe

Tesko primjenljiva u nastavnoj
praksi zbog slozenih racuna i
rada sa kopleksnim brojevima

Tschirnhausova metoda

Generalizabilna na vise stepene;
Cisto algebraicki pristup

Racunski vrlo slozena; zahtijeva
vise koraka i transformacija

Cirkularne matrice

Intuitivna veza sa linearnom al-
gebrom; pogodna za nastavu;
omogucava uvid u strukturu
rjesenja

Zahtijeva poznavanje koncepta
matrica i svojstvenih vrijednosti

5. Za dalje istrazivanje

Tako smo se u ovom ¢lanku fokusirali na rjeSavanje kubnih jednadzbi koristenjem cirkularnih matrica, ista
ideja moze se prosiriti na jednadzbe cetvrtog stepena i §ire. Posebno je zanimljiva moguénost primjene ovog
pristupa u ra¢unarstvu, digitalnoj obradi signala i teoriji kodiranja, gdje cirkularne matrice igraju vaznu
ulogu.

Kao podsticaj za dalje istrazivanje i primjenu metode, ostavljamo ¢itaocima sljedeca dva zadatka.

Zadatak 1.
Rijesite jednadzbu
22 +322—-92+7=0
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pomod¢u metode cirkularnih matrica. Uvedite odgovarajuéu smjenu i pronadite nule polinoma koristeéi
pridruzeni polinom.

Zadatak 2. (Primjena)
Pretpostavimo da u jednom danu sistem pametne distribucije elektricne energije balansira izmedu potrosnje,
rezervi i prodaje. Ako je ukupna efektivna snaga u kWh izrazena modelom

3 4+ 2z = 162,

odredite realnu dobit izrazenu u kilovat-satima koriste¢i osobine cirkularnih matrica. Objasnite smisao
smjene i uporedite sa numerickim rjesenjem.
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Balansirajuc¢i i kvadratno-trougaoni brojevi

Sanela Halilovi¢!, Amela Selimovié?

IPMF, Univerzitet u Tuzli
2JUMS saobracéajna skola Tuzla

Posvecéeno u cast 65. rodendana cijenjenog profesora dr.sci. Mehmeda Nurkanoviéa

Sazetak: U ovom radu pokazujemo kako kvadratno-trougaone brojeve mozemo odrediti pomoéu od-
govarajuce Pellove jednacine. Zatim predstavljamo balansirajué¢e brojeve i dajemo vezu sa kvadratno-
trougaonim brojevima, te nekoliko rekurentnih relacija koje vrijede medu njima.

1. Uvod

Trougaoni broj T, je prirodni broj oblika w, gdje je n € N. Ovaj broj se moze predstaviti u obliku
pravilnog trougla. Naime, T,, tackica se moZe ravnomjerno rasporediti u obliku jednakostrani¢nog trougla,

te otuda i ovakav naziv. Tako dobijamo:

n~(n+1).

T,=14+2+..4n= 5

Trougaoni brojevi su: 1,3,6,10,15, ....
Kvadratni broj (ili potpun kvadrat) K, je broj oblika n?, gdje je n € N. K,, tataka mozemo ravnomjerno
rasporediti u obliku pravilnog ¢etverougla, to jest kvadrata. Kvadratni brojevi

K,=14+3+5+..+(2n—1)=n?

su brojevi: 1,4,9,16,25, ....
Trougaoni i kvadratni brojevi spadaju u figurativne brojeve, a vise o njima moze se pogledati u radu [5].

Definicija 1.1. Diofantska jednacina
22 —dy? =1, (1)
gdje je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat, naziva se Pellova jednacina.

Pellova jednacina je rjesiva za svaki d. Najmanje rjeSenje u skupu prirodnih brojeva Pellove jednacine
zovemo fundamentalnim rjesenjem.

Ciljna skupina: srednja skola i fakultet

Kljuéne rijeci: trougaoni brojevi, kvadratni brojevi, balansirajuéi brojevi, Pellova jednacina
Kategorizacija: Strucéno-istrazivacki rad

Rad preuzet: 10. decembar 2025.
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Teorem 1.2. Pellova jednacina (1) ima beskonaéno mnogo rjesenja. Ako je (x1,y1) fundamentalno rjesenje,
onda su sva rjesenja (T, yn) u skupu prirodnih brojeva ove jednacine data formulom

Ty +yn\/a = (l’l +y1\/8)n.

Pellove jednagine se mogu rjesavati pomocu razvoja broja v/d u verizni razlomak (vidi [4]).
Svaki realan broj a se moze zapisati u obliku

1
a:a0+71

a + ——
as + ...

ili krade zapisano a = [ag; a1, ag, .. .].

Definicija 1.3. Neka je ag cijeli broj i neka su a1, ag, ... prirodni brojevi. Ako je o = [ag; a1, az;...] onda

ovaj izraz nazivamo razvoj broja o u jednostavni verizni razlomak. Razlomak bi _ [ag; ai,...,a;] je i-ta
i

konvergenta od «, a; je i-ti parcijalni kvocijent od o, a o; = [ai; ait1,...] je i-ti potpuni kvocijent od c.

Propozicija 1.4. Za n > 2 vrijedi
DPn = an * Pn—1+ Pn—2, Po =ag, pr =ap- a1+ 1,
Gn = 0an *Gn-1+qn-2, Qo =1, q1 = ax.

Dogovorno uzimamo da je p_o =0, p_1 =1, g2 =114 ¢g_1 = 0. Uz ovaj dogovor Propozicija 1.4 vrijedi za
sve n > 0.

Teorem 1.5. Sva rjesenja Pellove jednacine x> — dy? = 1 u skupu N x N su oblika (z,vy) = (pi, q:), gdje
su p;/q; konvergente u razvoju broja /d u jednostavni veriini razlomak. Neka je r duZina perioda u razvoju
broja Vd u jednostavni verizni razlomak. Ako je r paran, onda su sva rjeSenja jednacine data sa:

(.’L’,y) = (pnrfh%’brfl)a n € N.

Fundamentalno rjesenje je (x1,y1) = (Pr—1, Gr—1)-
Ako je r neparan, onda su sva rjeSenja jednacine data sa,

(xvy) = (p?nr—lv q2nr—1) )

dok joj je fundamentalno rjesenje (x1,y1) = (Par—1, G2r—1)-

2. Kvadratno-trougaoni brojevi

Postoje brojevi koji su istovremeno i kvadratni i trougaoni. Na primjer, broj 36 je kvadratni jer je
K¢ = 6% = 36, ali i trougaoni jer je Tz = 82%9 = 36 (vidi Sliku 1). Dakle, Sesti kvadratni broj je jednak
osmom trougaonom broju. Brojevi koji su istovremeno i trougaoni i kvadratni brojevi, nazivaju se kvadratno-
trougaoni brojevi. Za n-ti kvadratno-trougaoni broj mozemo koristiti oznaku S, .

Da li ima jos takvih brojeva i koliko ih ima?

Da bismo nasli sve kvadratno-trougaone brojeve, treba rijesiti sljedeéu jednacinu,

K, =T. (2)
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Slika 1: Kvadratno-trougaoni broj 36 kao kvadrat i kao trougao.

Dobijamo,

W2 m(m+ 1)
2

m?+m—2n% =0+

m? +m + —2n2:1<:>
4 4

<m+1>2—2n21<:>

2 4

(2m+1)* —8n? = 1.

Ako u (3) uvedemo smjene 2m + 1 = z i n = y, dobit éemo Pellovu jednacinu:
z? — 8y2 =1.

Koristit ¢éemo razvoj broja v/8 u jednostavni verizni razlomak
V8 =1(21,4,1,4,..] = [21,4],

gdje vidimo da je period r = 2 paran.
U Tablici 1 se nalazi nekoliko prvih konvergenti razvoja broja v/8 u verizni razlomak.

i|-21-1]0|1}2 ]3] 4]5 6
a; 2114|1411 4 1
pi | O | 1 | 23|14 |17 | 82|99 | 478 | 577
g | 1|0 |1]1|5 |6 29|35 169|204

Tablica 1: Konvergente razvoja broja /8.

Prema Teoremu 1.5 sva rjeSenja jednacine (4) u skupu prirodnih brojeva su:
(l'nvyn) = (pm"fla q"rfl) = (anfla Qanl)v ne Na

. pi . e C
gdje su = konvergente razvoja /8 u verizni razlomak, a fundamentalno rjesenje je
i

(xhyl) = (prfh QTfl) = (plaql) .

44

Iz Tablice 1 vidimo da je (x1,y1) = (3,1) fundamentalno rjeSenje jednacine (4), te Getiri prva rjeSenja su:

(z1,91) = (p1, 1) = (3,1)
(z2,92) = (p3,q3) = (17,6)
(w3,y3) = (p5,95) = (99,35)
(24,y4) = (p7,q7) = (577,204).
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Sva rjeSenja su data sa:

:cn-}-yn\/g:(?)-l-\/g)”, n €N.

z—1
Kada vratimo smjene: n =y i m = ——, dobijamo Tablicu 2 sa rjeSenjima polazne jednacine (2).

2
r |y=n m:x—l K, =n? Tm:w
2 2
3 1 1 1 1
17 6 8 36 36
99 35 49 1225 1225
577 | 204 288 41616 41616

Tablica 2: RjeSenja (z,y) Pellove jednacine i rjeSenja jednacine K, = Tp,.

S obzirom da su zadnje dvije kolone jednake, ti brojevi su zaista istovremeno i trougaoni i kvadratni bro-
jevi. Takvih brojeva ima beskonaéno mnogo jer i rjesenja odgovarajuée Pellove jednacine (4) ima beskonacno
mnogo.

3. Balansirajuéi brojevi

Indijski matematicari Behera i Panda (vidi [1]) su krajem 90-ih godina proslog stoljeéa razmatrali sljedeéi
problem: Postoje li dva uzastopna trougaona broja ¢iji je zbir opet trougaoni broj? Dakle, pitamo se postoje
li cijeli brojevi nir, n>1, r > 0 takvi da je

Ty + Ty = Tgr 7 (5)
Uocimo da je

Ty + To =15+ 21 = 36 = Tk,
te

T34 + T35 = 595 + 630 = 1225 = T,
pasu (n,r) = (6,2) 1 (n,r) = (35, 14) rjeSenja postavljenog problema.

595 595
|
|

1+2+3+,.,+33+34 36+37+...+48+49

r=14

Slika 2: Balansirajuéi broj n = 35 sa balanserom r = 14.

Prirodno je pitati se ima li jo§ parova prirodnih brojeva koji zadovoljavaju postavljeni problem. Pokazat
¢emo da ih ima beskonaéno mnogo. Relacija (5) je ekvivalentna izrazu

14+2+...4n—-1D)+0+2+...4n)=1+2+...+n+n+1)+...+(n+7),
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to jest
142+...+n—-1=Mn+1)+n+2)+...+(n+r). (6)

Na prethodnu relaciju mozemo gledati kao na diofantsku jednacinu sa nepoznatima n i r, pa se pocéetni
problem svodi na trazenje rjeSenja jednacine (6).

Definicija 3.1. Neka su n € N i r € Ny brojevi koji zadovoljavaju jednacinu (6). Tada se n naziva
balansirajuci broj, a r njemu pridruzeni balanser. Oznaka za n-ti balansirajuci broj je B,.

Uocimo da je trivijalno rjeSenje jednacine (6) uredeni par (n,r) = (1,0). Oznacavamo ga sa B; = 1.
Pokazali smo da su 6 i 35 balansiraju¢i brojevi sa pripadnim balanserima r = 2 i r = 14, respektivno. To
su sljedeca dva balansirajuc¢a broja: By = 6 1 B3 = 35.

Na prvi pogled naziv ovog niza brojeva - balansirajuéi brojevi (engl.balancing numbers) zvuéi neobicno.
No, pogledamo li Sliku 2 na kojoj smo vizualizirali balansirajuéi broj Bs, vidimo ravnotezu, to jest ”balans”
dva zbira uzastopnih prirodnih brojeva.

Jednaginu (6) mozemo zapisati kao

n(nz— 1) N 7"(7‘;— 1)’ (7)
odnosno

Uocimo da je desna strana u (8) upravo jednaka (n 4+ r)-tom trougaonom broju, pa stoga vrijedi sljedecéa
karakterizacija balansirajuéeg broja.

Teorem 3.2. Prirodan broj n je balansirajuci ako i samo ako je n? trougaoni broj.
Sa druge strane (7) mozemo shvatiti i kao kvadratnu jednacinu po r :
P24+ 2n+1)r—n*+n=0 (9)

Jasno je da je n balansirajuci ako i samo ako postoji pozitivno cjelobrojno rjesenje prethodne jednacine, to
jest ako i samo ako je

. —(2n+1)+vV8n2 +1
= 5 ,

prirodan broj. Dalje, zaklju¢ivanjem da diskriminanta jednacine (9) mora biti potpun kvadrat dobijamo jo§
jednu karakterizaciju balansirajuc¢eg broja.

Teorem 3.3. Prirodan broj n je balansirajuéi ako i samo ako je 8n? 4 1 potpuni kvadrat.
Prema prethodnoj tvrdnji zaklju¢ujemo da su balansirajuéi brojevi upravo rjesenja Pellove jednacine
m? —8n? =1, (10)
pa ih stoga postoji beskona¢no mnogo. Skup svih rjesenja Pellove jednacine (10) po nepoznatoj n je upravo
niz balansirajuéih brojeva (B,,).
Dakle, balansirajuéi broj n je prirodan broj koji zadovoljava jedna¢inu T, + T}, +1 = Ty, za neki r € Np.

Nadalje, n je balansirajuéi broj ako i samo ako je n? trougaoni broj (Teorem 3.2), odnosno

2
Bn = Lntrs
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gdje je r pripadni balanser.

Prema onome §to smo pokazali, niz kvadrata balansirajuéih brojeva (B2) upravo predstavlja niz kvadratno-
trougaonih brojeva. Dakle, kvadrat svakog balansirajuc¢eg broja je kvadratno-trougaoni broj i obratno, ko-
rijen svakog kvadratno-trougaonog broja je balansirajuéi broj.

Detaljnije o trougaonim, kvadratnim, kvadratno-trougaonim i balansirajué¢im brojevima moze se naéi u [3].
Sada ¢emo navesti tvrdnju koja nam daje dvije rekurzivne relacije za balansirajuée brojeve.
Lema 3.4. Neka su By, n € N balansirajuéi brojevi. Tada za sve n > 2 vrijedi:

a) Bn+1 = 6Bn - anly
b) B2 =1+ B,_1Bn1.

Dokaz se moze vidjeti u [2]. Jednakosti iz Leme 3.4 mozemo iskoristiti za generisanje balansirajucih brojeva,
uz pocetne uslove By =11 By = 6.

Teorem 3.5. Niz kvadratno-trougaonih brojeva (Sy), zadovoljava rekurzivnu relaciju:
Sp+1 =345, — Sp—1+2,

za n > 2, uz pocetne uslove S =1, Sy = 36.

Dokaz: Kvadrirajmo obje strane rekurzivne relacije iz Leme 3.4 pod a). Vrijedi

(BTL+1)2 = (GBn - anl)z
B2, =36B2 - 12B,B,_1 + B2

n—1

=36B; —12B,B,_1+2B, | - B, _,
=36B2 - 2B,_1 (6B, — B,_1) — B2_,
=36B2 —2B, 1B,.1 — B>_,

=34B2 +2B2 - 2B,,_1B, 1 — B2

n—1
=34B2 +2 (B2 — By-1Bny1) — BA_4
- 34B72l +2 ((1 + ananﬁLl) - ananJrl) - 3371
=34B2 +2-DB2_,.

Ovdje smo u predzadnjem redu jednakosti koristili Lemu 3.4 pod b). Dakle dobili smo
B2, =34B2 B, +2,

S§to je upravo jednacina
Sp+1 =345, — Sp—1+2,

jer za svaki prirodni broj n vrijedi B2 = S,,. O

Zadatak 1. Pokazati da za svaki balansirajuéi broj x vrijedi da je F(x) = 2x/1 4 822 takode balansirajudi
broj.

Rjesenje: Broj x je balansirajuéi broj, pa je 1 + 822 prema Teoremu 3.3 potpun kvadrat. Broj
n(n+1)
2

8x2(148z2)
2

je trougaoni broj jer je oblika . Sa druge strane, kako je M = 422%(1 + 82?), on je i potpun
kvadrat jer su i 422 i 1 + 822 potpuni kvadrati. Prema tome, 4z2(1 + 8z2) je kvadratno-trougaoni broj, a
to znaci da je y/422(8z2 + 1) = 2zv/1 + 822 balansirajuéi broj. O

Na kraju preporucujemo ¢itaocima da se joS pozabave ovim interesantnim brojevima i ostavljamo nekoliko
zadataka kao podsticaj.
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Zadatak 2. Pokazati da za svaki balansirajudi broj x vrijedi da je G(x) = 3x++/1 + 822 takode balansirajudi
broj.

Zadatak 3. Dokazati da za balansirajuce brojeve vrijedi
BZn = Bn . (Bn+1 - Bn—l)-
Zadatak 4. Za svaki prirodni broj n vrijedi By + Bs + -+ + Ba,_1 = B2, gdje su B,, balansirajuéi brojevi.

Zadatak 5. Za svaki prirodni brojn vrijedi Bo+ By+- - -+ Ba, = B, By 11, gdje su By, balansirajuci brojevi.
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Priblizna konstrukcija ugla od 1 radijana

Jens Carstensen!, Alija Muminagié!
Kraljevina Danska

Posveceno u ¢ast 65. rodendana cijenjenog prof. dr. Mehmeda Nurkanoviéa

Sazetak: U ovom ¢lanku dajemo nekoliko pribliznih konstrukcija ugla od 1 rad.

1. Uvod

Radijan (u oznaci rad) je mjerna jedinica za ugao. Veli¢ina centralnog ugla a u radijanima je jednaka omjeru

duljine kruznog luka [ nad tim uglom i polupre¢nika kruznice r, tj. a = —.
r
Tako imamo da je radijanska mjera ugla, ¢ija je mjera
L

u stepenima jednaka 180° jednaka 2, gdje je L obim
r

—~

2rn
kruZnice, tj. —— = rrad ili 180° = mrad.
ﬁ r
Zato je

o

lrad = ~ 57,29578° =57°17'44,8"

i1° =~ rad ~0,01745rad.
180

Dokazano je da konstrukcija ugla od 1rad nije moguca. Medutim, uradeno je mnogo interesantnih pribliznih
konstrukeija i nekoliko takvih dajemo u ovom ¢lanku.
Preporucujemo da obavezno proditate ¢lanke [4] i [5].

2. Prva konstrukcija

Konstrui$imo kruznicu k(O, 1) i u tacki A konstrui$imo tangentu t. Na tangenti t, s iste strane tacke A odredimo
tatke B i C tako da je AC = 2 i AB = +/3. Konstrukcija duZi +/3 je data na Slici 11. Zatim na tangetni t odredimo
tacku D takvu da je CD = %. Spojimo tacke O i D i presje¢nu tacku kruznice i pravca kroz tacke O i D ozna¢imo

sa E. Dokazat ¢emo da je duljina luka AE priblizno jednaka 1rad. Imamo

BC 1

1 3 3
AD =AC+CD =AC + - =AC + Z(AB —AC) = ZrAc+ ZAB =25t V3~ 1,558012702.

AW
Al

Ciljna skupina: srednja $kola, fakultet
Kljuéne rije¢i: radijan, ugao
Kategorizacija: Struéno-istragivacki rad
Rad preuzet: 01. juli 2025.
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U AOAD je tana = ATD pa je AD =tana ~ 1,558012702, odakle je a ~ 1rad. Kako je tan1l = 1,557407725,
¢itaoci sami mogu ocijeniti gresku.

Slika 1

3. Druga konstrukcija

U kruznici k(O, 1) konstruiSemo dva medusobno nomalna pre¢nika AD 1 BC, (Slika 12). Tacka E polovi
duzinu OA a tacka F leZi na pre¢niku AD, tako da je EF = EB. Konstrui$emo kruznicu k; (O, OF) i tangentu na
tu kruznicu iz tacke B. Dodirnu tacku te tangente i kruznice k; oznacimo sa G. Pravac kroz tacke B i G sijeCe
kruznicu k u tacki H. Primjenom Pitagorinog teorema na trougao OEB dobijamo

1)? 5 5
BE2:OE2+032:(—) +1:—(:>BE=£.
2 4 2
Osim toga, vrijedi
5 1 5—1
GO:FO:EF—EO:BE—EO:§—E:‘/_2

oG 0G 5—1
U pravouglom trouglu OBG je sin<<OBG = oB-1 - 1/_2
arcsin(@) ~ %rad. Dalje je XxHOC = 2-¥XHBC =2-<0OBG =2- %rad = grad, gdje prva jednakost vijedi
zbog odnosa centralnog i periferijskog ugla nad istim lukom a druga jer je trougao OBH jednakostranican.
Povucimo paralelu kroz tacku O sa duzinom BH i presje¢nu tacku te paralele s kruznicom k oznacimo sa K.

Vrijedi <HOK = %rad = ¥KOC. Simetrala <KOC sijece kruznicu k u tacki L i sa slike vidimo da je

pa je <0BG = arcsin (Y3 ) ~ 0,666239 ili

2 1
XHOL = <XHOK + <KOL = grad-i- grad = 1rad.

Ovdje je dakle priblizna vrijednost za 1rad data sa % arcsin(%) ~ 0.9993591rad.
Napomena: Iz jednog dijela ove konstrukcije moZemo dobiti i pribliznu konstrukciju broja 7. Zaista, Pitago-
rina teorema primijenjena na trougao OBG daje

1/3—1)2=4—6+2«/§= V5—1

~ 0.618034
2 4 2

BG2=032—062=12—(
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Sto je ekvivalentno sa

BG = v/ 0.618034 ~ 0.786151 ~ %

i lako konstruiSemo © = 4 - BG.

4. Treca konstrukcija

KonstruiS$emo kruznicu k(O, OA) i neka tac¢ke B, C i D leze na kruZnici k tako da je BC = CD = DA = OB,
(Slika 21). Neka je tacka P srediSte duzine OA. Nacrtajmo sada kruznicu k;(P,PA) a u ta¢ki O konstruiSemo
normalu na AB i presje¢nu tacku te normale i kruZnice k ozna¢imo sa E. Neka pravci provuceni kroz tacke P i E
te P i C sijeku kruznicu k; u tackama F i G. Na kruznici k odredimo tacke I i H tako da je EI = EF i CH = HG.
Presje¢nu tacku pravca kroz H i O sa kruznicom k oznac¢imo sa J, a projekciju tacke C na pre¢nik AB sa Q.

Dokazat ¢emo da je <IJH = 1rad.

MozZemo uzeti da je OA = OB = 1. Tada je OP = %, pa Pitagorina teorema primijenjena na trougao OPE daje

1\2 5 5
PE2=OP2+OE2=(—) +12=—<:>PE=‘/——.
2 4 2
5 1 5—-1
Zatoje El =EF =EP—PF = g —3= ‘/—2 . Trougao OBC je jednakostrani¢ni sa duzinom stranice 1, a CQ
V3

je njegova visina, pa imamo CQ = 2

Pitagorina teorema za trougao PQC daje

2
3
CP?2=CQ*+PQ*= /3 +12:Z(:>CP:£.
2 4 2
Sada je
1 -1
CH=CG=CP—PG=‘/—7——=‘/7
2 2 2
E
; D C D
G |
| H
P ¥
A : B
0o Q E C
J
ky

(€D) (2)

Slika 2
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_ . . . ... .. XIOE

Dalje je trougao OIE jednakokraki i vrijedi EI = 2Sin$ = % = Zsmg i odavdje slijedi 5 =

. v5—1 . . . . . . v7—1
arcsin V5 = % Imamo da je £<EOC = % itrougao OCH jednakokraki, pa je CH = 2-sin %, tj. ‘/—T =

XCOH XCOH -1

2-sin , odakle je = arcsin V7 .

Sa slike vidimo da je <IOH = <IOE + <EOC + «COH i zbog <IJH = %, dobijamo:

XIOH <<IOE <XEOC <«COH 7—1 11 7—1
XIJH = = + + - +£+arcsin V7 = —n+arcsin V7 ~ 0,999987rad.
2 2 2 2 10 12 4 60

Primijetimo da je ova priblizna konstrukcija dosta dobra, ali je poprilicno komplikovana.

5. Cetvrta konstrukcija

Neka je EA pre¢nik polukruznice k(O,0A=1), OB L OAi tacka C na pre¢niku EA = 2 takva da je AC =AB =
v/2, (Slika 22). U tacki C konstruiS$emo normalu na OE i presje¢nu tacku te normale i polukruZnice k ozna¢imo
sa D. Jasno je daje OD =11 0C =AC —AO = +/2— 1. Pitagorina teorema u trouglu OCD daje

CD?>*=0D*-0C*=1>—(V2—-1)?>=2(V2-1).
zatim imamo CE = AE —AC = 2— +/2, a u trouglu DEC je
DE>=CE*+CD*=(2—-vV2)*+2(vV2—-1)=2v2(vV2-1)

i konacno iz trougla DEC slijedi sinp = %, odakle je
.y DC? 2(v/2-1) 1
sin“p=—=——"—=—

DE?  2/2(v2—1) 2

L ~0,9989rad. Jednostavna konstrukcija i mala greska.

paje ¢ = arcsin -~

6. Jos nekoliko konstrukcija

Prvo ¢emo dati pribliznu konstrukciju ugla od 3rad. Kvadrat ABCD je upisan u kruznicu k(O, 1) i smjeSten u
pravougli koordinatni sistem xOy kao na Slici 31. Pri tome su tatke M i N srediSta stranica BC i AD upisanog
kvadrata. Povucimo pravac kroz tacke A i M i presjek tog pravca i kruznice k ozna¢imo sa P, a presjek pravca
kroz O i N sa Q. Dokazat ¢emo da je <XQOP = a ~ 3rad.

1
Lako pokazujemo da tacka M ima koordinate M (E, O), a da je jednacina pravca AM

1 (x 1 ) o
y=3 3
S druge strane kruznica k ima jednacinu
x2+y*=1 @)
7vV2 V2
pa rjeSavanjem sistema jednacina (1) i (2), dobijamo koordinate tatke P (Tf’ %)

Neka je P; projekcija tacke P na x-osu. Tada u pravouglom trouglu OP; P vrijedi

EE

PP, 1
tan<P;OP = tan<MOP = — = =
oP, 71

S

1
7

(=]

tj. <MOP = arctan% i konac¢no
1
a=<XQOP =1 —<XMOP = © —arctan 7 = 2.999656 ~ 3rad.

Pokus$ajmo sada koriste¢i Sliku 31 konstruisati ugao od 1rad.
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y y
Y
T K
D C D S C
R
af P P
x x
Ql N 1 O M [P, Q 0 M
A B A B
k k
(€} (2
Slika 3
6.1. Peta konstrukcija

Kako je Y (0O, 1), dobijamo da je
1 1/m T 3 T 3 7T 9
—¥XPOY +2-<«<POM = — (——<):POM) +2:-4¥POM = —+ —<¥POM = —+ -(n—3)=— — =~ 1rad.
2 2\2 4 2 4 2 4 2

6.2. Sesta konstrukcija
Neka je tacka R na BC takva da je CR: RB =1 : 7. Povucimo pravac kroz tactke Ri S (S je srediste duzi CD) i

presjek tog pravca i kruznice k oznacimo sa T. Jednacina tog pravca je y = —%x + iz, a jednacina kruznice k je
2 2 _ _— . . . - . . v 4-12v2 16+3v2 ;
x* + y* = 1. RjeSavanjem tog sistema jednacina dobijamo koordinate tacke T( S 17 ), (Slika 32).

_ . . 224/2—81
Ugao izmedu vektora oT = (%i, %ﬁ) { 0P = (%5, {—g) odreden je sa cos § = OT-0P = Tﬁ’
tj. B =1.99875.

Simetrala ugla f = <POT je OK i polovi luk TP, pa svaki od dijelova luka TP (. TK = KP) ima duzinu
3B =0.999375 ~ 1rad.

6.3. Sedma konstrukcija

Na produZzetku duZzi OD, preko tatke D, konstruisimo tacku U, tako da je OU = 4/ 1?2 -0OD = %ﬁ - 1. Tako

dobijamo koordinate tactke U (—%, %) Presjeénu tacku pravca kroz tacke P i U ozna¢imo sa T. Tada je XTOQ ~

1rad, ¢iji dokaz prepustamo ¢itaocima, (Slika 41).
6.4. Osma konstrukcija

Neka je K(0,—1) i neka tacka S lezi na kruznici takva da je <POS = %(POK, (Slika 42). neka je tacka T
dijametralno suprotna tacki Sna kruznici. Tada je <POT ~ 1rad.
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Yy Yy
U
T T
D C D C
p 0 p
X X
Q (0] M Q )/ M
A B A - B
k S k
K
(@) (2)
Slika 4

Imamo <POK = <POM + %, pa je

&POS = 24POK = > ({POM + E) = 2gpom + 2T,
4 4 2) 4 8
Sada je
XPOT =n—<xXPOS=mn— E<KPOM — 5_71: = 3—7[ — E<):POM = 3—7T — E -0,141897 ~ 1,000726 rad.
4 8 8 4 8 4
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Nagradni zadatak: Unedogledna trka

Preko sedam gora i sedam mora postoji zemlja Unedogledija u kojoj svi zive unedogled dugo. Tamo se nalazi gumeni
tepih duzine jedan metar koji se moze rastezati do unedogled. Na jednom kraju tepiha se nalazi neumorni crvié¢ koji
grabi ka drugom kraju tepiha brzinom jedan centimetar u minuti. Na drugom kraju trake nalazi se ¢ikica ¢ija je
uloga da nervira crvica tako $to nakon svake minute on rastegne tepih za jedan metar. Na pocetku ove zanimljive
”trke” zitelji Unedogledije su bili podijeljeni u misljenju da ¢e crvi¢ ikada doé¢i do drugog kraja tepiha. Ali kako je
vrijeme prolazilo sve ih je viSe bilo ubijedeno u isti ishod trke. Vrijeme je prolazilo i prolazilo ...

Svaki put kada cikica istegne tepih, dio tepiha koga crvi¢ prede ostaje isti! Nakon §to ¢ikica prvi put istegne tepih
crvié je presao —i=-nu tepiha, nakon drugog istezanja crvié¢ je presao si--nu istegnutog tepiha, nakon treée minute

100 200
500-nu i tako dalje. Dakle, nakon n minuta crvi¢ je presao put
SR DR ST S B SUNE ST !
100 200 300 n-100 100 2 3 n)’
1
Izraz (1 + % 4 % RS %) predstavlja n-tu parcijalnu sumu S,, poznatog harmonijskog reda Z %
k=1

Pitanje ”Da li ¢e crvi¢ ikada do¢i do kraja trake?” se svodi na pitanje da li S, moze prec¢i vrijednost 100 za neko
n € N? Ako bi to bilo moguce, tada bi vrijedilo ﬁ -Sn > 1, a to bi znacilo dolazak crvi¢a na kraj trake! Pa, da li
je ovo mogudée?

Savremenim racunarima mozemo provjeriti na primjer da je

S1000000 ~ 14.392726722.

Tako vrijednost ove milionite parcijalne sume obeshrabruje za pozitivan odgovor na postavljeno pitanje, ipak se
pokazuje da ée za n = 2 - 10*® minuta S, biti veéi od 100, a to znaci da ée crvié ipak doéi do kraja tepiha. 2-10%3
minuta pretvoreno u godine je 10%”, a §to je mnogo vise od 13 milijardi godina, na koliko se u savremenoj teorijskoj
fizici procjenjuje da je star nas svemir.

Zadatak. Da li postoji prirodan broj n veéi od 1 takav da je zbir

LI S
2 3 n’

cijeli broj?

Ciljna skupina: svi uzrasti
Rjesenje zadatka dostaviti najkasnije do 01.06.2026. godine, putem e-maila ili na adresu casopisa (postom)
Prvo pristiglo, ta¢no i potpuno rjesenje bit ¢e nagradeno novéanom nagradom od 50 KM.
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RjesSenje i rjesavatelji nagradnog zadatka iz Evolvente 7 (2) 2024.

Prvo, tacno pristiglo rjeSenje nagradnog zadatka iz broja 7 (2) 2024. je dala Lamija Smajlovié, OS
”Mushin Rizvi¢” Fojnica, ucenica 7. razreda. Time je ovaj rjesavatelj zasluzio predvidenu nagradu urednistva
Evolvente.

Tacno rjesenje su dali i Selma Mujaéié¢, Mak Simlesa, Ajdin Karié i Lana Zepié.

Zadatak. Imamo dvanaest kuglica koje su po svemu identicne, osim Sto je jedna od njih drugacije mase.
Pri tome ne znamo da li je laksa ili teZa od ostalih jedanaest. Na raspolaganju nam je vaga bez utega. Kako
pomoéu tri mjerenja odrediti koja je kuglica "lazna” i kakve je mase (da li je laksa ili teZa od ostalih)?

Rjesenje:
Primjedba: Primjetimo odma na pocetku da ako imamo tri kuglice i medu njima je lazna, uz podatak da
li je laksa ili teza, mozemo odrediti laznu kuglicu pomoc¢u jednog mjerenja. Naime, stavljajuéi po jednu od
tih na tasove vage imamo dvije moguénosti: 1) Ako je ravnoteza, lazna je preostala kuglica i znamo da je
laksa ili teza. 2) Vaga nije u ravnotezi, lazna je na tasu i pronalazimo je iz informaciju da li je laksa ili teza.
Kuglice dijelimo u tri grupe A, B i C, po 4. U prvom mjerenju stavljamo na jedan tas kuglice iz A i na
drugi tas kuglice iz B.

1. Kuglice su u ravnotezi. Lazna se nalazi u grupi C'. Uzimamo tri kuglice iz grupe C i tri kuglice iz A i
izvodimo drugo mjerenje.

(a) Kuglice su u ravnotezi. Lazna kuglica je preostala kuglica iz grupe C i ne znamo njenu tezinu.
U tre¢em mjerenju ostaje samo utvrditi da li je teza ili laksa. To ¢inimo tako §to nju stavimo na
jedan tas, a bilo koju ”pravu” kuglicu stavimo na drugi tas. Ravnoteza nije moguca, pa ostaje
samo utvrditi da li je lazna teza ili laksa.

(b) Kuglice nisu u ravnotezi. Lazna je u kuglicama grup C, a u zavisnosti od toga da li su kuglice
iz C pretegle ili ne saznajemo da li je lazna teza ili laksa. Koristeéi se primjedbom sa pocetka
odredujemo koja je lazna i kakva je.

2. Kuglice nisu u ravnotezi. Recimo da su kuglice iz A pretegle kuglice iz B. Kuglice grupe C' su ”prave”.
Uzimamo tri kuglice iz grupe A i mjenjamo ih sa tri kuglice grupe C, a tri kuglice grupe B mijenjamo
sa uzetih tri kuglice grupe A.

(a) Kuglice su u ravnotezi. Dakle, lazna je medu tri uzete iz grupe B i znamo da je laksa. Sada
ponovo iskoristimo primjedbu sa pozetka.

(b) Kuglice nisu u ravnotezi.

i. Neka je pretegao tas na kome se nalaze kuglice grupe C'. Kako je i u prethodnom mjerenju
taj tas pretegnuo, to znaci da je lazna kuglica Getvrta kuglica na tom tasu (iz A) i ona je teza
ili ¢etvrta kuglica na drugom tasu (iz B) koja je laksa. U posljednjem mjerenju stavljamo
jednu ”pravu” kuglicu na jedan tas, a na drugi jednu od ovih koje su potencijalno lazne.
A. Ako je ravnoteza, ona koju nismo stavili na tas je lazna i znamo koje je tezine.
B. Ako nije ravnoteza, znamo koja je lazna i koje je tezine.

ii. Neka je pretegao tas na koga smo prebacili tri kuglice iz grupe A. Ovo znac¢i da je lazna
medu te tri iz grupe A i znamo da je teza. Pozovimo se opet na polaznu primjedbu.

Ciljna skupina: svi uzrasti
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