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Uvodna ryec

Udruzenje matematicara Tuzlanskog kantona (UM TK) u 2018. godini je
pokrenulo stru¢no-metodicki ¢asopis EVOLVENTA (JAMTK). Ime ¢asopisa
potje¢e od imena poznate krive u matematici (kriva koja tangente neke date
krive sijete pod pravim uglom naziva se evolventom te krive, vidjeti web
stranicu https://en.wikipedia.org/wiki/Involute).

Casopis FEvolventa je namijenjen ucenicima i nastavnicima osnovnih i
srednjih skola, te studentima prvog i drugog ciklusa studija. Sadrzi strucne
radove iz matematike, informatike i metodike nastave matematike i
informatike, ali i teme iz drugih podrucja ako su na neki na ¢in povezane s
osnovnim profilom ¢asopisa. Takoder sadrzi stalnu rubriku Kutek za zadatke,
namijenjenu ucenicima osnovnih i srednjih skola. U okviru ove rubrike stalno
su prisutni sljedeéi sadrzaji: konkursni zadaci, rjeSenja konkursnih zadataka iz
prethodnog broja, zabavna matematika, nagradni zadatak, a povremeno se
mogu pojavljivati i drugi sadrzaji poput zadataka sa zajednickih maturskih
ispita, odnosno zadataka s kvalifikacionih ispita na fakultetima Univerziteta u
Tuzli i sl.  Najbolja pristigla uceni¢ka rjeSenja konkursnih zadataka se
objavljuju u narednom broju casopisa, kao i spisak svih ucenika, rjesavatelja
zadataka, s brojevima uspjesno rijeSenih zadataka. Za prvo pristiglo, potpuno
tacno, rjeSenje nagradnog zadatka predvidena je adekvatna nagrada.

Casopis Fwvolventa iskljucivo je finansiran sredstvima donatora, sponzora i
sredstvima Udruzenja matemati¢ara TK i dostupan je jedino u online formi na
web stranici UM TK: www.evolventa.ba. U 2019. godini, kao i u 2020. godini,
¢asopis ima samo po jedno izdanje. Razlog tome je $to smo ¢ekali registraciju
casopisa u NUB BiH i dodjelu ISSN broja, a §to je pozitivno rijeSeno u
septembru 2020. godine. Ubuduée planiramo da ¢e ¢asopis imati minimalno
dva izdanja godisnje.

Pozivamo citatelje, a posebno nastavnike, ucenike, studente i ¢lanove
Udruzenja matematicara TK da Salju svoje radove za objavljivanje u casopisu
FEvolventa. Pri tome se treba strogo drzati uputa sadrzanih na web stranici
UM TK.

Urednicki odbor ¢asopisa i Predsjednistvo UM TK se posebno zahvaljuju
kolegicama i kolegama, nastavnicima i asistentima, s Odsjeka matematika
Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta u Tuzli za veliku podrsku u
objavljivanju ¢asopisa Evolventa.

U Tuzli, 31. decembra 2020. godine

Urednistvo
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Eksponencijalne jednadzbe i nejednadzbe

Mehmed Nurkanovié?, Zehra Nurkanovié?

% Prirodno-matematicki fakultet u Tuzli, Odsjek matematika

Sazetak: U radu se, nakon razmatranja osnovnih osobina eksponencijalne funkcije, detaljnije razmatraju
eksponencijalne jednadzbe i nejednadzbe, s i bez parametara. Uz osnovne teorijske napomene kompleksnost
ovih jednadzbi i nejednadzbi ilustrirana je nekim karakteristicnim primjerima.

1. Uvod

Sli¢no kako je to pokazano u [5], u slu¢aju iracionalnih jednadzbi i nejednadzbi, eksponencijalne jednadzbe
i nejednadzbe su takoder poprilicno nezgodne za ispitivanje. I za njih naravno ne postoji opéi postupak
rjeSavanja. Tako smo u moguénosti rijesiti samo neke relativno jednostavne tipove eksponencijalnih jednadzbi
i nejednadzbi. U ovom radu bit ¢e date osnovne teorijske postavke koje ¢e omogucéiti njihovu ilustraciju na
nekoliko karakteristi¢nih primjera s pazljivo odabranim jednadzbama i nejednadzbama s i bez parametara.
Buduéi da se eksponencijalne jednadzbe i nejednadzbe vrlo ¢esto pojavljuju na raznim nivoima takmicenja
iz matematike za ucenike srednjih skola, to nam daje razlog viSe za motivaciju pri pisanju ovog rada.
Poseban problem je, kao i kod drugih jednadzbi elementarne matematike, kad se zahtijeva diskusija rjesenja
eksponencijalne jednadzbe ili nejednadzbe u ovisnosti o nekom realnom parametru.

Kako bi kvalitetno mogao pratiti naredno izlaganje, Citatelj treba dobro da poznaje teoriju i primjene
kvadratnih jednadzbi i nejednadzbi, kao i iracionalnih jednadzbi i nejednadzbi (v. [1-6]). Prije nego
pristupimo detaljnijem proucavanju ovih jednadzbi i nejednazbi, upoznajmo se prvo s eksponencijalnom
funkcijom i njenim osobinama, koje ¢e nam biti od velike koristi kasnije.

Definicija 1.1. Funkcija f: R — RT, f(z) =a®, 0< a# 1, naziva se eksponencijalnom funkcijom.
Osobine eksponencijalne funkcije:

a) Funkcija y = a” je definirana za svako = u skupu realnih brojeva.
b) Funkcija y = a® je pozitivna za svako realno z (a® >0, xz € R).

c) Ako je a > 1, tada 21 < x2 = a® < a®2, tj. funkcija je monotono rastuéa. Ako je 0 < a < 1, tada
1 < Ty = a®' > a”2, to jest funkcija je monotono opadajuéa. Medutim, uo¢imo sljedeée: ako je
a =1, tada je a® = 1 = 1 za svako z, tj. funkcija ima konstantnu vrijednost, pa nije zanimljiva za
ispitivanje zbog ¢injenice da nije injekcija, tj. nema inverznu funkciju. To je razlog zbog Cega je u
definiciji eksponencijalne funkcije nametnuto ogranicenje a # 1.

Ciljna skupina: srednja skola

Kljuéne rijeci: eksponencijalna funkcija, eksponencijalne jednadzbe i nejednadzbe
Rad preuzet: Rad preuzet: 30. septembar 2020.

Kategorizacija: Struéno-metodicki rad
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X
y=a (a>1)

=ax (0<a<1)

(a) (b)

Slika 1: Grafici eksponencijalnih funkcija: (a) @ > 1, (b) 0 < a < 1.

d) Ako je z =0, tada je a* = 1 za sve a > 0.
e) Za a > 1 uintervalu (—00,0) je0<a* <1l,azal<a<1jea” >1.

U intervalu (0,+o0) zaa>1jea” >1,azal<a<1lje0<a” <1.

2. Eksponencijalne jednadzbe i nejednazbe - teorijski osvrt

Definicija 2.1. Jednadzbu kod koje se mepoznanica nalazi u eksponentu nazivamo eksponencijalnom
jednadzZbom.

Naravno, u opéem slucaju eksponencijalnu jednadzbu nije mogudée rijesiti. To se moze uciniti samo s
jednostavnijim oblicima tih jednadzbi.
Buduéi da je eksponencijalna funkcija bijektivna, to vrijedi

=a" (0<a#l) <= z =29

Na ovoj ¢injenici je zasnovano rjeSavanje najjednostavnijih eksponencijalnih jednadzbi. Naime, datu eksponen-
cijalnu jednadzbu je najcesce moguce svesti na oblik

@ =a9@  (0<a#1), (1)
koja je ekvivalentna jednadzbi
f@)=g(z),

vodedi, naravno, racuna i o definicionim podrué¢jima funkcija f i g.
Medutim, ¢esto se u zadacima pojavljuju eksponencijalne jednadzbe, gdje se nepoznanica nalazi i u bazi
stepena. Najjednostavniji oblik takve jednadzbe je

[a @) =[a@)]™  (a(x)>0). (2)

Uoc¢imo prvo da je definiciono podruéje ove jednadzbe ustvari presjek definicionih podruéja funkcija f, g i a,
tj. DP =D (f)NnD(g9) N D (a). Tada vrijedi

(2) <= {z€DP A [a(z)=1V (O<a(x)#1 A f(z)=g(x))]}.

Definicija 2.2. Nejednadzbu kod koje se nepoznanica nalazi u eksponentu nazivamo eksponencijalnom
nejednadzZbom.
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Eksponencijalne nejednadzbe se u opéem slu¢aju ne mogu rijesiti. Naime, mogudce je rijesiti samo neke
jednostavnije klase nejednadzbi i tada su postupci sli¢éni kao prilikom rjesavanja eksponencijalnih jednadzbi.

Na osobini ¢) eksponencijalne funkcije zasnovano je rjesavanje najjednostavnijih eksponencijalnih nejednadzbi.
Naime, data eksponencijalna nejednadzba najcesée se moze svesti na oblik:

ol @) < q9(@)
i) Ako je a > 1, onda je ta nejednadzba ekvivalentna nejednadzbi
f(z) <g().
ii) Ako je 0 < a < 1, onda je ta nejednadzba ekvivalentna nejednadzbi

f(x) > g(x).

Pri tome, naravno, moramo voditi ra¢una o definicionom podrucju date nejednadzbe kao presjeku definicionih
podrucja funkcija fig

Razmotrimo sada i eksponencijalne nejednadzbe gdje se nepoznanica nalazi i u bazi stepena:

[a (@) <la(@)]™  (a(z)>0) (3)

[a @)™ <[a@)]™  (a(z)>0). (4)

Definiciono podrucje u sluéaju obje nejednadzbe je presjek definicionih podrué¢ja funkcija f,g i a, to jest
DP=D(f)ND(g)ND(a). Vrijedi

(a(x)>1 A f(z)<g(z))

3) < {xzeDP A v (5)
(0<a(z)<1 A f(z)>g(z))

(a(@)>1 A f(z)<g(z))

Vv
4) < (ze€DP AN | (O<a(z)<l A f(z)>g(z)) . (6)
Y
a(z)=1

2.1. Primjeri zadataka bez parametara

Primjer 2.3. Rijesiti jednadzbu
316" +2-81* =5-36".
RjeSenje: Data se jednadzba moze napisati u obliku
347 +2.9% = 5.6,

Nakon dijeljenja sa 627, dobijamo

4 2z 9 2z 2 2z 3 2z
3-1 = 2.1 = =5 <= 3-|= 2.1 = =5.
G+ () ) ()
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2z
2
Uvedimo smjenu: ¢t = (5) . Imamo
1 9 2
3t+2-?:5 = " -5t+2=0 = tzgvtzl .

1
R:.rzi\/x:().

Primjer 2.4. Rijesiti jednadzbu
g . 3vVete — g _ gvEtl

Rjesenje: DP : x > 0. Uz ovaj uvjet, imamo
(7) 9.3vVEte _gvetT L g.gvT 9T —
9.3vVete 4 g.32ve _gvete g2 _
9-3ﬁ(31+3ﬁ)—3w(3w+3ﬁ)=0

(37+3) (9-3v7—37) =0
9.3V% — 3% =0 (jer je 3% + 3V" > 0)
PVE=3" = 24 V=2
<x22 A m:(x72)2> = =4,

[ A

a to je rjesenje date jednadzbe, buduéi da zadovoljava uvjet DP.

Primjer 2.5. Rijesiti jednadzbu 2 = 3 — x.

Rjesenje: Ovo je primjer eksponencijalne jednadzbe koja se ne moze svesti na oblik (1), te iako se €ini
vrlo jednostavnom ne moze biti rijesena na standardan nacin. Medutim, jednadzba se moze rijesiti graficki:

u istom koordinatnom sistemu konstruirajmo grafike funkcija f (z) = 2% i g () = 3 — z (v. Sliku 2).

I
I
|
1

X

Slika 2: Grafici funkcija y =2 iy =3 — .

Sa Slike 2 je jasno da ti grafici imaju jednu jedinu tacku zajednicku, $to znaci da data jednadzba ima

jedinstveno rjesenje. To rjeSenje je jednostavno uociti: x = 1.
Primjer 2.6. Rijesiti jednadsbu 1 + 3% = 27,

Rjesenje: Nakon uvodenja smjene y = g, data jednadzba poprima oblik

1+3Y=4Y = ! y+ 3 yfl
B 4 4)

O
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Iskoristit ¢emo sada osobine monotonosti eksponencijalne funkcije (u slu¢aju kad je baza manja od 1 funkcija
je opadajuéa, v. osobinu c)).

Lo (TN 13\ 3 Y, (3}’ . .
Zay<lvrijedi{ =) >—-1(—-) > —-,paimamo (-] + (-] >1,tj. uovom slucaju jednadzba nema

4 4 4 4 4 4
rjeSenja.
Lo\ 1.3\ 3 , N [3\’ : §
Za y > 1 vrijedi (Z) < 1 i (Z) < T pa imamo <Z> + <Z) < 1, te ni u ovom slucaju jednadzba
nema rjeSenja. Jasno je da je transformirana jednadzba zadovoljena za y = 1, to jest x = 2 je jedino rjesenje
date jednadzbe. O

Primjer 2.7. Rijesiti jednadzbu

)96271

(mz—r—l =1.

Rjesenje: DP: z € R, pa imamo
R ?-z-1=1

(xz—x—1)271:1<:> %
(0<a?—z—-1#1A22-1=0)

R:x=—-1Vz=2. O
Primjer 2.8. Rijesiti nejednadzbu

)%271}

(42® — 10z + 7 > 1.

Rjesenje: Na osnovu (6) imamo (imajuéi na umu da je DP: z € R)

422 - 102 4+7>1 A 22—2>0
V
(L'fol:
(42® — 10z +7) >1 < { 0<42?—102+7<1 A 2?—2<0
V
42 =10z +7=1

3
x € (—o0,1) U <§,+oo> A x € (—00,0]U[1,4+00)
Vv
3
— m€<1,§> A z€]0,1]
V
3
-1 _ 2
T Vo x 5
3
R:xe(—m,O]U{l}U[§,+oo>. O

Primjer 2.9. Rijesiti sljedeéu nejednadzbu

x

< 4+\/ﬁ) +( 4—\/ﬁ> < 62.
RjesSenje: S obzirom da je

B S V4A+VIS 1615 1
Vie VIS == vT5 VA+VIs i+ A+ V15
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data nejednadzba je ekvivalentna s
¢ 1
< 4+\/15) I
(Va+ Vi)

Uvodenjem smjene: ( 4+ \/15) = t, dobijamo

t+%§62 — ?-6204+1<0<31-8/15<t<31+8/15
— (4—\/5)2§( 4+¢B>z§(4+x/ﬁ)2
— (4+\/ﬁ)72§(4+¢ﬁ)%§(4+\/ﬁ)2
— —2§§§2<:>—4§x§4.
Rezultat: —4 <z < 4. O

2.2. Primjeri zadataka s parametrima

Primjer 2.10. Za koje vrijednosti realnog parametra a jednadzba
|z + 2| — |22+ 8| =a” :

a) ima tacéno jedno rjesenje,
b) ima vise od jednog rjesenja,
¢) nema rjesenja?

Rjesenje: Jasno je da mora biti @ > 0, pa zbog a® > 0 za sve x € R, lijeva strana date jednadzbe mora
biti pozitivna, to jest

z+2/>20+8 < (z+2)°>2x48)° <« 322+282+60<0,

odakle slijedi

e <76,7%>‘ (8)

Dakle, ako data jednadzba ima rjesenja, ona moraju pripadati intervalu (8). Zadatak ¢emo rijesiti grafickim
putem. Na slici 3 predstavljeni su grafici funkcija y = |z + 2| — |2z + 8] (u intervalu (8)) i y = a® (za razli¢ite
vrijednosti a).
a) Da bi jednadzba imala tacno jedno rjeSenje, grafik funkcije y = a® mora prolaziti tackom M (—4,2)
10
(jer on ne moze prolaziti tackama A (—6,0) ili B —3,0 , tj. biée a=* = 2, odnosno a = \4—@

b) Za a > —=, grafik funkcije y = a® sijece liniju AM B u dvije tacke, pa jednadzba ima dva rjesenja.

V2

1
¢)Zal<a< 4—\/5, grafik funkcije y = a” nema zajednickih tacaka s linijjom AM B, pa jednadzba nema

rjes enja. Jednadzba nema rjesenja ni kada je a < 0. O
Primjer 2.11. Naéi sve vrijednosti realnog parametra a za koje nejednakost
a-9"+4(a—1)-3"+a>1

vrijedi za sve x € R.
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X
y=a (0O<a<1)

X
y=a (a>1)

Slika 3: Grafici funkcija y = |z + 2| — |22 + 8] i y = a” (za razne vrijednosti a).

Rjesenje: Uvedemo li smjenu ¢t = 3% > 0 (Va € R), problem se svodi na iznalazenje svih vrijednosti
realnog parametra a tako da vrijedi

f@®)=at* +4(a—1)t+a—1>0 zasvakot > 0.

Kako je f(t) kvadratna funkcija njen znak je najlakse ispitivati znajuéi polozaj njenog grafika, odnosno
odgovarajuée parabole, koji zavisi od znaka koeficijenata a uz t? i od znaka njene diskriminante D =
4(a — 1)(3a — 4). Zbog toga ¢emo razmatrat sljedece slucajeve.

1.a<0

Tada za t > 0 vrijedi at? < 0, 4(a — 1)t < 0ia —1 < 0, 8to implicira f(t) < 0 za sve t > 0, pa ove
vrijednosti parametra a ne dolaze u obzir.

2. a > 0 (grafik funkcije f (¢) je otvorom okrenut prema gore)

i) Ako je D < 0, to jest a € <1, %>, tada se grafik funkcije f (¢) nalazi u cijelosti iznad Ot-ose, pa
je f(t) > 0 za sve t € R. To znaci da u obzir dolaze sve razmatrane vrijednosti od a, odnosno
4
a < <].7 §>
ii) Ako je D > 0, to jest a € (0,1]U [§,+oo>, tada da bi bilo f(¢) > 0 za sve t > 0, grafik funkcije
f (t) za sve t > 0 mora biti u cijelosti iznad Ot-ose. To je moguée samo ako je veéa nula funkcije

2(1—a)++/(a—1)(3a—4)

, to znaci da

f (t) nepozitivna. Kako je, za a > 0, ta veéa nula oblika to =
mora vrijediti

2-a)+Vie-1D)@a-4) (a—1)(3a—4) <2(a—1).

a

Uocimo da je za a € (0,1], desna strana posljednje nejednakosti nepozitivna, dok je lijeva
nenegativna, Sto je mogucée samo ako je ¢ = 1. S druge strane, za a € [%,+oo> imamo da
je (nakon kvadriranja) posljednja nejednakost zadovoljena za sve pozitivne vrijednosti od a, §to
znaci da u obzir dolaze sve vrijednosti a € [%, +oo>.

Dakle, u slucaju a > 0, zakljuéujemo da je f(t) > 0 za sve t > 0 ako je a € (1,3) U{1} U [3 + o0) =
[1,4+00), a §to ujedno predstavlja rjesenje zadatka.



11.
12.

13.
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(@] o [e]
Zadaci za samostalan rad

. Ispitati tok i konstruisati grafike sljedeé¢ih funkcija:

2% z < —1,
a)y=3% b)) y=27*t ) y=22-1  d) y=¢ 271, -1<z<1,
277 x> 1.

. Neka je a pozitivan realan broj razli¢it od 1. Definirajmo realne funkcije s, ¢, t sljede¢im formulama:

a* —a” " a®+a " a® —a” "
- = - = tr) = ———
sta) = S o) = T ) = S

Dokazati da vrijedi:

a) ¢2(z)—s*(x)=1, b) s(2z) =2s(z)c(x),
¢) ¢(22) =@ (2) + 52 (), d) t(22) = %

za svako x € R.

Rijesiti sljedeée jednadzbe (3-11):

.a) 2ot =45 b)) V16 = V4T, ) 4% — 4772 = 240.

. a) V32906 =0,25.128%73,  b)3%F - 2% =2 1377,
ca) 7-37H 52 =gt _5eks ) 9. 3eHl 4372 = 450,

1. gz+1
L.gett,

N

9, b) 4V¥=2 416 = 10-2V®~2,

,  b) 5T =537 =20,

Sk

.a)1+3% =27, b)( 2—\/§>m+(\/2 \/§)z:4.

10.

a)z® +27 277 —28=0, b)) ¥ =1
(.:U _ 3)12—1 _ (.:C _ 3)2, b) |m _ 1|1012—20£E+9 — “T _ 1|3I+3 .
Odrediti broj t € R takav da je f (t) =t ako je f (z) dato sa

f(z) =5 207 1FVeP =2 _qobVat=2 L 64 o
Za koje vrijednosti parametara a i m jednadzba

(2
a’ + | - =m
a

ima rjeSenje?

Rijesiti sljedeée nejednadzbe (14-19):
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14. a) 2% 4255 > 5%, b)21-3% +100-5% — 37+ > 0.

15. a) 4% < 3.2VEFT pgVEtl o By 4VE=2 1 16> 10 - 2VP 2,
16. a) 47 — 3773 —3F3 £ 920-1 <0 b) 25.2% — 107 + 57 > 25.

).7:2735

17. a) (422 + 2z + 1 >1,  b) (9+6z+22) "7 < 1.

)12731 )127m

18. a) (2 -3z —9

[r2 —/r2_
19. (m—\/xQ—l)x+ vt < (:v—l—\/xQ—l)w * 1.
20. Odrediti broj cjelobrojnih rjesenja nejednadzbe

<1, b)(4z?4+2z+1 > 1.

24x72 . 47(&671)2 —3. 241‘717&?2 +8 < 0.

21. Za koje je vrijednosti a trinom 2 —2¢F2. 2 — 2913 4 12 pozitivan za sve realne vrijednosti promjenljive
x?

22. Za koje pozitivne vrijednosti p jednadzba
92+t 132 +2=9p> —3p—2
ima nenegativne korijene?

23. U koordinatnoj ravni odrediti skup tacaka (uz graficku ilustraciju) ¢ije koordinate (x,y) zadovoljavaju
nejednakosti:

a) 27t <29 (2> 0),

b) z¥ > z°=** (z > 0).
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Figurativni brojevi

Senada Mustafié

JU Gimnazija "Ismet Mujezinovi¢” Tuzla

Sazetak: U ovom radu bavimo se jednom grupom zanimljivih prirodnih brojeva - figurativnim brojevima,
koje mozemo pomocu tackica prikazati u obliku pravilnog mnogougla. Primjenom vizuelno-logickog
pristupa u zapazanju osobina trougaonih i kvadratnih brojeva kod ucenika razvijamo kreativnost i
sposobnost rjeSavanja problema na vise razlic¢itih nacina.

1. Uvod
” Algebra je pisana geometrija, a geometrija je slikovita algebra.”
Marija-Sofija Zermen (1776.-1831.), francuska matematicarka

Istorija matematike potvrduje da su mnogi matematicari jos u ranoj mladosti pokazivali izuzetne matema-
ticke sposobnosti. Njemacki matematicar Karl Fridrich Gauss (1777. —1855.) je u ¢etvrtom razredu osnovne
skole pronasao formulu za zbir kona¢nog broja ¢lanova aritmetickog niza. Na postavljeni zadatak da saberu
sve prirodne brojeve od 1 do 100, na veliko iznenadenje svog ucitelja, Gauss je vrlo brzo dobio rezultat.
Dok su drugi ucenici rjeSavali sabiranjem broj po broj on je, posmatrajuéi sabirke, uocio zakonitost da zbir
prvog i posljednjeg broja iznosi 101, isto kao i zbir drugog i pretposljenjeg broja, itd. Takvih parova je
tacno 50, pa je trazeni zbir 5050. Ovaj kreativan nacin rjesavanja zadatka je ukazao na Gaussove izuzetne
matematicke sposobnosti.

Svajcarski psiholog i filozof Jean Piaget (1896.-1980.) smatra da su osnovne mentalne strukture rezultat
interakcije jedinke i njene sredine, nasljeda i iskustva, sazrijevanja i u¢enja. Pod nadarenoséu podrazumijeva-
mo osobine uéenika koje omogucéavaju ostvarivanje izrazito natprosjec¢nih postignuéa u jednoj ili vise oblasti
ljudskih djelatnosti. Nadarenost predstavlja podrucje u kojem se preklapaju sposobnosti, kreativnost i
osobine li¢nosti, a sve to pod povoljnim uticajem okoline.

Istrazivanja pokazuju da se medu visoko darovitim ucenicima mogu identifikovati tri tipa darovitih:

1. analiticki tip - kojima razvijene verbalno-logicke komponente razmisljanja preovladavaju nad vizuelno-
slikovnim komponentama;

2. geometrijski tip - posjeduje izrazene vizuelne komponente i sposobnost uo¢avanja relacija na slici ili
modelu;

3. harmonsijski tip - posjeduju dobro razvijene i verbalno-logicke i vizuelno-slikovne sposobnosti.

Ciljna skupina: srednja skola

Kljuéne rijeci:

Rad preuzet: 2020.

Kategorizacija: Strucéno-metodicki rad
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Sposobnost

Nadarenost

Osobine
liénosti

Slika 1: Nadarenost.

2. Figurativni brojevi

Kada dobijemo zadatak dokazati iskaz o prirodnim brojevima (npr. pokazati da je suma prvih n neparnih
prirodnih brojeva jednaka n?), prvo éega éemo se sjetiti je koristenje matematicke indukcije. Geometrijski
pristup, u kojem se moze vizualizirati veza izmedu brojeva kao veza izmedu objekata, ¢esto moze pruziti i
lakse razumijevanje.

Takvi su postupci razvijeni jos u Staroj Grékoj, a osobito su ih njegovali pitagorejci. Jednom tatkicom
ili kvadrati¢em prikazan je broj 1, a slaganjem tackica ili kvadrati¢a u odredene oblike dobijamo ostale
prirodne brojeve. Posebnim rasporedom i slaganjem tackica oblikuju se tzv. figurativni brojevi. Oni
omogucuju jasno vizualno predstavljanje algebarskih svojstava i relacija. Trougaoni i kvadratni brojevi sa
svojom geometrijskim prikazom su interesantni za ucenike.

Pogodna su tema za istrazivanje koju je moguce predloziti ucenicima 4. razreda za samostalan rad ili
ih prezentirati kao dodatni zadatak. Na taj nacin ucenici ¢e sami uvidjeti ljepotu i ¢ar matematike, jasnije
¢e razumjeti gradivo, a razvijat ¢e i sposobnost rjeSsavanja novih, dotada nevidenih problema, sto ¢ée biti
korisno u njihovom daljem obrazovanju i zivotu.

°
(] e o
° e o e o o
° o o e o o e o o o
® e o e o o e o o o e o o o o
1 3 6 10 15

Slika 2: Trougaoni brojevi.

Ukoliko jednoj tacki dodamo dvije tacke dobivamo jednakostranican trougao. Zatim, dodajudi tri tacke
prethodnom jednakostrani¢nom trouglu dobijamo treéi po redu trougaoni broj 6. Broj 10, ¢etvrti po redu
trougaoni broj, bio je jedan od misti¢nih simbola Pitagorejaca.

Sa samih slika trougaonih brojeva jasno je na koji se nac¢in iz nekog broja u pojedinom nizu obrazuje broj
koji mu neposredno slijedi. Prouc¢avanjem trougla moguce je uociti:

e u svakom koraku trougao ima jedan red vise nego u prethodnom koraku,
e svaki sljededi red ima jednu tacku vise nego prethodni red.

Lako ¢emo primijetiti da je m-ti po redu trougaoni broj jednak zbiru prvih n ¢lanova aritmetickog niza
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1,2,3,4,5,6,....n, ...
Sp=14+2+3+4+5+..+n

2 (a1 +an)

= —(a n

plarTa

:g(l—i-n).

Dakle, vazi T, =1+ 2+3+ ...+ n = g(l + n). Tako niz trougaonih brojeva glasi: 1, 3, 6, 10, 15, 21, ... .

Na osnovu navedenih osobina trougaonih brojeva jednostavno izvodimo rekurzivne formule za iste:

n=1,
T, =T, 1+n.
o o o o
[ L] L] [ [ ([ ] [ ]
® ] [ ] [ [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
° e o e o o e o o o
1 4 9 16

Slika 3: Kvadratni brojevi.

Kad jednoj tacki dodajemo tri tacke, dobijamo kvadrat. Kad tom kvadratu pridodamo pet tacaka, zatim
sedam itd., dobijamo sve kvadratne brojeve, to jest brojeve koje mozemo prikazati tatkama rasporedenim
u ravni u obliku kvadrata.

Na osnovu vizuelnog prikaza kvadratnih brojeva jednostavno odredujemo rekurzivnu formulu za iste:
Ki=1,
K,=K, 1+ (2n - 1) .

Niz kvadratnih brojeva glasi: 1, 4, 9, 16, 25, 36, ... .
Lako ¢emo primijetiti da je m-ti po redu kvadratni broj jednak zbiru prvih n ¢lanova aritmetickog niza
1,3,5,7,9,11, ...

K,=14+34+54+7+...+2n—-1).
n
2

Na osnovu formule za sumu prvih n ¢lanova aritmetickog niza, S, = %(a1 + a,), dobijamo:

K, = g(1+2n—1) =n?.
Dakle, vazi
Kyp=14+34+5+7+9+...+2n—1)=n?.
Zbir svaka dva uzastopna trougaona broja je kvadratni broj, jer je

nn+1) (n—1)n
2 + 2

Do ove jednakosti smo mogli dodi i koristenjem figurativnih brojeva. Naime, s obzirom da je

T, +Th 1= =n?=K, .

Tn + Tnfl = (Tnfl + TL) + Tnfl = 2Tn71 +n,

onda iz vizuelnog prikaza vidimo da je dobijen kvadrat, to jest figurativni broj K,, = n%. Na slici je prikazan
slucaj za n = 4, a analogno bi slozili figurativne brojeve 27,,_; i n za bilo koji prirodan broj n. Dakle zaista
vrijedi

Th+T, 1=2T, 1+n=K, .
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n—14+1=n

Slika 4: KVADRAT n2.

3. Anketa

Cilj date ankete je da istrazi koliko se u nastavi matematike primjenjuje rjesavanje jednog problema
(zadatka) na razli¢ite nacine i kako to uti¢e na razvoj matematickih sposobnosti ucenika.
U anketiranju su ucestvovali ucenici iz JU Gimnazija ”Mesa Selimovi¢” Tuzla (33 ucenika treéeg razreda,
izborna nastava iz matematike i u¢enici matematickog smjera), u¢enici JU MjeSovita srednja skola Banoviéi
(9 ucenika treéeg razreda, izborna nastava iz matematike) i uc¢enici JU Gimnazija ” Ismet Mujezinovi¢” Tuzla
(24 ucenika trec¢ih i Cetvrtih razreda, izborna nastava iz matematike). Dakle, ukupno 66 ucenika od kojih
21 djecak i 45 djevojcica.

Ocjenjivanje u anketi je radeno prema sljedec¢oj nivelaciji:
1 "Uopce se ne slazem”, 2 ”Ne slazem se”, 3 ”"Niti se slazem, niti se ne slazem”, 4 ”Slazem se”, 5 U
potpunosti se slazem”.

Tvrdnje 112 (34|65
1. Na nastavi matematike rjesavamo jedan zadatak na vise

razli¢itih nacina. 0] 1 6 | 37|22
2. Uspijevam samostalno rijesiti neke matematicke zadatke

na drugaciji na¢in nego Sto radimo na nastavi. 0] 9 12012512
3. Volim kada vjezbamo geometriju. 8123|1113 11
4. Slike i graficki prikazi mi pomazu da lakse razumijem

zadatak, uocim veze i odnose 0| 7 |12]35] 12
5. Volim kada vjezbamo algebru. 211 | 13|24 26
6. Zadaci sa viSe razlicitih nacina rjeSavanja su mi

interesantni. 0] 6 |13]31]16
7. Raduje me i osje¢am zadovoljstvo kad rijesim zadatak

na svoj nacin. 0] 1 5 | 22| 38
8. Zadaci sa viSe razli¢itih nacina rjeSavanja razvijaju

kriticko i logicko misljenje. 0] 0] 3 |31]32

Tablica 1: Rezultati ankete.

Broj ucenika koji su se istovremeno izjasnili da vole vjezbati i algebru i geometriju iznosi 16, to jest
24, 24%.
Broj ucenika koji izjasnili da vole vjezbati zadatke iz algebre, a ne vole da rade geometriju iznosi 32, to jest
48,48%.

Komentari uc¢enika o primgjeni razlicitih nacina rjeSavanja istog zadatka:

e Uci nas da budemo otvoreni za drugaciji nac¢in razmisljanja, ali da i nac¢in na koji mi razmisljamo
nije pogresan‘.

e _Smatram da je bitno za razvijanje samostalnog razmisljanja kod ucenika. “
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e _Zadaci sa viSe razli¢itih na¢ina su bitni kao priprema za rjeSavanje raznih zivotnih problema.“

e Smatram da zadaci koji se rjeSavaju na viSe nacina nisu za sve ucenike. Ponekad zbunjuju, ponekad
pomognu. ¢

e _Zadaci koji se mogu rijesiti na vise nac¢ina mi se svidaju jer automatski postoji ve¢a moguénost da
sam dobro rijesila zadatak. “

e  Ako bi bilo manje takvih zadataka, uéenici ne bi mogli da razmisljaju na svoj nacin i radili bi sve po
sablonu. “

4. Zakljucak

” Rijesiti jedan problem na dva ili vise nacéina je od veée vrijednosti nego rijesiti stotinu
problema sve na isti naéin.”

George Pdlya (1887 - 1985), madarski matematicar

e Pored analitickog tipa ucenika imamo geometrijski i harmonijski tip, tako da su vizualna pojasnjenja
od velike pomo¢i uc¢enicima za bolje razumijevanje i usvajanje matematickih sadrzaja.

e Zadavanje istog zadatka unutar razli¢itih nastavnih cjelina pomaze uéenicima da lakse usvoje i duze
pamte razlic¢ite nastavne sadrzaje.
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Jedna zanimljiva primjena Stjuartove teoreme

Sefket Arslanagié

Sarajevo, BiH

Sazetak: U ovom radu, koristeéi dobro poznatu Stjuartovu ! teoremu, dokazujemo zanimljivu trigonometrijsku
nejednakost za trougao kod kojeg teziste pripada upisanoj kruznici.

Povod za pisanje ovog rada je bio dokaz jedne trigonometrijske nejednakosti za trougao AABC koja
glasi:

27
(sin v 4 sin 8 + siny)(cot o + cot 8 + cot y) > = (1)

gdje su a, B,~ unutrasnji uglovi trougla AABC, a teziste tog trougla, tacka G, pripada kruznici k upisanoj

Najprije ¢emo iskazati Stjuartovu teoremu. Posmatrajmo trougao AABC i duz AP pri ¢emu je P tacka
na stranici BC. Neka je |AP| = p, |BP| = m, |CP| = n, odakle je |BC| = m + n. Tada vrijedi

a(p® +mn) = b®>m + c*n . (2)
Vise raznih dokaza ove teoreme se moze naéi u [1-4]. Predimo sada na dokaz nejednakosti (1).

A A

m P 4 n C
Slika 2

Slika 1
Neka su tacke I i G (Slika 1) centar upisane kruznice k i teziste trougla AABC gdje G € k . Primjenjujuéi
Stjuartovu teoremu (2) (Slika 2) na trougao ATAA’, dobijamo:

ITA]? - |GA'| + |IA']? - |AG| = [IG]? - |AA'| + |GA| - |GA'| - |AA'| . (3)

Ciljna skupina: srednja Skola

Kljuéne rijeci: Stjuartova teorema, sinusna i kosinusna teorema, A-G nejednakost, stroga nejedankost
Rad preuzet: 2020.

Kategorizacija: Strucéni rad
I Matthew Stewart (1917.-1785.), skotski matematicar
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Posto teziste G dijeli svaku tezignicu u omjeru 2 : 1 (ra¢unajuéi od vrha trougla), to imamo da je |GA’| = 1t,

5t
|AG| = 2t,, |[AA'| =t,, pa iz (3) slijedi zbog |IG| =r
1 2 2
TAP - to + |[TA'P - Sty =17t + =t
AP Sto T4 £

§to je ekvivalenstno sa

1 2
5|1A|2 |IA’|2 r+9t2 (4)

2 2 2
a odavde na osnovu éinjenice da je IA’ tezisnica trougla AIBC te da je [IA']? = 2115 +2|I4C| —15C]

dobijamo iz (4)

)

2 2IBP2+2JIC2—|BCP _ , 2 26 +2%—a®
1 B R R

IIA\2+\IB|2+\IC| ):T2+é(az+b2ﬂ?)

IIAI2

(JAD[? + 1 + |BE]* +1° + |CF|* + r?) :r2+$(a2+b2+02)
1
((s —a)®>+ (s —b)? (s—c)2+3r2):r2+§(a2+b2+62)

OJIHOJIHOJID—‘OJ

1
35% — 25(a + b+ c) + a® +b2+c):§(a2+b2+02)
1 1
= —§52+§(a2+b2+02):§(a2+62+02)
=352 =2(a® +b* + c?)

b 2
3 <M) =2(a®+b* +¢?)

2
<= 3(a® 4+ b? + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc) = 8(a® + b* + c?)
<= 5(a* +b* + ¢?) = 6(ab + b + ac). (5)

Na osnovu kosinusne teoreme slijedi

a? =b%+c? — 2bccosa

b2 =a? +c® — 2accos 3,

2 =a%+a?—2abcosy

a odavdje nakon sabiranja ovih jednakosti:

a4+ % 4+ % =2(a®> +b* + ¢ — becosa — accos B — abcosy)
to jest

a® 4+ b* 4 ¢* = 2(becos o + accos f 4 abcosy) . (6)
Sada dobijamo iz (5) i (6)

cosa  Cos cos 1 1 1
5 + 5—&- i =3l-+-+-1,
a b c a b ¢

a odavdje nakon sinusne teoreme

Ccos « cos f3 Cos 7y _3 1 . 1 n 1
2Rsina  2Rsinf  2Rsinvy ) 2Rsina 2Rsinf8  2Rsiny ) ’



S. Arslanagi¢ / EVOLVENTA (JAMTK) 3 (1) (2020) 18

sto je ekvivalentno sa

1 1 1
5(cota+cot5+cot’y):3< — + —— + — ) . (7)
sina  sinf8  sinvy

Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i harmonijske sredine imamo:

1 1 1 1 3
S . + N + B > . . . )
3 \sina sinfg  sinvy sin o + sin B + sin~y

to jest

1 1 1 9
- + — + — - - - -
sina  sinf  siny  sina+sing 4+ sinvy
Najzad iz (7) i (8) dobijamo

27
sina + sin 8 + siny ’

5(cot o + cot B + coty) >
to jest

27
(sin v + sin 8 + siny)(cot a + cot B + coty) > 5

Ovdje vrijedi stroga nejednakost jer u (8) vrijedi stroga nejednakost posto bi vrijedila jednakost ako je
a=p=v=060°, tj. ako je trougao AABC jednakostrani¢ni u kome vrijedi da je I = G , $to nije slucaj

jer tacka G pripada upisanoj kruznici k u trougao AABC ¢&iji je centar tacka I.
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Parabola - jedna osobina

Jens Carstensen?, Alija Muminagié?®

@ Frederiksberg, Danska

Sazetak: U radu se rjesava problem odredivanja jednadzbe krivulje, odnosno geometrijskog mjesta
tacaka, u ravni koje zadovoljava zakon odbijanja svjetlosti.

1. Uvod

Iz optike nam je dobro poznat zakon odbijanja svjetlosti, prema kojem upadni zrak, normala i odbojni
zrak leze u istoj ravni i pri tome je ugao izmedu upadnog zraka i normale jednak uglu izmedu normale
i odbojnog zraka. Lahko se pokazuje sljedece: ako u fokus parabole stavimo izvor svjetlosti, onda zraka
svjetlosti pada na parabolu i odbija se tako da je paralelna s osom parabole. Obrnuto, ako zraka svjetlosti
paralelna s osom parabole pada na parabolu, onda se odbija tako da prolazi kroz fokus parabole (na
ovom principu zasnovana je konstrukcija paraboli¢nog reflektora). Razmotrimo, medutim, sljedeéi problem:
pretpostavimo da nam nije poznata ova osobina parabole i odredimo jednadzbu krivulje u ravni koja
zadovoljava zakon odbijanja svjetlosti, odnosno geometrijsko mjesto tacaka s navedenim svojstvom.

2. RjeSenje problema

Neka je P(z,y) proizvoljna tacka na krivulji, F(a,0) tacka na Oz—osi kroz koju prolazi zraka svjetlosti
nakon odbijanja zrake paralelne s Ox—osom. Oznac¢imo sa K presje¢nu tacku normale na tangentu ¢ u tacki
P sa Ox—osom i <K PF = « (vidi Sliku 1). Jednadzba trazene krivulje neka je y = f(z). Poznato je da
je koeficijent smjera tangente 3, a koeficijent smjera normale 7%' Nije tesko pokazati da su uglovi upravo
kao na Slici 1. Tako imamo da je, zbog tan(180° — o) = — tan a,

/!

1 1
k= Yy = tan(180° — a) <= tana = — (1)

Koeficijent smjera pravca kroz tacke F'i P jednak je

2t
k = tan(180° — 2a) = — tan 2« = %,
tan“a — 1

a kako je takoder k = —£-, imamo

1

v 2y
2

1T —=y-y?+20x—a)y —y=0.

k=

y 2tan « eH) 2
r—a tan’a—1 )

Ciljna skupina: srednja Skola

Kljuéne rijeci: parabola, diferencijalne jednadzbe, zakona prelamanja svjetlosti
Rad preuzet: 2020.

Kategorizacija: Strucéni rad
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Slika 1: Ilustracija zakona prelamanja svjetlosti

Ovo je diferencijalna jednadzba iz koje slijedi

, —2(x—a)i\/4(;r—a)2+4y2:—(w—a):lz (x—a)2—|—y2.

y:
2y y

Definirajmo funkciju r sa y = r(z — a), pa je y' = r'(xz — a) + r, §to uvrstavanjem u (2) daje
—(z—a):/(z—a)?+1r(z —a)?

-1++v1 2
r(x—a)+r= <:>r’(x—a)+r:7+r
r(z —a) r

Ovdje mozemo razdvojiti promjenljive

(—1+vV1+72)dx

rde + (x —a)dr = — ride +r(x —a)dr = (-1 +£V1+r2)dx

r

= (P +1+V14+r2)de = —r(z —a)dr
rdr _dw

—r2—1+/1412 z—a

Uvedimo smjenu t? = 1 + r2. Nakon diferenciranja dobijemo

—

Qtﬂ = 27“ﬁ <= tdt = rdr.
dx dx

Uvrstavanjem (3) u (2) imamo

dr  tdt (:;)d;r_ dt
r—a —t2+¢ z—a £1-1t

pa je nakon integraljenja
Injz —a|=—In|+£1—1t + C, C-konstanta.

20



J. Carstensen, A. Muminagi¢ / EVOLVENTA (JAMTK) 3 (1) (2020) 21

Dalje je
In|(z —a)(xl1+41t)|=C<+<= (z —a)(£l+t) =Cy,C1 > 0.

Smjenom ”unatrag” dobijemo
(x—a)t=(zx—a)V1+r2=/(z—a)?+ (x—a)2r2=/(x —a)? + 2
i time

tzx—a)—(@—a)+y2=C

Vie—a2+y2=+@x—a)-C
(x—a)?+y? = (v —a)*+C} +£2C(z — a)
y* = 4+2C)(x — a) + C?

y* =2Cy(z —a) + C3,

11

gdje smo +C zamijenili s Cs.
Posljednja jednadzba predstavlja familiju parabola. Parabolu koja prolazi kroz tacku (0,0) ¢emo dobiti

odredivanjem Cy, to jest
0=-2Ca+ 022 — (Cy = 2a,

pa trazena kriva ima jednadzbu

y* = da(z — a) + 4a* <= y* = 4ax.

Literatura

[1] J. Carstensen: Parablen og refleksionsegenskaben, Matematik Mag, april 2008.
[2] Z. Kadelburg, V. Mili¢, S. Ognjanovi¢: Analiza sa algebrom 4, "Krug” Beograd, 1999.
[3] B. Pavkovié, D. Veljan: Elementarna matematika 2, Skolska knjiga, Zagreb, 1995.



EVOLVENTA (JAMTK) 2(1) (2020), 22 — 28 Publikovano od UM TK,

Udruzenje matematicara TK
Dostupno na: http://www.umtk.info

Tragom jedne algebarske nejednakosti

Dragoljub Milosevié

Republika Srbija

Sazetak: U ovom radu biée rijeéi o jednoj algebarskoj nejednakosti, njenim progirenjima i primjenama.

1. Umjesto uvoda

Tokom pripremanja za matematicka takmicenja, Emina i Zaim su rjeSavali zadatak: Dokazi da, za
pozitivne brojeve a, b, z,y vrijedi sljede¢a nejednakost:

@@ U atd)? (1)

x Y r+y

Eminino rjeSenje: Na osnovu poznate nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za dva
pozitivna broja imamo

e + Lp2 > 2, /ga2£b2 = 2ab .
z Yy r Yy

Dodavanjem objema stranama ove nejednakosti po a? + b?> dobijamo redom:
Ya? + 20 + a® + 52 > 2ab + a? + b2
z Y

<:>$—+ya2 + y—l—_be > (a + b)?
z y

= (z+y) (%2+(;_2> > (a+b)?

2 2 2

x Yy xr+y

to jest (1).
Zaimovo rjeSenje: Iz

a? n v (a+b)?  a%y? —2abzy +b22?  (ay — bx)? >0
x Yy Tty zy(z +y) wy(z+y) —

direktno slijedi nejednakost (1).

Ciljna skupina: srednja Skola
Kljuéne rijeci: nejednakosti
Rad preuzet: 2020.
Kategorizacija: Strucéni rad
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2. Primjena nejednakosti (1)
Sada ¢emo dati nekoliko primjera primjene nejednakosti (1).

Primjer 2.1. Za pozitivne brojeve a i b vrijedi

a2 2

7+;2a+b. (2)

Rjesenje: Ako u dokazanu nejednakost (1) uvrstimo z = b i y = a dobijamo

a? §> (a+b)?

b+a_ b+a

I

a odavdje slijedi trazena nejednakost (2). ]
Primjer 2.2. Ako su a,b duzine kateta i ¢ duZina hipotenuze pravouglog trougla ABC, onda vrijedi

a+b<cv2. (3)
Rjesenje: Ako umjesto = i y stavimo broj 1 u nejednakost (1), imamo

a? b? < (a+b)?

T TS 151

ili
(a+b)* <2(a® +0%)
odakle je
a+b</2(a?+02) .
Kako je a? + b? = ¢? (Pitagorina teorema !), iz posljednje nejednakosti slijedi Zeljena nejednakost (3). O
Primjer 2.3. Za pozitivne brojeve a i b je
a® 4+ b* > ab(a +b) . (4)
Za ovaj primjer ¢emo dati dva rjeSenja.

Rjesenje: Ako u (1) stavimo x = — iy = b dobijamo
a

ili

Iz posljednje nejednakosti, nakon skraéivanja sa a + b, slijedi nejednakost (4). a
Rjesenge: 1z

a® 4+ 0% —ab(a+b) = a® — a®b — (ab® — b*) = a*(a — b) — b*(a — b)
= (a—b)(a® = b*) = (a — b)(a — b)(a + b)
=(@-b*a+b) =0,

dobijamo zeljenu nejednakost (4). O
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Primjer 2.4. Ako su a i b pozitivni brojevi, onda je

a b

1
_* L% >
Sta 3atb-2 (5)

Rjesenje: Neka je a + = L. Ako prvi razlomak prosirimo sa a i druga sa b, pa primijenimo
3b+a  3a+b

nejednakost (1), dobijamo

I_ a? n b2 N (a+b)?
~a(Bb+a)  b(Ba+b) T (a%+ 2ab+b2) +4dab’
to jest,
(a+b)
L _lath? )
(a+b)2 + 4ab

S obzirom da je taéna nejednakost 0 < (a — b)? ekvivalentna sa 4dab < (a + b)?, iz (6) slijedi

(a +b)?
SCEDEECEIDEN

to jest L >

N | —

3. Neka prosirenja nejednakosti (1)
Namece se pitanje validnosti nejednakosti koja je sli¢na nejednakosti (1):

2 2 2 2
A (o)
T Y z rT+y+z

gdje su a, b, ¢, x,y, z pozitivni brojevi.
2

Rjesenje: Dodamo li lijevoj i desnoj strani nejednakosti (1) po C—, imamo
z

a> b 2 a+b)? 2
G ) L (8)
x Y z r+y z

Primjenom nejednakosti (1) na desnu stranu nejednakosti (8), dobijamo

(atd)? ¢ ((atb)+0)?
T+y z (x+y)+z

v

(9)
Iz nejednakosti (8) i (9) slijedi nejednakost (7). O
Napomena 3.1. Jednakost u (7) vrijedi za sve realne brojeve a,b, ¢ (dakle, i za nepozitivne brojeve a, b, c).

Posljedica 3.2. Za x =y =z =1 imamo
1
a?+ b+ c* > g(a+b+c)2 .
Ova nejednakost je za a,b,c > 0 ekvivalentna sa

a+b+c< [a? + b2 + 2
3 - 3 ’

Sto predstavlja nejednakost izmedu aritmeticke i kvadratne sredine tri pozitivna broja a, b, c.
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Posljedica 3.3. Zaa=b=c=1 dobijamo

1 1 1 9
> —
r Yy z TH+y+z

Sto je ekvivalentno sa

i §x+y+z'
+1 3

8 =
<= W

Jr
Ovo je nejednakost izmedu harmonijske i aritmeticke sredine tri pozitivna broja z,y i z.

Idemo korak dalje, ispitajmo ta¢nost nejednakosti koja, u odnosu na nejednakost (1), umjesto kvadrata
brojeva a,b i a + b, ima kubove istih elemenata, to jest

3 3 3
@V b

T Yy~ Tty
Naprimjer, ako u ovu nejednakost stavimo a =b =112 = y = 2 imamo

23

+ 242"

2

N
N —

to jest 1 > 2, Sto nije tacno.
Sada, da vidimo sta se desava ako desnu stranu te nejednakosti smanjimo dva puta, to jest ispitajmo da li
je validna sljedeca nejednakost

a® ﬁ - (a+0b)3

Ty T 2ety) (10)
Zaa=b=11xz =y =2 dobijamo 1 > 1, §to je tacno. Pokusajmo dokazati nejednakost (10).
Rjesenje: Nejednakost (10) je ekvivalentna sa

2(z + y)(aPy + b3x) > zy(a + b)*
to jest sa

adzy + b3xy + 2(a®y? + b32?) > 3a’bry + 3ab’zy . (11)

Primjenom aritmeticko-geometrijske nejednakosti za tri pozitivna broja, imamo

adry + a®y? + 032 > 3V adzyady?b3z? = 3a’bry

ady? + 6322 4+ bPxy > 3ab’ry .

Ako saberemo posljednje dvije nejednakosti dobijamo nejednakost (11). Ovim je potvrdena validnost
nejednakosti (11), a samim tim i validnost nejednakosti (10). O

Napomena 3.4. Za pozitivne brojeve a,b, c,xz,y, z vrijedi

a® b

3 3
+b+c
NP )
T Y z 3

(z+y+2)’ (12)

Owva nejednakost se moze dokazati pomoéu metode primijenjene za dokaz nejednakosti (10).
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4. Primjena nejednakosti (7)
Ukazat ¢emo na nekoliko primjera primjene nejednakosti (7).

Primjer 4.1. Dokazimo da je za pozitivne brojeve x,vy, z tacna nejednakost

x y z 1
+ + >
z4+2y+32 y+2z243r z+4+2x4+3y 2

(13)

Rjesenje: Neka je
x Y z
=L
x+2y+3z+y+22+3x+z+2x+3y

Tada je

x2 y2 22

+ + :
x(z+2y+32)  yly+2z+3x)  z(z+2z+3y)

pa je, na osnovu dokazane nejednakosti (7):

< (x+y+2)?
T (@2 +y?+22) + 5y +yz+2x)

Poznato je da vrijedi

(z+y+2)?=2"+y*+2>+ 20y +yz +27) (15)

(x+y+2)2> 3@y +yz+2x) . (16)
(e +y?+22 > ay+yz+zz e (r—y)? + (y—2)>+ (2 —x)? > 0 (tatno)). Sabiranjem nejednakosti (15)
i (16) dobijamo

2w +y+2)?>a*+y? + 2%+ 5wy +yz+ 27) . (17)

1
Iz nejednakosti (17) i (14) slijedi L > 3 §to je trebalo i dokazati. O

Primjer 4.2. Dokazimo da za pozitivne brojeve vrijedi

3 bS 3
%+—+izﬁ+ﬁ+8. (18)
C a

Rje3enje: Primjenom nejednakosti (7) dobijamo

P X I S Y R (a2 402+ 02)2
-ttt =4+ —> —
b c a ab  bc  ca ab + be + ca

a odavdje, zbog ab + bc + ca < a? + b% + 2, slijedi nejednakost (18). a
Rjesenje: Koristenjem nejednakosti (12) imamo
PR B BN b6 6 a2 + b2 + )3
e sy (19)
b ¢ a a¥b b a7 3(adb+ b+ Ba)

Preostaje nam da dokazemo tacnost sljede¢e nejednakosti

(a® + b+ ¢*)? > 3(a®b + bPc + Pa) . (20)
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Naime, ako u nejednakost (16) stavimo
z = a® + be — ab, y=b2—&-ca—bc7 z=c+ab—ca,

dobijamo zeljenu nejednakost (20). Konacno, iz nejednakosti (20) i (19) slijedi nejednakost (18). O
Rjesenje: Primjenom aritmeticko-geometrijske nejednakosti za dva pozitivna broja dobijamo

3 3 b3 3
a—+ab22\/a—ab:2a2, — +be > 207, C—+ca2202,
b b c a

pa je
a® b3
?—l——+—+ab—|—bc+ca22a2+2b2+2c2. (21)
¢ a
Iz nejednakosti (21) i ab + be + ca < a? + b% + ¢ slijedi nejednakost (18). O

5. Zadaci za vjezbanje
Prva tri zadatka mogu rjesavati osnovci, a preostalih pet-srednjoskolci.

Zadatak 5.1. Ako su x iy pozitivni brojevi, dokaZi tacnost nejednakosti:

) -
204+ 2x4+y 3
T Y 1 1

D) — 4+ L >4 =

)y2+x2_w+y

Zadatak 5.2. DokaZi da za pozitivne brojeve a,b, c vrijedi
a® v 2
a) —+—+—>a+b+e,
b c a
a b c

b
) 2a+b+2b+c+2c+a_

Zadatak 5.3. DokaZi da za duZine kateta a,b i duZinu hipotenuze ¢ pravouglog trougla vrijedi nejednakost

at+ vt > =t

NI

Zadatak 5.4. Nejednakost (7) dokaZi na nacin razliéit od prikazanog.

x Y z

+ + . Dokazi
kx+y+z x+ky+z x+y+kz

Zadatak 5.5. Neka sux,y, z, k pozitivni realni brojevi 1 M =
da je

a) M >

3
0<k<1
k+2za < k<1,

3
b)MSk 22ak21.

Zadatak 5.6. Ako su a,b,c pozitivni brojevi i a +b+ ¢ =1, dokazi da je

a n b n c
1+bc 14+ca 1-+ab

9
> — .
— 10
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Zadatak 5.7. Ako je k > 1, onda za duZine stranica a,b, ¢ trougla AABC vrijedi nejednakost

a . b n c < 3
kb+c)—a kic+a)—b k(a+b)—c ™ 2k—1"

Kada vrijedi jednakost?

Zadatak 5.8. Ako sua,b,c duZine stranica itq, tp, t. duZine teZisnica trougla NABC, onda vrijedi nejednakost

a2 b2 c2
—+z+5>4.
it 12
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Zabavna matematika - Detektivski zadaci

Zadatak 1. Alisa je starija od Barbare i Tome. Tomo je stariji od Dane. Bakir je mladi od Barbare, ali
je stariji od Dane. Bakir je mladi od Tome. Alisa je mlada od Fani. Poredajte ove likove od najmladeg do
najstarijeg!

Zadatak 2. Imamo pet kutija: bijela, crna, crvena, plava i zelena i deset kuglica, po dvije u istim bojama
kao i kutije. U svaku kutiju su stavljene po dvije kuglice na sljedeéi nacin:

e Ni jedna kuglica nije u kutiji iste boje kao i kuglica.
e U plavoj kutiji se nalazi jedna crna kuglica.

e U crvenoj kutiji nema plavih kuglica.

U jednoj od kutija bijele ili crne boje se nalaze po jedna crvena i jedna zelena kuglica.
e U crnoj kutiji su loptice hladnih tonova (hladne boje su zelena i plava).
o U jednoj kutiji su zajedno jedna bijela i jedna plava kuglica.

U kojoj kutiji su koje kuglice?

Zadatak 3. Tripredavaca, Enes, Vedad © Nermin predaju tri razlicita predmeta, analizu, algebru i geometriju,
na tri razlicite godine studija matematike.

e FEnes ne predaje na prvoj godini, a Vedad ne predaje na trecoj godini studija.
e Onaj koji predaje na prvoj godini, ne predaje geometriju.

e Onaj koji predaje na drugoj godini predaje analizu.

o Vedad ne predaje algebru.

Sta i kome predaje Nermin?
Zadatak 4. Arci, Bos i Vesli su gangsteri i jedan od njih trojice je opljackao banku v Chikagu. Na sasluSanju
savki je dao izjavu:
1. Arci:
e Ja nisam opljackao banku.
e Na dan pljacke nisam bio u Chikagu.
e Banku je opljackao Vesli.
2. Bos:
e T0 je uradio Vesli.
e [ da sam je ja opljackao, ne bih to priznao.
e Sto ¢e mi to kad imam dovoljno novca.
3. Vesli:

Ciljna skupina: svi uzrasti
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e Ja nisam to uradio.
e Odavno veé razmisljam o bankama.

o Aréi je u pravu kad kaZe da toga dana nije bio u Chikagu.

U daljem ispitivanju svaki od osumngicenih je priznao da su dvije od tri izjave koje je dao tacne, a jedna je
netacna. Ko je opljackao banku?

Zadatak 5. Pet ljudi razlicitih nacija Zive u pet razlicitih kuca, puSe pet razlicitih vrsta cigara, piju pet
razlicitih vrsta pic¢a i imaju pet razlicitih kuénih ljubimaca. O njima znamo sljedece:

o Englez Zivi u crvenoj kudi.

° gpanac ma psa.

o U zelenoj kuéi piju kahvu.

e Ukrajinac pije caj.

e Zelena kuca je predzadnja, a prije bijele kuce.

o U Zutoj kuéi puse cigarete "Kent”.

o U srednjoj kuéi piju mlijeko.

o Covjek koji pusi 70ld gold” uzgaja puZeve.

e Norvezanin Zivi u prvoj kudi.

o Couvjek koji pusi ”Marlboro” komsija je éovjeku koji ima lisicu.
o (ligarete "Kent” puse do kuée u kojoj uzgajaju konge.
o Covjek koji pusi "Lucky strike” pije orandzadu.

e Japanac pusi ”Winstton”.

e Norvezanin Zivi u susjedstvu plave kuce.

Ko pije vodu i ko je vlasnik zebre?
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Nagradni zadatak: Problem desetocifrenog broja

John Horton Conway bio je jedan od najsvestranijih matematicara proslog vijeka koji je dao veliki doprinos teoriji grupa,
analizi, topologiji, teoriji brojeva, geometriji, algebri i teoriji kombinatornih igara. Njegovo duboko, ali dostupno djelo,
osobnost veéa od zivota, neobian smisao za humor i sposobnost razgovora o matematici sa svima koji bi ga slusali, uéinili
su ga srediStem pozornosti i popularnom ikonom svugdje gdje je isao, medu matematicarima ali i medu amaterima. Njegova
predavanja o brojevima, igrama, magiji, ¢vorovima, dugama, ploc¢icama, slobodnoj volji i jo§ mnogo toga zarobila su mastu
javnosti.

Conway, koji je umro u 82. godini od komplikacija povezanih s COVID-19, bio je ljubitelj igara svih vrsta. Proveo je sate
u zajednickim prostorijama Univerziteta Cambridge u Velikoj Britaniji i Univerziteta Princeton u New Jerseyju, igrajuéi
backgammon, Go i druge razbibrige, a neke i od vlastitih kreacija. Nekoliko najpoznatijih Conwayevih doprinosa dobijeno
je dok je razmisljao o igrama i njihovim strategijama. Mozda je njegovo najvecée otkri¢e bila iznenadujuéa korespondencija
brojeva i igara koja ga je dovela do uistinu gigantskog sistema, nadrealnih brojeva, koji je zapanjio matematicku zajednicu.
Sadrzao je ne samo pozitivne i negativne stvarne brojeve koje svi znamo, veé i nove beskrajno velike brojeve, beskrajno
malene i sve vrste novih brojeva izmedu.

Conwayev rad na nadrealnim brojevima proizasao je iz utjecajnog istrazivackog projekta i knjige Winning Ways for your
Mathematical Plays (1982), zbirke informacija o teoriji igara, napisane s Elwynom Berlekampom i Richardom Guyem. Ova
fascinacija igrama takoder je Conwaya dovela do razvoja Igre Zivota, ¢elijskog automata u kojem se obrazac zivih ili mrtvih
stanica u dvodimenzionalnoj mrezi razvija prema skupu pravila za ’rodenje’ i ’smrt’ svake od njih, bazirano na statusu
najblizih susjeda. Jednostavnost i pristupac¢nost ove igre popularizirao je 1970. nau¢ni americki novinar Martin Gardner.
Do sredine 1970-ih procijenjeno je da Cetvrtina svjetskih racunara koristi Conwayevu Game of Life kao ¢uvar zaslona.
Conway, kome je John von Neumann bio profesor matematike na Univerzitetu Princeton prije penzionisanja 2013. godine,
roden je u Liverpoolu u Velikoj Britaniji 1937. Otac mu je zaradivao igranjem karata, a kasnije je radio kao hemijski
laboratorijski tehni¢ar u lokalnoj visokoj skoli, §koli koju su pohadali George Harrison i Paul McCartney. Conway je, poput
svoje majke, bio strastveni citalac. Pokazao je rano zanimanje za matematiku; do 11. godine zelio je biti matematicar na
Cambridgeu. Doktorirao je na Univerzitetu u Cambridgeu 1964. godine pod mentorstvom Harolda Davenporta, a zatim i
radi u Cambridgeu kao predava¢. 1983. postao je profesor. 1987. godine preselio se u Princeton.

Conway je slavu prvi put stekao 1968. godine utvrdivsi svih 8.315.553.613.086.720.000 simetrija Leech resetke - izvanredno
pravilnog rasporeda tataka u 24-dimenzionalnom prostoru koji je John Leech otkrio 1967. To je dovelo do njegovog
otkri¢a Conwayevih jednostavnih grupa, koje su bile temeljne u klasifikaciji konaénih jednostavnih grupa - jedno od glavnih
dostignuéa matematike dvadesetog vijeka.

Conway je imao primarnu ulogu u istrazivanju i sastavljanju ikoni¢ne knjige o simetriji ATLAS konacnih grupa (1985).
Njegovo duboko poznavanje simetrija dovelo ga je do toga da sa svojim koautorom ATLAS-a Simonom Nortonom predlozi
monstruozne mjesecine. Ove su, po prvi put, ozbiljno povezale grupe kona¢nih simetrija s analizom - a time i diskretnu
matematiku s nediskretnom matematikom. Danas nagadanja o Moonshineu igraju kljuénu ulogu u fizici - ukljuéujuéi
razumijevanje crnih rupa u teoriji struna - nadahnjujuéi val daljnjih takvih otkri¢a koja povezuju algebru, analizu, fiziku i
Sire.

Conwayevo otkri¢e novog invarijantnog ¢vora - koji se koristi za razdvajanje razli¢itih évorova - nazvanog Conwayev polinom,
postalo je vazna tema istrazivanja u topologiji. U geometriji je otkrio kljuéna otkri¢a u proucavanju simetrija, naboja
kuglica, resetki, poliedara i poplo¢avanja, uklju¢ujuéi osobine kvaziperiodi¢nih poplo¢avanja kako ih je razvio Roger Penrose.
U algebri je Conway sa svojim dugogodi$njim saradnikom Neilom Sloaneom otkrio jo§ jedan vazan sistem brojeva,
ikozijanaca. U teoriji brojeva, Conway je pokazao da je svaki cijeli broj zbir najvise 37 petih potencijala. Takoder je razvio
15-teorem (sa svojim studentom Williamom Schneebergerom) i 290-konjukturu; to su bile velike generalizacije teorema o
cetiri kvadrata, koje je dokazao matemati¢ar Joseph-Louis Lagrange u osamnaestom vijeku, koji kaze da je svaki pozitivan
cijeli broj zbir cetiri kvadratna broja (na primjer, 21 je zbir 16, 4, 1 i 0).

Conway je bio nezaboravni ucitelj i govornik, a brojni trikovi koje je izvodio za ilustraciju matematickih pojmova uklju¢uju:
odmah navodenje dana u sedmici za bilo koji datum u povijesti, vréenje vjesalice s novéi¢em uravnotezenim na unutrasnjem
rubu, savijanje jezika u jezik raznih oblika, uravnotezujuéi predmete na bradi i odrzavajuéi ¢itava predavanja u kojima je
svaka rijec¢ koju je izgovorio imala samo jedan slog.

Volio je razgovarati o matematici i igrama, kao i o historiji, etimologiji i filozofiji. Njegov doprinos kulturi, kroz njegov rad
i dostignuca, imat ¢e trajni utjecaj. Zbog izvanredne dubine njegovih matematickih otkri¢a - i zaigranog i velikodu$nog
nacina na koji ih je dijelio s drugima - jako ¢e nam nedostajati.

(Preuzeto iz Nature 582, 27 (2020))

Ciljna skupina: svi uzrasti



Jedan od problema koje pripisujemo Johnu Conwayu je i nas nagradni zadatak.

Zadatak 1. Odrediti desetocifreni broj abedefghij cije su sve cifre razlicite, takav da vrijedi

a je djeljiv sa 1.

ab je djeljiv sa 2.

abc je djeljiv sa 3.

abed je djeljiv sa 4.
abcde je djeljiv sa 5.
abedef je djeljiv sa 6.
abedefg je djeljiv sa 7.
abcdefgh je djeljiv sa 8.
abedefghi je djeljiv sa 9.
abedefghij je djeljiv sa 10.

Rjesenje zadatka dostaviti najkasnije do 15.04.2021. godine, putem e-maila ili na adresu casopisa (postom)
Prvo pristiglo, ta¢no i potpuno rjesenje bit ¢e nagradeno novéanom nagradom od 50 KM.
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Konkursni zadaci

Osnovna skola

Zadatak 31. Sam lav moZe da pojede ovcu za dva sata, vuk za tri sata, a pas za Sest sati. Za koje vrijeme
bi oni zajedno pojeli ovcu?

Zadatak 32. Redari Damir ¢« Ema mjerili su ucionicu koracima. Damir jednim korakom izmjeri 80 cm.
Emin korak je za 30 cm kraci i zato je, mjereéi duZinu ucionice, napravila 9 koraka vise mego Damir, a
mgereci irinu, napravila je 6 koraka vise nego Damir. Koliko iznosi duZina i Sirina ucionice?

(Rijesiti bez upotrebe jednacinal)

Zadatak 33. Zbir kuénih brojeva jedne strane ulice (izmedu dvije raskrsnice) iznosi 333. Koji su to brojevi?
(Brojevi na razlicitim stranama ulice su razlicite parnosti.)

Zadatak 34. Ako bi se spoljasnji ugao kod tjemena A trougla AABC poveéao za 35°, a spoljasnji ugao kod
tiemena B umangio za 20°, onda bi se unutraingi ugao kod tjemena C povelao za svoju Cetvrtinu. Koliki je
unutrasngi ugao kod tjemena C'?

Zadatak 35. Svakom od brojeva 164 i 100 dodati jedan te isti cijeli broj tako da oba dobijena zbira budu
kvadrati cijelih brojeva. Koji broj treba dodati?

Zadatak 36. Trojica ljudi, Mujo, Haso i Huso su na vasaru sa svojim suprugama. Imena supruga su Fata,
Hana i Lamija. Utvrditi ko je s kim oZenjen, ako je poznato sljedece:

e Svako od ovih Sest lica platio je svaku kupljenu stvar onoliko KM koliko je stvari kupilo.
o Svaki muskarac potrosio je 63 KM wvise od svoje Zene.

o Mujo je kupio 23 stvari vise od Hane, a Haso 11 vise od Fuate.

Zadatak 37. Od svih dvocifrenih brojeva odrediti onaj koji podijeljen zbirom svojih cifara daje najveéu
vrijednost.

Zadatak 38. Rijesiti jednacinu u skupu cijelih brojeva: x3 — 1022 4+ 2y —y = 0.

Zadatak 39. U jednakokrakom trouglu NABC' s osnovicom BC nalazi se tacka M takva da je LM BC =
30° i LMCB = 10°. Odrediti LAMC ako je £ BAC = 80°.

Zadatak 40. Postoji li medu 2020 proizvoljno odabranih prirodnih brojeva dva cija je razlika djeljiva sa
20197

Ciljna skupina: Osnovna sSkola, srednja skola
Rjesenja zadataka dostaviti najkasnije do 15.04.2021. godine, putem e-maila ili na adresu ¢asopisa (postom ili li¢no)
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Srednja skola

Zadatak 31. Ako se broj stranica pravilnog mnogougla poveéa za 4, njegov unutrasnji ugao se poveéa za
15°. Za koliko se poveéa broj dijagonala?

Zadatak 32. Odrediti najveéi prirodni broj n takav da je broj n? 4+ 2020 djeljiv sa n + 20.
Zadatak 33. Definisimo funkciju f : N = N na sljedeéi nacin

_ [ fln—=1)4+1 ; zamn parno
@) 37f(n)7{f(n*1)+2 1 zam neparno

Lzracunati f(2021)!

Zadatak 34. Dokazati jednakost

(44 V15)- (V10— V6) - \/4— V15 =2.

Zadatak 35. Rijesiti jednacinu:
8. 3VItr = gr _ gVl

Zadatak 36. Odrediti najmanju vrijednost polinoma
P(z,y) = 2 — 2zy + 6y° — 120+ 2y + 45 .

Zadatak 37. Duvije prave paralelne sa osnovicom trapeza dijele njegove krakove na tri jednaka dijela i dati
trapez na tri trapeza. Izracunati povrsinu “srednjeg” trapeza, ako su povrsine “krajnjih” trapeza respektivno
P i Ps.

Zadatak 38. Dokazati da za ma koji prirodan broj n veéi od 1 vaZi nejednakost

1 n 1 n +1 >13
n+l n+2 2n = 24

Zadatak 39. Odrediti sve vrijednosti ugla a u segmentu 0 < o < 2w, za koje je nejednakost

1
(sina+ 5) 22 — (2sina—3)z+1>0,

ispunjena za svako x € R.

Zadatak 40. Zbir tri broja je 114. Oni se mogu posmatrati kao tri uzastopna ¢élana geometrijskog niza ili
kao prvi, ceturti i dvadesetpeti élan aritmetickog niza. Odrediti ove brojeve!
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Rjesenja konkursnih zadataka 21 — 30

Osnovna skola

Zadatak 21. Neka je

AUuB=1{0,1,2,3,6,8}, A\B=1{2,6} i B\A=1{0,8}.
Odrediti AN B.
Rjesenje: Iz AU B ={0,1,2,3,6,8} i A\B = {2,6} zakljutujemo da je

B=1{0,1,3,8}.
Iz AuB=1{0,1,2,3,6,8} i B\A = {0,8} zakljucujemo da je

A={1,2,3,6}.

Sada koristeéi se definicijom presjeka skupova imamo da je AN B = {1,3}. O

Zadatak 22. Koliko brojeva sadrzi niz: 3,8,13,18,...,118,123.

Rjesenje: Ako svaki ¢lan ovog niza umanjimo za 3, dobijamo niz 0, 5, 10, 15, ..., 120. Ovo su svi nenegativni
cijeli brojevi djeljivi sa 5, a koji su manji ili jednaki 120. Bez 0 takvih ima w5 = 24. Dakle, nas niz ima 25

¢lanova. O

Zadatak 23. Ucenici koji na svojim magicama nose brojeve 1,2,3,4 osvojili su na krosu prva cetiri mjesta.
Odrediti redoslijed uc¢enika na cilju ako se zna:

a) brojevi mjesta koje su ucenici osvojili na krosu ne poklapaju se s brojevima koje ucenici nose na
magicama,

b) ucenik s brojem 3 na majici nije osvojio prvo mjesto;

¢) broj na magici ucenika koji je osvojio cetvrto mjesto poklapa se s brojem mjesta koji je osvojio onaj
ucenik, ¢iji je broj na magici ujedno broj mjesta koji je osvojio ucenik s brojem 2 na magici.

Rjesenje: Napravimo tabelu u kojoj vrste predstavljaju redni broj ucenika, a kolone zauzeto mjesto u
utrci. Upisivanjem 0 u presjeku i-te vrste i j-te kolone naglasavamo da i-ti ucenik nije zauzeo j-to mjesto.
U suprotnom upisujemo 1. UnoSenjem podataka iz uslova a) i b) imamo stanje prikazano tabelom (a).

zauzeto mjesto zauzeto mjesto
I IT| I | IV I]IT|IOI | IV
s 1|0 o 1|0
= 2 0 = 2]0]0
g 3]0 0 g 3]0 0
T4 0 T 4l1]olo]o

(a) b)

Prvo mjesto zauzeo je ucenik sa rednim brojem ili 2. ili 4.
Pretpostavimo da je ucenik sa rednim brojem 4. bio prvi. Stanje sada izgleda kao u tabeli (b).

Ciljna skupina: Osnovna skola, Srednja skola
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Sada vidimo da ucenik sa rednim brojem 2. ne moze biti IV jer bi u tom slu¢aju ucenik 1. morao biti
III, a to ne moze zbog uslova ¢) (tabela (c)). Dakle, ova varijanta otpada, to jest I mjesto je zauzeo uéenik
sa rednim brojem 2. Stanje je prikazano tabelom (d).

zauzeto mjesto zauzeto mjesto
I|II|IOI | IV I|IT|IOI | IV
o 11001 0 s 110
= 210010 1 i’ 2111010 0
g 3]0|11]0 0 g 3|0 0
" 40110010 T 400 0

(c) d)

Saglasno uslovu c) Cetvrto mjesto je osvojio ucenik sa rednim brojem koji se poklapa sa osvojenom
mjestom ucenika 2. Dakle, IV mjesto je osvojio ucenik sa rednim brojem 1 (tabela (e)).

zauzeto mjesto zauzeto mjesto

I |1 | IOI | IV I|II |1 | IV
o 1L10]0 0 1 s 110100 1
< 21|00 0 = 211|100 0
T 3]0 0 2 3/0[1]01]0
T 40 0 " 4]0]0|1]0

(e) ()

Vidimo sada da da je II mjesto osvojio uc¢enik sa rednim brojem 2., a time ostaje da je III mjesto osvojio
ucenik sa rednim brojem 4. (tabela (f)). O

Zadatak 24. Debljina jednog lista hartije iznosi jednu cetvrtinu mm. Ako se taj list savije napola i
tako se nastavi s presavijanjem prethodno dobivenog uvijek napola, kolika ce biti debljina ako se izvrsi 12
presavijanja?

Rjesenje: Prilikom svakog presavijanja debljina sloja hartije se udvostruci. Zbog toga debljina sloja hartije
mora biti

1

Z.92.92..... 2:210:1024mm.
4 Y——
12

O
Amel Halilovié IXb, JU OS ”Hasan Kiki¢” Gradacac

Zadatak 25. Dati su razlomci 33% i %. Naci najmangi broj takav da kolicnik tog broja sa svakim od datih

razlomaka bude prirodan broj.

Rjesenje:
35 396
A-%fk@A-gfk keN
28 297
597 l <= 7% l1leN
Sada imamo da je A = NZS5{28,35}, a to je broj A=2-2-5-7=140. a

Zadatak 26. Visine trougla AABC sijeku se u tacki M. Ako je |AM| = |BC|, izracunati velicinu
unutarnjeg ugla trougla kod tjemena A.
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Rjesenje:

Po pretpostavci je AM = BC. Tada je ABCE ~ ANAME

({BEC = LAEM = 90°, AM = BC, {EBC = {EAM kao

uglovi sa okomitim kracima). Odavde zaklju¢ujemo da vrijedi
E AE = BE. Dakle, AABE je pravougli, jednakokraki trougao,

a to znaci da je LEAM + LEBC = 90°. Kako smo veé ranije
F zakljucili da su ova dva ugla podudarna, imamo da je ugao kod
tjemena A, to jest {BAFE je 45°.

]

Zadatak 27. Dat je kvadrat JABCD déija je stranica duzine 1. Nad stranicom AB kao nad preénikom
konstruiran je polukrug. Iz tacke D povué ena je tangenta na polukrug koja stranicu BC' sijece u tacki E.
Odrediti obim i povrsinu trougla ADCE.

Rjesenje:
D c
Neka je F' tacka dodira tangente DE sa polukruznicom. Tada
je DA=DF =1iFFE=FEB=ux OndajeCE=1-xi
DE =1+ z. Trougao ACDE je pravougli, pa po Pitagorinoj
teoremi imamo da je DE = D—C2 + C_EQO. Dakle,
F A+z)?=1>4+1-2)? <= 1+22+22=1+1-2z+ 2>
E <= dr=1.
. 1 e == 9 .== 3
ImamodaJex:Z,aondaJeDC:l,DEzzlcE:Z.
A B

Na osnovu svega ovoga sada imamo,

S
I
\
DO [ leo
I

2
O

Zadatak 28. Broj a je kvadrat prirodnog broja. Dokazati da je a ili djeljiv s 4 ili pri dieljenu s 8 daje
ostatak 1.

Rjesenje: Neka je a = k2, k € N. Broj k moze biti ili paran ili neparan.

a) Neka je k paran prirodan broj, to jest kK = 2n, za neko n € N. Sada je a = k? = (2n)? = 4n?, te
vidimo da je a djeljivo sa 4.

b) Neka je k neparan prirodan broj. to jest k = 2n — 1, za neko n € N. Sada je a = k2 = (2n —1)? =
4n? —4n+1 =4n(n— 1)+ 1. Brojevi n i n — 1 su dva uzastopna prirodna broja pa je jedan od njih paran.
Iz ovoga onda vidimo da je 4n(n — 1) djeljivo i sa 4 i sa 2, dakle i sa 8. Dakle, a = 4n(n — 1) + 1 u dijeljenju
sa 8 daje ostatak 1, Sto je i trebalo pokazati. a
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Zadatak 29. Dokazati da za pozitivne brojeve x iy vrijedi nejednakost
I4+2)1+=zy)(1+y) > 8zy.
Kada vrijedi jednakost?

RjesSenje: Neka su z i y pozitivni brojevi. Primjenjujuéi A-G nejednakost na parove brojeva 1iz, 11y i
11i zy imamo

1
;$z\/1~x:1+x22\/§
1
%2\/1~xy:>1+zy22\/xy

1
%2\/1-y:>1+y22\/§.

Mnozeéi ove tri nejednakosti dobijamo
(L+2)(1+2y) (1 +1) > 8222 ,
odnosno
(I+a)(1+zy)(1+y) 28wy,

sto je i trebalo dokazati.
Jednakost ¢e vrijediti ako je z =y = 1. |

Zadatak 30. Izracunati: \/1111...11 — 222...22.
—_— —_—
200 jedinica 100 dwvojki

Rjesenje: Primjetimo sljedece,

200 nula 100 nula
1000...00 — 1 1000...00 — 1
111,11 = —— = 1§ 222.22 =2. — "~
200 jedinica 100 dvojki
Sada imamo,
200 nula 100 nula 200 nula 100 nula
1000...00 — 1 1000...00 — 1 1000...00 — 1 — 2(1000...00 — 1)
111111 — 222..22 = \| ——— — 2. T T ST
200 jedinica 100 dvojki
100 nula 2 100 nula
——
200 nul 100 nul 9.
a a 1000...00 2-1000...004+ 1
_ .1 1000...00 —2-1000...00+1
B 9 B 9
100 nula 2
——
_ 100 nula
1000...00 — 1 P
= = = 333...33 .
9 3 N——
100 trojki
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Srednja skola

Zadatak 21. Ako su a, b i ¢ pozitivni racionalni brojevi, dokazati da je i broj

Lol 1 [ atbte 2
a? b 2 ab + ac + be

racionalan.

Rjesenje:

i+i+l+ a+b+c 27 b262+a262+a2b2+ a+b+c 2
a? b2 2 ab+ac+bc) a?b?¢c? ab 4+ ac + be
(0P +aPc? 4 a?b?)(ab + ac+ be)? + (abe(a+ b+ ¢))?
N (abe(ab + ac + be))?

(02c® + a®c? 4 a?b?)(a?b? + ac? + b?c? + 2a%be + 2abc + 2abc?) + (abc(a + b+ ¢))?
(abe(ab + ac + be))?

(b2c® + a®c® 4 a?b?)? + 2abc(a + b+ ¢)(a?b? + ac® + b%c?)) + (abe(a + b + ¢))?
(abe(ab + ac + be))?

(02 + a®P + a?b?) + abe(a+ b+ ¢))?
N (abe(ab + ac + be))?

_ (B*® +a®® + a®b?) + abe(a+ b + ) cQ
- abe(ab + ac + be)

Zadatak 22. Ako su a,b,c >0 i abc = 3, dokazati da vrijedi
(a+b+e)P—a® -0 -2 >72.
Rjesenje:
(a+b+c)P—a® - -~ =@+btc—a)(a+tb+c)+ala+b+c)+a?)— (b +c?)
= (b4 ¢)(a® + b + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc + a® 4 ab + ac + a*) — (b + ¢)(b* — be + ¢?)
= (b+ ¢)(3a* + b? + ¢ + 3ab + 3ac + 2bc — b* + be — ¢?)
= (b+ ¢)(3a* + 3ab + 3ac + 3bc)

=3(b+c)(a(a+b) + c(a+ b))
=3(a+b)(a+c)(b+c) (1)

Koristeéi A-G nejednakost (A > G) za svaki par od brojeva a,b i ¢ imamo

a+b>2Vab
a+c>2vac
b+c>2Vbe

Mnozenjem ovih nejednakosti dobijamo

(a+b)(a+c)(b+c) > 8Va2b?c? = 8abc (2)
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Sada iz (1), (2) i polazne pretpostavke abc > 3 imamo
(a+b+c)®—a® b - =3(a+b)(a+c)b+c) > 24abec > T2 .
Komentar: Jednakost ée vrijediti ako je a = b = ¢ = /3. a
Imsirovié Amir, 2r, Gimnazija ”Mustafa Novali¢” Gradacac

Zadatak 23. Neka je CD wvisina pravouglog trougla ANABC. Neka su R i S sredista upisanih kruzZnica
u pravouglim trouglovima NACD i ABCD. Ako prave CR i CS sijeku stranicu AB u tackama P i Q,
dokazati da je AC = AQ i BC = BP.
Rjesenje:

B Neka je LBAC = a, LABC = . Kako je a + 8 = 90°,
zakljuéujemo da vrijedi LACD = i £LBCD = a.
Centar upisane kruznice se nalazi u presjeku simetrala

uglova, pa iz toga imamo da je LACP = LPCD = g i
£BCQ = £QCD = %

Oznacimo sa ¢ = LCQA iy = LCPB. Iz ACD(@ imamo
dajex = QOO—%. Kako je LACQ = 6—&—% = 90°—a+% =
90° — %7 zaklju¢ujemo da je LACQ = LAQC. Dakle,
c A trougao AAQC je jednakokraki trougao, to jest AC = AQ.

Slicno ovome, posmatrajmo sada trougao ABCP. Iz trougla ACPD imamo da je y = 90° — g Kako

je £«BCP = a + g =90° -5+ g =90° — g, zakljucujemo da je LCPB = £BCP, te je trougao ABCP

jednakokrak, odnosno vrijedi BC = BP.
O

Zadatak 24. Za koje vrijednosti promjenljivih x iy izraz

422 + 28z + 11

A=
922 — 6xy + y2 + 62 — 2y + 12

ima najmangu vrijednost i odrediti Amin.

Rjesenje: Izvrsimo transformaciju polaznog izraza.

A 4z% + 28z + 11 42?4282 +49-49+11
922 —6ay 492+ 6 —2y+12 (Br—y)2+2Bzx—y)+1+11
2z +7)% —38 38— (2x +7)?

T Br-y+12+11 @Br-y+12+11
Izraz A ée imati minimalnu vrijednost ako i samo ako izraz —A ima maksimalnu vrijednost,

38— (224 17)2
Bz —y+1)24+11"°

Razlomak je veéi §to mu je brojnik veéi, a imenilac manji. Tako ée izraz —A imati najvecéu vrijednost ako
mu je brojnik najvedi, to jest 2x + 7 = 0 i ako mu je imenilac najmanji, to jest 3z —y + 1 = 0. Dakle, treba
rijesiti sistem jednacina
20+7=0
Jr—y+1=0.
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7
Iz prve jednacine direktno dobijamo da je x = 5 a ubacujuéi tu vrijednost u drugu jednac¢inu dobijamo
19 7 19 38
y=-—5- Dakle, Zaw:fiiy:fgimamo da je Amin:*ﬁ- O

Jahié Amina, 3d, Gimnazija ”Ismet Mugjezinovi¢” Tuzla

Zadatak 25. Brojevi 12 i 60 imaju interesantno svojstvo, njihov proizvod je tacno deset puta veci od
ngihovog zbira. Ima li jo§ takvih parova prirodnih brojeva?

Rjesenje: Neka su z i y prirodni brojevi takvi da je x -y = 10(x + y).

x-y=10(x +y) < xy = 10z + 10y
= 2y — 10z - 10y =0
= 2(y — 10) — 10y + 100 — 100 = 0
— 2y — 10) — 10(y — 10) = 100
— (y —10)(z — 10) = 100 ,

pri ¢emu ocigledno mora biti z > 10 i y > 10. Kako je broj 100 djeljiv sa 1, 2, 4, 5, 10, 25, 50 i 100,
razmatrajmo sljedece slucajeve:
1. y—10 = 1. Tada mora biti x—10 = 100 (Naravno da smo mogli posmatrati i obrat, to jest y—100 = 100
iz — 10 = 1, §to zbog ocigledne simetrije bi dalo isti par rjesenja). Odgovarajuéi par brojeva bi bio
y =111 =110 (simetri¢no, y = 110 i = 11).
2. y— 10 = 2. Tada je X — 10 = 50 (Isti komentar o simetri¢nosti). Odgovarajuéi par brojeva bi bio
z =601y =12, sto je poznato nam rjeSenje.
3. y — 10 = 4. Tada je z — 10 = 25 (Isti komentar o simetri¢nosti). Odgovarajuéi par brojeva bi bio

r=35iy=14.
4. y — 10 = 5. Tada je z — 10 = 20 (Isti komentar o simetri¢nosti). Odgovarajuéi par brojeva bi bio
r=301iy=15.
5. y — 10 =10. Tada je z — 10 = 10. Odgovarajuéi par brojeva bi bio x = 20 i y = 20.
Dakle, mogudéi su parovi (11,110), (12,60), (14, 35), (15,30) i (20, 20). O

Jahi¢ Amina, 3d, Gimnazija ”Ismet Mujezinovi¢” Tuzla
Zadatak 26. Nadi vrijednost parametra p za kojeg jednacina
zt — (3p+2)z? +p® =0,
ima Cetiri realna rjeSenja koja obrazuju aritmeticki niz.

Rjesenje: Koeficijenti date jednaline etvrtog stepena sua =1, b=0,c= —3p+2),d=01ie = p*
Prema Vietovim formulama imamo:

—~
> W
= L D

1 +22+x3+24=0

1T + T1T3 + T124 + Tokz + ToTa + x3T4 = —(3p + 2)

T1X2T3 + T1T2X4 + T123T4 + T2x3x4 = 0 (5

T122w32s = P (6

Kako rjesenja ¢ine aritmeticki niz, stavimo da je x1 = z1, 2 = 21 +d, x3 = 1 + 2d i x4 = x1 + 3d.
Uvrstavanjem u (3) dobijamo 4x1 + 6d = 0, to jest z1 = -5 Tada je zo = —C—Zi, r3 = 5 iy = z%d

Uvrstavanjem ovih vrijednosti za 21, 2, x5 i 24 u (4) dobijamo vezu

5d> =6p+4
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a uvrStavanjem u (6) imamo

Sada razlikujemo dva slucaja:

d
Slucaj I: Neka je p = 37 Iz jednakosti 5d? = 6p + 4 dobijamo da je p = 6.
2

3d 6
Slucaj II: Neka je p = - Iz jednakosti 5d? = 6p + 4 dobijamo da je p = o a

Fazli¢ Amina, 4d, Gimnazija ”"Ismet Mujezinovié¢” Tuzla
Zadatak 27. Rijesiti jednacinu logg, , 4 -logg,2 . 2 = 4.
Rjesenje: Zbog definicije logaritma mora biti sinz > 0 i sinz # 1. Ovo nam daje definiciono podrugje,
x€<2k7rz+2k7‘r)U(E+2k7r7r+2k7r) keZ
) 2 2 ) ) .

Prelaskom na bazu 2 i sredivanjem polazne jednacine imamo,

log, 4 log, 2

logy sinz  log, sin? x

=4

logg, 4 10gg2,2 =4

2 1 B
log,sinz  2log,sinz
1
= =4

(log, sin z:)*

1
— (logysinz)® = 1

1
<= log, sinx = ii .

—_

Slucaj I : loggsinz = —.

[\V]

[N

Ovo je ekvivalentno sa sinz = 2z = /2 > 1, pa u ovom slu¢aju nemamo rjeenje.

Sluéaj I : logysinz = —5
1 V2

Sada je sinx = 273 = — = , iz Cega zakljucujemo da su rjeSenja

V22

3
.1‘1:%—'-2]{}71' i .1‘2:{4-2]671’, k€.

O

Fazlié¢ Amina, 4d, Gimnazija ”Ismet Mujezinovi¢” Tuzla

Zadatak 28. Na stranici AB trougla AABC uzeta je tacka M tako da je AM = 3M B, a na stranici AC
tacka N, tako da vrijedi 2AN = NC'. Povrsina trougla je m. Izra¢unati povrsinu éetverougla M BCN.

Rjesenje:
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AM =3MB
2AN = NC
N Prapc=m

Poysen =7

B
A M
_ - - e _—_ 3
NekajeAB:c.tadajeAM+MB:3MB+MB:c,tojestMB:%iA :ZC,
_ o S
Stavljajuéi da je AC' =b, imamo AN + NC = AN + 2AN =, iz Cega je N:§1NC=§.

Sada imamo,

AM - AN -sin{ MAN 3¢ tb-sindAMAN  b-c-sin{BAC
Praun = 5 = 5 = 5 .

1 1
Dakle, PAayn = ZPAABC = Zm. Sada imamo,

1 3
Pompon = Paape + Pramyn =m — A=

O

Fazlié¢ Amina, 4d, Gimnazija ”Ismet Mujezinovi¢” Tuzla

Zadatak 29. Ako za uglove trougla vrijedi jednakost

3
cosa + cos 8 — cos(a + fB) = 2

tada je trougao jednakostranicni. Dokazati!

Rjesenje:
3 — — 3
COS(X+(3085—COS(O¢+5):§<:>QCOSa2BCOSQQﬂ—l—cos(a+ﬁ)+1—§:0
— - 1
<:>2cosa ﬁcosazﬁ—(1+c05(a+ﬂ))—§:0
- - 1
<:>2cosa2ﬁcosa26—QCoszagﬂ—izo/.(_Q)
<:>46052a+ﬁ—4cosaiﬁcosa;ﬂ+cos2a;ﬂ—Cos2a;ﬁ—|—170
2
— QCosoH_ﬂ—cosa B +Sin20‘_ﬂ:0,
2 2 2
1z posljednje jednakosti zaklju¢ujemo da mora vrijediti
. a—f
o =0 7
sin — (7)
2 cos 2ﬁ—cosagﬁ_0. (8)
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Iz (7) onda imamo da je a7 _ 0, to jest a = 8. Medutim, ako jednakost uglova « i 8 iskoristimo u

2
(8) onda dobijamo
2cosa —cos0 =0
<= 2cosa =1
1
= =_.
cosa =
Vidimo da je @ = 60°, a time je i 8 = 60°. Dakle, mora biti v = 60°, te je trougao jednakostranican. a

Jahié Amina, 3d, Gimnazija ”Ismet Mugjezinovi¢” Tuzla
Zadatak 30. Odrediti z-ti élan geometrijskog niza ¢ija su prva tri ¢lana: 11 — xl°8%  glogr _ 5 4 35 _ glogs,

Rjesenje: Radi lakseg zapisa stavimo da je 2'°8% = ¢, > 0. Tada su ¢lanovi naseg niza: a; = 11 — ¢,
ay=t—5iag=35—t. Kakojea§=a1~a37tojest

(t—5)2 = (11 —1)(35 — 1)

< t* — 10t + 25 = 385 — 46t + ¢

= 36t = 360 ,
zakljuéujemo da je t = 10. Dakle, 2'°% = 10, iz ¢ega nakon logaritmovanja dobijamo jednacinu log2 =1,
to jest logx = +1.

Slucaj I : logz = 1. Tada je z = 10, te te su ¢lanovi naeg niza a1 = 1, ag = 5 i ag = 25. Iz ovoga vidimo
da je ¢ = 5. Sada imamo

az:alozal-q9:1-59:59.

1
Sluéaj I :logz = —1. Tadajex = 107! = 1o’ a to nije prirodan broj, te u ovom slu¢aju nemamo rjesenja.
O

Fazlié¢ Amina, 4d, Gimnazija ”Ismet Mujezinovié” Tuzla



EVOLVENTA (JAMTK) 3(1) (2020), 46-47

RjeSenje nagradnog zadatka — Problem kretanja
Vol. 1 No. 2 (2018): Evolventa

30 m

LOKOMOTIVA
Oznacimo pruge slede¢im slovnim oznakama :

a- Pruga beskonac¢ne duZine

b- Pruga duZine 10 m

c- PrugaduZine 30 m

d- Pruga gdje se nalazi lokomotiva u pocetnom polozaju

Rjesenje zadatka :

1) Lokomotiva ide u put ¢, a zatim gura vagon B u put a i okaca ga

2) Lokomotiva gura vagon A u put b i otkaca ga

3) Vradase u put aizakaca vagon B i vuce ga u put ¢, a zatim ga gura u put d i otkaca ga.
PoloZaj bi bio kao na slici :

10 m dl 30 _m

4) Lokomotiva ide u put b i zakaca vagon A pa ga vuce u put a, a zatim ga gura u put c i otkaca ga.
5) Guravagon B u put b i otkaca ga.
PoloZaj bi bio kao na slici :

C,

1) m d 30 m

6) Lokomotiva zakaca vagon A i vuce ga u put a, a zatim ga gura u put b
7) Zakacaivagon B ( sada imamo kompoziciju LAB) i vuce ih u put a




8) Gura oba vagona u put c i otkaca vagon B
9) Vuce vagon A u put a, a zatima ga gura u put b i otkaca ga
Polozaj bi bio kao na slici :

1t m d| 0 _m

10) Lokomotiva zakaca vagon B i vuce ga u put a, a zatim gura na po¢etno mjesto vagona A i
otkacaga.

11) Lokomotiva ide preko puteva a-c-d do vagona A i zakaca ga, a zatima ga vuce u put c i onda
gura na pocetno mjesto vagona B i otkaca ga .

12) Lokomotiva se preko puta c vraca na pocetni poloZaj.
Polozaj bi bio kao na slici :

It m

0 _m

Ucenik : Mahir Suljkanovi¢ 8b  OS " Rainci Gornji "
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EVOLVENTA (JAMTK) 3(1) (2020), 48-51

RjeSenje nagradnog zadatka — Problem sjecenja
Vol. 2 No. 1 (2019): Evolventa

NN NN

"

Pocetna kocka 5x5x5 = 125 kocki 1x1x1

Manje kocke su zapremina :

1x1x1=1%=1

2x2x2=2°=8

3x3x3=33=27

4x4x4=4°=64

Oznacimo sa a,b,c,d varijable gdje je po uslovu zadatka {a, b, c, € N tako da vrijedi
ax64+bx27+ cx8+dx1=125 ( Zbir zapremina svih kocki je 125).

Ujedno je i a+b+c+d rjesenje zadatka i mi trazimo min(a+b+c+d).

Teoretski imamo pet slucajeva ( Izdvajamo maksimalne kocke zapremine 1,8,27,64 i 125)

Zapremine 1i 125 ne¢emo razmatrati jer je u prvom slucaju to maksimalan broj kocki , a u drugom
kocka ostaje cijela tj nema sjecenja.

1 slucaj ( max kocka 4x4x4)

Zbog koeficijenata sa kojim se mnozi varijabla a moze biti samo 1 ( iz kocke 5x5x5 mozemo izdvojiti
samo 1 kocku 4x4x4 ) pa slijedi :

1x64+bx27+cx8+dx1=125
bx27+cx8+dx1=125-64=61

Kada izdvojimo kocku 4x4x4 ostaje nam samo po 1 red od kocke 5x5x5 tako da ne moZemo izrezati
nijednu kocku ni veli¢ine 2x2x2 ni 3x3x3. Prikaz je na grafiku ispod :
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Odatle slijedi da je b=0ic=0 paje:
dx1=61

Znaci ukupan broj kocki a+b+c+d u ovom slucaju je 1+0+0+61=62

2 sluéaj ( max kocka 3x3x3)
Znadi sada je a=0i b=1 ( jer iz kocke 5x5x5 mozemo izdvojiti samo jednu kocku 3x3x3 )

Slika za ovaj slucaj :

Iz poetnog uslova axé64+bx27+ cx8+dx1=125 za ovaj slucaj vrijedi :
1x27+cx8+dx1=125

cx8+dx1=125-27=98

Sada treba izdvojiti max broj kocki 2x2x2 jer tako smanjujemo ukupan broj kocki .

Grafi¢ki ¢emo prikazati tu situaciju (program Paint 3D) , a radi jasnije slike stranice kocke su oznacene
sa A,B,C,D u horizontali u smjeru suprotnom od kazaljke na satu dok je gornja strana E , a donja F.



Iz grafickog prikaza vidimo da maksimalan broj kocki 2x2 iznosi 7 ( 4 Zute+2 zelene +1 siva)
Iz toga slijedi da je c=7 pa je gornja jednacina :
7x8+dx1=98 tj d=98-56=42 ( ostalo je 42 kocki 1x1)

Broj kocki a+b+c+d u ovom slucaju je 0+1+7+42=50

50
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3 slucaj ( max kocka 2x2x2)
Iz pocetnog uslova ax64+bx27+ cx8+dx1=125 za ovaj slucaj vrijedi :

cx8+dx1=125

Maksimalan broj kocki 2x2x2 je 8 , a isto kao i u prvom slucaju ostaje samo po jedan red tako da su
sve preostale kocke 1x1x1.

8x8+dx1=125
d=125-64=61

Broj kocki a+b+c+d u ovom slucaju je 0+0+8+61=69

Znaci minimalan broj kocki za postavljene uslove u zadatku je 50.

Ucenik : Mahir Suljkanovi¢ 8b  0OS " Rainci Gornji "
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Rjesavatelji zadataka 21 — 30 i nagradnih zadataka

Osnovna Skola

OS ”Sveti Franjo” Tuzla, Zepi¢ Lana (6a): 21,22;
OS ”Hasan Kiki¢” Gradagéac, Halilovié Amel (9b): 24;

Srednja skola

Gimanzija ””Mustafa Novalié¢” Gradacac - sljededi ucenici: Imsirovié¢ Amir (2r): 22.; Ahmetovié Ernesa (2r):
25.;

Gimanzija ””Ismet Mujezinovié” Tuzla - sljedeéi ucenici: Jahié Amina (3d): 22., 24., 25., 27., 28., 29.; Fazlié
Amina (4d): 22., 24., 26., 27., 28., 30.;

Nagradni zadatak: Problem kretanja

Mahir Suljkanovié 8b OS ”Rainci Gorngi”
Kao prvo tacno pristiglo rjesenje nagradeno je sa 50 KM.

Nagradni zadatak: Problem sjecenja

Mahir Suljkanovié 8b OS ”Rainci Gorngi”
Kao prvo ta¢no pristiglo rjesenje nagradeno je sa 50 KM.
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