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Uvodna ryec

Udruzenje matematicara Tuzlanskog kantona (UM TK) u 2018. godini je
pokrenulo stru¢no-metodicki ¢asopis EVOLVENTA (JAMTK). Ime ¢asopisa
potje¢e od imena poznate krive u matematici (kriva koja tangente neke date
krive sijete pod pravim uglom naziva se evolventom te krive, vidjeti web
stranicu https://en.wikipedia.org/wiki/Involute).

Casopis FEvolventa je namijenjen ucenicima i nastavnicima osnovnih i
srednjih skola, te studentima prvog i drugog ciklusa studija. Sadrzi strucne
radove iz matematike, informatike i metodike nastave matematike i
informatike, ali i teme iz drugih podrucja ako su na neki na ¢in povezane s
osnovnim profilom ¢asopisa. Takoder sadrzi stalnu rubriku Kutek za zadatke,
namijenjenu ucenicima osnovnih i srednjih skola. U okviru ove rubrike stalno
su prisutni sadrzaji zabavna matematika i nagradni zadatak, a povremeno se
mogu pojavljivati i drugi sadrzaji poput zadataka sa zajednickih maturskih
ispita, odnosno zadataka s kvalifikacionih ispita na fakultetima Univerziteta u
Tuzli i sl. Za prvo pristiglo, potpuno tac¢no, rjeSenje nagradnog zadatka
predvidena je adekvatna nagrada.

Casopis Evolventa iskljucivo je finansiran sredstvima donatora, sponzora i
sredstvima Udruzenja matematicara TK i dostupan je jedino u online formi na
web stranici UM TK: www.evolventa.ba. U 2019. godini, kao i u 2020. godini,
casopis ima samo po jedno izdanje. Razlog tome je $to smo cekali registraciju
casopisa u NUB BiH i dodjelu ISSN broja, a s§to je pozitivno rijeSeno u
septembru 2020. godine. Ubuduée planiramo da ¢e ¢asopis imati minimalno
dva izdanja godisnje.

Pozivamo citatelje, a posebno nastavnike, ucenike, studente i clanove
Udruzenja matematicara TK da Salju svoje radove za objavljivanje u ¢asopisu
Evolventa. Pri tome se treba strogo drzati uputa sadrzanih na web stranici
UM TK.

Urednicki odbor casopisa i Predsjednistvo UM TK se posebno zahvaljuju
kolegicama i kolegama, nastavnicima i asistentima, s Odsjeka matematika
Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta u Tuzli za veliku podrsku u
objavljivanju ¢asopisa Evolventa.

U Tuzli, decembar 2022. godine

Urednistvo






EVOLVENTA (JAMTK) 5(1) (2022), 2 — 17 Publikovano od UM TK,
Udruzenje matematicara TK
Dostupno na: http://evolventa.ba
http://www.umtk.info

Matematicke igre u nastavi matematike

Sajra Kasi¢

Univerzitet u Bihaéu

Sazetak: U vremenu razvoja modernih tehnologija pred nastavnika i nastavni proces postavljeni su
mnogobrojni izazovi. Kako u srediste nastavnog procesa uvijek treba postaviti aktivni angazman ucenika,
temeljen na logickom zakljucivanju i kritickom propitivanju, kroz ovaj rad izlozen je jedan takav pristup
nastavi matematike. U radu je predstavljena matematicka igra ”Prebacivanje zaba” s ciljem poticanja
ucenja matematike kroz na prvi pogled jednostavnu igru, ali igru sa dubokom matematickom sustinom,
koju uéenici trebaju otkriti. Polazeéi od najjednostavnijeg oblika igre ucenici izvode matematicke zakljucke,
a zatim postepenim usloznjavanjem igre formulisu generalizacije kao krajnji ishod.

1. Uvod

U ovom radu kroz jednu zanimljivu igru prikazan je pristup novijoj, savremenijoj nastavi matematike.
Poznato je da je igra kljuéna za razvoj prije svega djetetovih, a kasnije i uc¢enickih sposobnosti jer pridonosi
kognitivnom razvoju djeteta.

Igra je, u biti, prva i najvaznija aktivnost sa kojom se dijete upoznaje jos u dobi djetinjstva. Veé tada
kroz igru, dijete otkriva, razmislja, uo¢ava medusobne odnose i relacije izmedu pojmova, odnosno - dijete
uc¢i. Kao neizostavan dio ucenja u djetinjstvu igru je vazno nastaviti koristiti i u nastavi. Prije svega na
taj nacin ucenik je zainteresiran za nastavni rad i veca je vjerovatnoca usvajanja nastavnih sadrzaja kroz
ovakav vid nastave, nego kroz ustaljeni tempo nastave koji se svodi samo na nastavnikovo reproduciranje
sadrzaja bez adekvatnog ucenikovog angazmana.

Matematika je jedan od predmeta kojeg ucenici od pocetka dozivljavaju kao izuzetno tezak i slozen.
Matematicki sadrzaji se uCenicima mogu pribliziti kroz matematicke igre gdje ¢e ucenik razvijati logicko
razmis§ljanje, provoditi analizu i sintezu i donositi kona¢ne sudove.

Cilj igara u nastavi matematike je usvojiti matematicke vjestine i sposobnosti, ukazati na matematicke
odnose, razvijati apstraktno misljenje i naravno pozitivan stav prema matematici.

2. O matematickim igrama

Matematika je predmet u kojem je pored demonstriranja, pokazivanja, uvjezbavanja i ponavljanja
matematickih vjestina neophodno odredene matematicke radnje i zakljucke ucenicima ilustrirati, veoma cesto
i vizualizirati. Na taj nac¢in produbljuju se matematicka znanja i sam proces nastave matematike podize se na
puno visi nivo. Samim tim, takav oblik nastave koji podrazumijeva koristenje novijih i savremenijih vidova

Ciljna skupina: svi uzrasti
Kljuéne rijeci: matematicke igre
Kategorizacija: Strucéni rad
Rad preuzet: maj 2022.
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i stilova ucenja, Cesto su ucenicima zanimljiviji, a samim tim i prihvatljiviji. Buduéi da je cilj savremene
nastave u srediSte nastavnog procesa postaviti ucenika i njegov aktivni angazman u nastavi, kroz zanimljive
matematicke igre ovaj cilj je moguce ostvariti.

Igra u kojoj se struktura i pravila igranja temelje na matematickim idejama, a pobjeda u igri izravno
je povezana s razmijevanjem matematike nazivamo matematicka igra. Dakle, vazno je da je u pozadini
igre matematicka sustina. Matematicke igre pruzaju ucenicima priliku da istrazuju temeljne koncepte
u matematici: slijed brojanja, ra¢unske operacije, korespondenciju jedan na jedan, kombinacije brojeva,
permutacije i slicno. Iz tih razloga se moze re¢i da su matematicke igre vazan alat za uc¢enje matematike u
skoli.

Matematicke igre mogu pomoé¢i ucenicima da sa razumijevanjem nauce vazne matematicke vjestine i
procese. S druge strane, matematicke igre su osmisljene tako da uklone dosadu iz rutine i ponavljanja
matematickih postupaka. Nakon $to je ucenik poucen konceptu, igranjem matematickih igara on dobiva
bolje razumijevanje teme.

2.1. Prednosti matematickih igara

Obican nacin predavanja kredom i tablom nije pogodan za svakog ucenika prilikom usvajanja matematickog
znanja. Veliki dio nastave matematike vrti se oko davanja i uvjezbavanja novostecenih vjestina te ucvrs¢ivanja
i ponavljanja ve¢ uvedenih vjestina. Igra moze generirati mnogo vise prakse od samog udzbenika jer kada
igraju, ucenici ¢e lakSe ponavljati odredene ¢injenice ili postupke.

Glavna sustina matematéke igre ogleda se u u recenici Marie Montessori'): ?Pomozi mi da to uéinim
sam.” To znaci da je neophodno ucenika uputiti u odredeni materijal, u nasem slu¢aju - matematicku igru,
dati mu jasne upute i pravila igre i cilj do kojeg treba do¢i. Kroz sam proces istrazivanja i rjeSavanja igre
ucenik samostalno usvaja nova znanja i otvara put ka kritickom misljenju. Iz svijeta konkretnog materijala,
preko matematicke igre uc¢enik uocava odredena ponavljanja, jasan i logican slijed radnji te na zoran nacin
ulazi u svijet apstraktnih zakljucaka. Igranje matematickih igara zahtijeva ukljucenost, a uspje$na nastava
matematike ovisi o aktivnom ukljuc¢ivanju ucenika.

Neke od karakteristika matematickih igara su:

- potic¢e mentalno zakljucivanje

- poboljsava osnovne matematicke vjestine

- potice stratesko razmisljanje

- potic¢e matematicku komunikaciju

- potice pozitivne stavove prema matematici
- poboljsava osje¢aj broja, operacija i odnosa

- odrzava interes ucenika

Stratesko razmisljanje jedna je od najvaznijih vjeStina za razvoj djece. Zahtijeva sposobnost promatranja,
uzimanja razli¢itih informacija, analize informacija, planiranja i angaziranja mogucih rjesenja te odabira
odgovarujuée radnje. Stratesko razmisljanje je ¢in rjeSavanja problema.

Matematicke igre vrSe pritisak na ucenike da rade mentalno. Na taj nacin ucenici razvijaju vjestine
kritickog razmisljanja. Matematicke igre zahtijevaju od igrac¢a da razmisli prije nego donese odluku. To
poboljsava ucenikove logicke vjestine i vjestine zakljucivanja. Ucenici poCinju optimizirati svoje poteze i
pronalaze na¢in da dodu do rjeSenja pomocu najjednostavnijih koraka.

Vjerovatno jedan od najsnaznijih razloga za uvodenje matematickih igara u nastavu matematike je
entuzijazam, potpuna ukljucenost i uzivanje koje ucenici dozivljavaju igraju¢i matematicke igre. Ucenici
su visoko motivirani i potpuno se uzivljavaju u igre, a na kraju njihov odnos prema matematici postaje
pozitivniji.

1)Maria Tecla Artemisia Montessori (1870-1952): Italijanska fizicarka



S. Kasi¢ / EVOLVENTA (JAMTK) 5 (1) (2022) 4

3. Jedna igra: Prebacivanje zaba

U ovom odjeljku dat éemo pravila igre ” Prebacivanje Zaba”, opisana u opéenitom slucaju.

Posmatrajmo m + n + 1 kamenova poredanih u nizu i na njima rasporedenih n crvenih zaba sa lijeve
strane i m zelenih zaba sa desne strane kao §to je prikazano na Slici 1. Srednji kamen je slobodan i jedini
je takav.

1

~ ~
n crvenih zaba slobodni kamen m zelenih zaba

n+m-+1 polvja (kamenova)
Slika 1: Postavka igre.

Pristupimo sada pravilima igre. Zabe se mogu kretati na dva nacina, skokom na susjedni slobodni kamen,
Sto ¢emo u daljem zvati pomjeranjem zabe, ili preskokom jedne Zabe na slobodni kamen, §to ¢emo zvati
skokom.

Zabe koje se nalaze na lijevoj strani se mogu kretati samo udesno, a desne zabe se mogu kretati samo
ulijevo. Skokovi preko praznog kamena nisu dozvoljeni.

Cilj igre je premjestiti sve crvene zabe sa lijeve strane niza kamenova na krajnje desne kamenove, a zelene
zabe sa desne strane na krajnje lijeve kamenove, tako da opet izmedu njih ostane jedan kamen slobodan kao
u pocetnom stadiju igre. Igra zavrSava kada sve crvene zabe sa lijeve strane predu na desnu stranu, a sve
zelene zabe sa desne strane dodu na lijevu stranu niza kamenova.

Dva kljuéna momenta u cjelokupnoj igri su odredivanje pravilnog redoslijeda poteza kojima se vrsi
pomjeranje zaba i odredivanje broja potrebnih poteza da se dode do cilja, za bilo koji broj zaba.

Kroz ovu igru ucenici ¢e imati priliku:

- razviti logicko zaklju¢ivanje i vjesStine rjeSavanja problema

- vjezbati opisivanje brojevnog uzorka u algebarskoj formuli

- razvijati komunikacijske vjestine kroz razgovor u grupi i razredu

- tumaciti i rjesavati probleme

3.1. Matematicki model igre

Matematicku pozadinu igre odnosno razlog zasto ovu igru mozemo svrstati u kategoriju matematickih
igara otkrivamo kroz sljedece:

1. Rjesavanje najjednostavnijeg oblika igre sa ukupno dvije zabe (jedna crvena i jedna zelena zaba) i
odredivanje ukupnog broja poteza pri premjestanju zaba sa jedne strane na drugu
2. Rjesavanje modificiranog oblika igre sa razli¢itim brojem Zaba

@

Uspostavljanje matematickog odnosa izmedu broja zaba i broja pomjeranja i skokova
4. Opisivanje pravilnosti i zakonitosti igre matematickim jezikom do nivoa uspostavljanja teorema koji
predstavlja generalizaciju cjelokupne igre

Kako bi uéenici uspjeli izvesti odredene matematicke zakljucke u radu ¢emo krenuti od najjednostavnijeg

slucaja igre sa jednom crvenom i jednom zelenom zabom, a zatim ¢emo igru polako usloznjavati sa brojem

zaba. Neka se u svim igrama crvene zabe nalaze na lijevoj strani, a zelene na desnoj strani niza kamenova.
Poznavajuéi pravila igre, radi lakseg rada, uvest ¢emo sljedeéu specijalnu notaciju za opisivanje igre,

7k,
gdje Z € {C, Z} oznacava boju zabe (u nasem slucaju crvena ili zelena), k € {P, S} gdje je P pomjeranje,

a S skok zabe, s € {1,2,...,a} redni broj zabe. Iz gornjih indeksa mozemo pratiti tip kretanja - pomjeranje
ili skok, a iz donjih indeksa redni broj zabe koja se kre¢e. Tako bi sljedece notacije imale znacenja,
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- ZF- pomjeranje prve zelene zabe,
- C5 - skok druge crvene zabe i sliéno

Cilj ovog rada jeste da za ovu, na prvi pogled jednostavnu igru, otkrijemo njenu matematicku pozadinu
te izvedemo odredene matematicke zakljucke i obrasce u kojima se uocavaju matematicki odnosi.

3.1.1. Igra sa jednom crvenom i jednom zelenom Zabom
U samom predstavljanju igre krenut ¢emo od najjednostavnijeg oblika igre sa jednom crvenom i jednom
zelenom zabaom. Pocetno stanje sa ovim brojem zaba predstavit ¢emo sa

Ci - 7.

Cilj je premjestiti crvenu zabu sa lijeve na desnu stranu i zelenu zabu sa desne na lijevu stranu, tako da
izmedu njih ostane jedan slobodan kamen kao u pocetnom stanju. Pod pretpostavkom da se zelena zaba
pomakne prva i uz uvedenu notaciju u prethodnom dijelu rada, demonstrirajmo rjesenje najjednostavnijeg
slucaja tabelom,

Korak  Stanje  Opis koraka Notacija
1. C1 Z; _ pomjeranje prve zelene zabe vAY
2. _ Z; C7 skok prve crvene zabe Cf
3. Zy — C7  pomjeranje prve zelene zabe vAY

Tabela 1: Igra sa 1 crvenom i 1 zelenom zabom.

Gornje mozemo i vizualizovati!

YR T

sl L D 26

(a) Pomjeranje Zf, (b) skok Cls, (c) pomjeranje Zf:’.

Time je postupak rjesavanja igre moguce zapisati nizom,

zb—cf - zr.

3.1.2. Igra sa dvije crvene i dvije zelene Zabe
Postepenim usloznjavanjem igre dolazimo do igre sa ukupno 4 zabe, odnosno sa 2 crvene zabe na lijevoj
strani i 2 zelene zZabe na desnoj strani. Pocetno stanje za ovaj slucaj igre prikazat ¢emo notacijom

Cy C1 - Zy Zy

Uz ista pravila igre i usvojenu notaciju, Tabelom 2 prikazujemo rjeSenje ovog slucaja igre.

Za razliku od prvog i najjednostavnijeg slu¢aja sa ukupno 2 zabe, u ovom malo kompleksnijem slucaju
imamo vise kretanja oba tipa. Ukupno je potrebno 8 pravilnih poteza da bismo dosli do kona¢nog cilja, za
razliku od prethodnog slu¢aja u kojem smo problem zamjene zaba rijesili sa samo 3 poteza. Brojanjem broja
pomjeranja i broja skokova uotavamo da je u ovom slucaju zadrzan podjednak broj za oba tipa kretanja
- izvedeno je ukupno 4 pomjeranja i 4 skoka. Komparacijom sa igrom od jedne crvene i jedne zelene zabe
uocavamo da se broj pomjeranja povecao za 2, a broj skokova za 3. Konacno rjesenje igre mozemo ocitati
iz posljednje kolone Tabele 2,

zb—-cy -ck—-z7 —z5 —cf —cy — Z%.
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Korak Stanje Opis koraka Notacija
1. Cy Cy Zy _ Zy pomjeranje prve zelene zabe VA
2. Cy _ 7y C1 Zs skok prve crvene zabe Cf
3. _ Cy Z1 Cy Z pomjeranje druge crvene zabe CE
4. Z1 Cy _ Cy Zy skok prve zelene zabe Z?
5. Z1 Cy Zy C; —  skok druge zelene zabe Zg
6. 7y Cy Zy — C1  pomjeranje prve crvene zabe Cf
7. 7y _ Zy Cy C1  skok druge crvene zabe Cg
8. 71 Zy — Cy C1  pomjeranje druge zelene zabe le

Tabela 2: Igra sa 2 crvene i 2 zelene zabe.

3.1.8. Igra sa tri crvene i tri zelene Zabe

Uocavanjem promjena u broju pomjeranja, broju skokova, ucestalosti kretanja zaba po bojama, koje
nastaju povetavanjem broja zaba, dolazimo do matematicke suStine u ovoj igri. Nakon §to smo predstavili
dva specijalna oblika igre, mozemo predstaviti i oblik igre koji je i najvise u upotrebi (igra sa tri crvene i
tri zelene zabe) s ciljem generalizacije igre i uopstavanja odredenih matematickih odnosa. Pocetni polozaj
zaba prikazat ¢emo sa,

Cs Co Cy - Zy Zy Zs .

Rjesenje ove igre mozemo detaljno opisati tabelom:

Korak Stanje Opis koraka Notacija
1. Cs Cy C1 Z1 _ Zy Zs pomjeranje prve zelene zabe VAY
2. C3 Cy _ Zy Cy Zy Z3 skok prve crvene zabe C?
3. Cs _ Cy Z1 Cy Zy Z3 pomjeranje druge crvene zabe cP
4. C3 Zy Cy _ Cy Zy Z3z skok prve zelene zabe Z§
5. Cs Zy Cy Zy Cy _ Z3 skok druge zelene zabe Zg
6. C3 Zy Cy Zy C1 Z3 —  pomjeranje trece zelene zabe Z3P
7. C3 Zy Cy Zy _ Z3 C;  skok prve crvene zabe C?
8. Cs Z1 _ Zy Cy Z3 C7  skok druge crvene zabe Cg
9. _ 71 C3 Zy Cy Z3 Cq skok treée crvene zabe Cg
10. Zy _ C3 Zy Cy Z3z Cy  pomjeranje prve zelene zabe VA%
11. Z1 Zy C3 _ Oy Z3 C7;  skok druge zelene zabe Zg
12. Z1 4y C3 Z3 Cy _ Cq skok treée zelene zabe Zg
13. 7y Zy C3 Z3 _ Cy Cp  pomjeranje druge crvene zabe Cg
14. Zy Zy _ Zs C3 Cy C7  skok treée crvene zabe Cg
15. 7y Zy Zs — C3 Co Cp  pomjeranje trece zelene zabe Zg

Tabela 3: Igra sa 3 crvene i 3 zelene Zabe.

Postoji samo jedno rjesenje za igru ako zelena zaba krece prva, a zbog ocigledne simetrije problema
imamo i jedno rjesenje ako se crvena zaba pomice prva. U svim potezima (osim pocetnog poteza), kad god
postoje dva moguéa poteza, jedan od njih dovest ¢e do pogreske i zbog toga je rjeSenje jedinstveno.

I u ovoj igri konaéno rjesenje mozemo predstaviti nizom,
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zb—ocf -ct -2y 25 -2 —cf—-Ccy —05 —zF — 75 — 75 —CcY —Cf - ZF.

Ovo je ilustacija ra¢unskog razmisljanja i rjeSavanja matematickih problema gdje rjeSsavamo manje i
jednostavnije probleme kako bismo pronasli obrasce i koristili ove uzorke za rjeSavanje tezih problema.

8.2. Uocavanje matematickih pravilnosti

U ovoj sekeiji rada matematickim jezikom ¢emo izraziti odredene pravilnosti do kojih se dolazi detaljnom
razradom igre. Te pravilnosti su sljedece:

1. oucavanje simetrije i otkrivanje matematicke ljepote u zapisu rjeSenja igre kao niza vrste kretanja (P-
pomjeranje, S - skok) i boje zabe ( C - crvena, Z - zelena),

2. uocCavanje algebarske veze izmedu broja zaba i broja pomjeranja,

3. uocCavanje algebarske veze izmedu broja zaba i broja skokova.

Povecavajuci broj zaba koje ucestvuju u igri, svako rjesenje koje opisuje ispravno kretanje zaba izrazili
smo kao niz pokreta uz unaprijed odredenu i definisanu notaciju. Zapisivanjem ispravnih sekvenci pokreta
uocavamo da se broj potrebnih poteza povecava kako se povecava broj zaba. Drugi klju¢an momenat je da
se slova Z i C' u nizu poteza pojavljuju u blokovima.

Analizirajmo rjesSenja igara prezentovanih u prethodnoj sekciji, sa stanovista pojavljivanja pomjeranja
(P) i skokova (S). Ovdje je n broj zaba jedne boje, a bojom sugerisemo koja zaba je napravila kretnju. Sada
imamo sljedece situacije,

zan =1 -S-
zan=2 -S-P- -P-S-
zan =3 -S-P- -P-SSS-P- -P-S-

Slika 2: Raspored pomjeranja i skokova za n = 1,2, 3.

Mozemo uociti da postoji zanimljiva simetrija u ovom zapisu. Primjetimo da za n = 1 postoji istaknut
centralni (sredidnji) skok (jedan S), za n = 2 imamo takva dva skoka (dva S), kod igre sa 6 zaba, to jest za
n = 3 imamo centralna tri S. Udaljavajuéi se od tog centralnog bloka skokova i sa lijeve i sa desne strane
uocavamo isti redoslijed ucestalosti pojavljivanja slova P i S. Ovakav prikaz predstavlja jednu matematicku
pravilnost, mozemo je okarakterisati i sa ljepotom, rasporeda pomjeranja i skokova.

U sljedec¢em prikazu predstavljamo i dalje kretanje zaba izrazeno slovima P i S ali ovaj put smo blokove
skokova izrazili kao broj pojavljivanja skoka u tom jednom bloku. Tako unoseéi ve¢ poznata rjesenja, mozemo
izvrsiti generalizaciju rjeSenjaizan = 4,5, .... Na taj nac¢in dolazimo do veoma interesantnog prikaza rjesenja
u obliku trougla (bojama sugerisemo koja zaba vrsi kretnju):

-1 -
—1-P-2-P—-1-—
—1-P—-2-pP-3-P-2-P—1-—
—1-P-— —3-P-4—-P—-3-P-2-P—1-—
~1-P-2-P-3-P—-4—P-5—-P—-4—-P—-3-P—-2—-P—1—

Slika 3: Pomjeranja i broj skokova.

Uocavamo da se skupine skokova mijenjaju u bojama alternativno, pri ¢emu svaki blok skokova predstavlja
skakanje zaba iste boje.

Analogno ovome, istaknimo i blokove pomjeranja koji predstavljaju broj pojavljivanja pomjeranja u
svakom od blokova:
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1- S -1
1-5—-1- SS -1-5-1
1-5§-1-85-1- SS§ —-1-8§5-1-5-1
1-§-1-85-1-855§-1- SS§§ —-1-85§-1-S§5-1-5-1
1-5§-1-585-1-8585§-1-55855-1- 88885 —-1-5886§-1-8585-1-S55-1-5-1

Slika 4: Skokovi i broj pomjeranja.

U zapisu mozemo uociti da izmedu svaka dva bloka skokova (S,SS,SSS,...), uvijek je prisutno samo jedno
pomjeranje.

Iz Slike 3 moZzemo uociti jos jednu pravilnost. Naime, ”¢itamo” li broj kretanja (bilo pomjeranja ili
skokova) jedne boje i prikazemo to nizovima boja, crvene - C i zelene - Z, dobijamo prikaze rjeSenja za razne
n, prema kretanjima po bojama (Slika 5). Mozemo sada primjetiti da broj zaba jedne boje (n) odreduje
centralni dio niza, s tim da se boje naizmjeni¢no mijenjaju udaljavajudi se od istaknutog (centralnog) dijela
niza i sa lijeve i sa desne strane.

Z-C—-Z
Z-CC-ZZ-CC-Z
Z-CC—-2ZzZ-CCC—-2ZZZ—-CC—-Z
Z-CC—-2Z7ZZ—-CCCC-2ZZZ-CcCcCC—-2zZZ—-CC—-Z
Z-CC—-27ZZZ—-CCCC—-ZzZZZ-CCCCC—-2ZZZZZ—-CCCC —-ZZZ—-CC - Z.

Slika 5: Kretanja po bojama zaba.

Iz posmatrane tri specijalne igre formirajmo tabelu u kojoj ¢emo istaknuti vrste kretanja i ukupan broj
kretnji.

n Opis rjesenja Pomjeranja | Skokowvi UZ?S:;Z?C:O]

1 zf,cP, zf \ 2 | 1 |3=2+1 |
zb.cs,ct zi8, 725, ¢k, cy, zF \ 4 | 4 |8=4+4 |

3| zf.c8.¢8.z7,25, 25,07, C8,C5 T, Z5, 25, CF . C5, 23| 6 | 9 |15=6+9|

Tabela 4: Kretanje zaba.

Jedno od opazanja u Tabeli 4 navodi nas na uocavanje odredenih algebarskih veza izmedu pojedinih

elemenata u tabeli. Bit ovog rada je i kako nauciti uéenike opisivati stvari oko sebe matematickim relacijama
(naravno, ako je to moguée u pojedinim sluéajevima). U samom pocetku rada smo izdvojili tipove kretanja i
usvojili odredenu terminologiju i notaciju kojom razlikujemo pomjeranje i skokove. Kroz prethodne dijelove
rada dali smo prikaz rjesenja za tri naSe igre ” Preskakanje zaba”.
Posmatrajmo sada posebno pomjeranje zaba da bismo izveli obrazac koji povezuje broj zaba jedne boje
(n) i broja pomjeranja. Kako smo kroz rjeSenja igre sa jednom crvenom i jednom zelenom zabom imali
dva pomjeranja, to éemo radi lakSeg uocavanja te podatke uvrstiti u tabelu. Analogno pristupamo svakom
slucaju igre da bismo dosli do konac¢nog cilja - odrediti algebrasku vezu izmedu broja pomjeranja i broja
zaba.
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Crvene Zabe | Zelene Zabe | Broj pomjeranja Crvene Zabe | Zelene Zabe | Broj skokova
1 1 2=1+1 1 1 1=1-1
2 2 4=24+2 2 2 4=2-2
3 3 6=3+3 3 3 9=3-3
n n 2n=n4+n n n nZ=n-n

Tabela 5: Pomjeranje zaba. Tabela 6: Skokovi zaba.

Posmatrajuéi podatke u Tabeli 5 i poznavajuéi ¢etiri osnovne racunske operacije (Sto ¢ée vjerovatno
ucenicima biti i prva dosjetka kao najjednostavnije operacije u matematici) mozemo primjetiti da je broj
pomjeranja jednak ukupnom broju zaba. Preciznije, posmatrali smo jednak broj crvenih i zelenih zaba pa
dolazimo do obrasca da ukupan broj pomjeranja iznosi n + n odnosno 2n.

Na potpuno analogan nac¢in pristupamo uocavanju algebarske veze izmedu broja skokova i broja zaba.
Poznate podatke prikazujemo u Tabeli 6. Kao §to smo u slucaju sa pomjeranjem zaba uocili racunsku
operaciju sabiranja, uo¢avamo da je u ovom slu¢aju u pitanju mnozenje, odnosno da je broj skokova jednak
proizvodu crvenih i zelenih zaba. Obzirom da radimo sa jednakim brojem crvnih i zelenih zaba (n), to za
rezultat ukupnog broja skokova dobijamo n-n = n?, §to se i slaze sa uo¢avanjem da su svi dobiveni rezultati
za broj skokova u posljednjoj koloni kvadratni brojevi.

Kako je prisutno ukupno n crvenih i n zelenih zaba sa jednim slobodnim kamenom izmedu, to svaka
od n crvenih zaba se moze (treba) pomaknuti naprijed za n + 1 slobodnih mjesta jer ukupno ima n mjesta
na kojima su zelene zabe i jos jedno slobodno mjesto koje predstavlja prazan kamen koji razdvaja crvene i
zelene zabe (prethodno tumacenje vrijedi jer po pravilima igre zabe se mogu kretati samo naprijed, a nikako
unatrag). Isto vazi i za n zelenih zaba koje ispred sebe imaju ukupno n + 1 slobodnih mjesta uvazavajuéi
samo kretanje unaprijed. Ukupan broj kretanja do ispunjavanja cilja igre je jednak zbiru pomjeranja crvenih
i zelenih zaba odnosno n (n + 1) +n (n + 1), gdje se prvi sabirak odnosi na crvene a drugi sabirak na zelene
zabe. Ukupan broj skokova (S) je jednak proizvodu broja crvenih i zelenih zaba odnosno n - n, pri ¢emu
jedan skok obuhvata udaljenost od 2 polja. Da se uvjerimo da ¢e ukupan broj pomjeranja (P) biti jednak
2n, raspisat ¢emo dosada$nja objasnjenja,

nn+D4+nn+)—2n-n=n>+n+n2+n—-2n-n=n+n=2n.

Na ovaj na¢in smo se uvjerili da navedena relacija zbira broja crvenih i zelenih zaba odgovara ukupnom
broju pomjeranja.

Pozivajudi se na rjesenja gore navedene tri vrste igre, mozemo uociti i da se redni brojevi zaba koje vrse
kretnju, pojavljuju u pravilnim blokovima. Naime, kod igre sa n = 1 te su kretnje date sa nizom 1 — 1 — 1.
Zan=2imamo 1l — 12 — 12 — 12 — 1 i konac¢no za n = 3 kretnje su izrazene nizom

1 - -12 - 123 — 123 — 123 — 23 — 3.

Pri tome ovi blokovi predstavljaju kretanje iste boje zaba i to alternativno, ako je prvi blok kretanje crvenih
zaba, naredni je kretanje zelenih, pa onda crvenih i tako do kraja niza.

Na osnovu svih uocenih simetrija, pravilnosti i zakonitosti, kroz tri koraka mozemo do¢i do rjesenja igre
sa bilo kojim brojem zaba n (n - broj zaba i jedne i druge boje).

Algoritam.

Korak 1: Prvo ispisimo redoslijed blokova pomjeranja P i skokova S koji su prikazani u trouglovima na Slika 3
i Slika 4. Ispisimo ih na nacin kako smo to wocili na Slici 2,

P-S-P-SS-P-SSS—..—-P-n-S—P—(n—-1)-S—P—..—P—-SS—P—-S—P

Dio koji se odnosi na n - S predstvalja sredisngi ili centralni dio zapisa.
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Korak 2: Sada zapisimo uocene simetrije koje vezujemo za redoslijed pojavljivanja boja. Poénimo sa zelenom
bojom Z, potom dvije crvene CC, zatim tri zelene ZZZ i tako naizmjeniéno redajuci boje u blokove
gdje se u svakom sljedecem bloku boja pojavijuje jedna Zaba vise. Naizmjenicno redanje boja piSemo
dok ne dodemo do centralnog dijela, gdje nakon njega i dalje zapisujemo blokove boja naizmjeniéno s
tim da sada u svakom bloku umangjujemo broj Zaba za 1 i tako dobijemo lijepo simetrican zapis blokova
boja (Slika 5).

Korak 3: U posljednjem koraku odredujemo redni broj Zabe koja se pomjera ili skace. Redni broj Zaba zapisujemo
na sljedeéi nacin. Formiramo blokove, prvo poénemo sa 1, pa zatim 1,2 onda 1,2,3 ¢ tako redom do
dijela 1,2,3,4,...n. Nakon tog bloka brojeva ide centralni blok ponovo 1,2, ...,n, a onda udaljavajuci
se desno od centralnog bloka nastavljamo zapise na sljedeéi nacin: ponovo ide blok 1,2,3,4,..m, a u
svakom sljedeéem bloku izbacujemo po jedan broj s lijeve strane prethodnog bloka. Dakle, drugi blok od
centralnog bi glasio 2,3,4,...n, treéi bi bio 3,4, ...,n i tako redom do zapisa n — 1,n i zadngi blok bi bio
samo n.

Ovim nac¢inom uspjesno mozemo rijesiti igru gdje imamo isti broj zaba i jedne i druge boje.

Primjer 1. Da bismo demonstrirali ovaj algoritam od tri koraka za uspjesno rjesavanje igre, pogledajmo
primjer sa tri crvene i tri zelene Zabe, odnosno slucaj kada je broj Zaba obje boje n = 3. Prvo ispisimo
redoslijed blokova pomjeranja P i skokova S kako je opisano u postupku. Prikaz blokova pomjeranja P i
skokova S za n = 3 je sljedeci

pP-S-P-SS-P-S5§-P-SS—-P-S-P.

Sada pristupamo koraku 2. U ovom koraku moramo prikazati ucestalost kretanja Zaba po bojama. Kako
smo naveli u opisu koraka, zapocet éemo sa jednom zelenom Zabom Z, a potom naizmjeniéno redati boje
u blokove, uvacavajuci svaki blok za po jedno slovo dok ne dodemo do centralnog dijela, Sto zapisujemo u
nasem slucaju kao Z — CC — ZZZ. Centrani blok definise isti broj Zaba kao prethodni blok samo je u
pitanju druga boja Zaba (CCC'). Nakon centralnog dijela, po izloZenim uputama i dalje naizmjenicéno redamo
blokove kako slijede lijevo od centralnog dijela. Tako se odrZava simetrican zapis (2272 — CC — Z). Na
taj nacin dobijamo cjelokupan niz blokova

zZ - CC - ZZz — CcCC - ZzZZ — CC — Z.

Do konacnog rjeienja igre moramo jos znati i redni broj crvene i/ili zelene Zabe koja vrgi kretnju. Kako
je izloZeno u opisu treceg koraka, prvo pocnimo sa 1, zatim 1,2, pa 1,2,3 i tako dalje dok ne dodemo do
centralnog dijela koji se predstavlja nizom 1,2,...,n, odnosno u nasem slucaju to je blok 1,2,3. Centralni
dio ponavljamo, a zatim piSemo dio desno od centralnog dijela, ponavljajuéi prvi blok kao sa lijeve strane
centralnog dijela odnosno blok 1,2,3. Dalje umanjujemo blokove, gdje svaki naredni blok zapocinjemo drugim
brojem iz prethodnog bloka, odnosno u nasem slucaju to je blok 2,3 i zavrSavamo sa brojem 3. Navedeni
postupak predstavijamo sljedecim nizom,

1 - 12 — 123 — 123 — 123 — 23 — 3.

Sintezom i provedbom postupka kroz navedena tri koraka (koristeéi uvedenu notaciju) dolazimo do rjesenja
igre za n = 3, kako je izloZeno u Sekciji 3.1.3, a to je:

zt,ci,cy,zy, z5, 28 P 05, c5, Z2F  z5, Z5 . oF . Cf ZY .

3.8. Igra sa razlicitim brojem Zaba

Igra sa jednakim brojem zaba, kao §to smo mogli vidjeti, moze se rijesiti i opisati u opstem slucaju.
Situacija sa razli¢itim brojem zaba je takode rjesiva, ali je opis rjesenja tesko dati za opsti slucaj. Svi izvedeni
zakljuci prikupljeni za jednak broj zaba na svakoj strani, u¢enicima mogu olaksati uocavanje algebarskih
veza kada posmatramo uzorak sa razli¢itim brojem zaba na svakoj strani.
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Korak Stanje Opis koraka Notacija
1. C1 Zy _ Zy Z3 pomjeranje prve zelene zabe Z{D
2. _ 7y C1 Zy Z3 skok prve crvene Zabe Cls
3. Zy — C1 Zy Z3 pomjeranje prve zelene zabe zF
4. 71 Zy C1 _ Z3 skok druge zelene zabe Zﬁg
5. 7y Zy — Cy Z3 pomjeranje prve crvene zabe Cfg
6. Z1 Zy Zs C1 _  skok trece zelene zabe ZBS
7. 7y Zy Zs — Cy7  pomjeranje prve crvene zabe C’f

Tabela 7: Igra sa 1 crvenom i 3 zelene zabe.

Ako posmatramo igru sa tri zelene i jednom crvenom zabom, §to ustaljenom notacijom mozemo predstaviti
sa poCetnim stanjem: Cy _ Zy Zy Z3, rjeSenje ¢emo prikazati sljede¢im koracima:

Rjesenje mozemo predstaviti i sa nizom boja, Z - C - Z - Z - C - Z - C ili nizom kretanja, P - S - P
-S-P-S-P.

Da bi uvidjeli neke odnose, povetajmo broj crvenih zaba za 1, a broj zelenih zaba ostavimo istim, to
jest posmatrajmo igru sa tri zelene i dvije crvene zabe. Pocetno stanje je Co C1 _ Z1 Zy Z3. RjeSenje je
predstavljeno kroz 11 poteza u Tabeli 8. Anlogno prethodnom sluc¢aju rjesenje ¢emo predstaviti nizom boja,
C-Z-7Z-C-C-Z2Z-72Z-7Z-C-C-7Zilinizom kretanja, P-S-P-S-S-P-S-S-P-S-P.

Korak Stanje Opis koraka Notacija
1. Cy _ Cy Zy Zy Z3 pomjeranje prve crvene zabe ch
2. Cy Zy Cy _ Zy Z3z skok prve zelene zabe Zf
3. Cy Z1 Cy Zy _ Zs pomjeranje druge zelene zabe Zf
4. Cy Zy _ Zy Cy Z3 skok prve crvene zabe Cf
5. _ 7y Cy Zy Cy Zs  skok druge crvene zabe 05
6. 7y _ Cy Zy C1 Z3 pomjeranje prve zelene zabe ij
7. 7y Zy Cy _ Cy Z3  skok druge zelene zabe ZQS
8. Z1 Zy Cy Z3 Cy _  skok trece zelene zabe Z:;9
9. 741 Zy Cy Z3 — Ci; pomjeranje prve crvene zabe ch
10. 7y Zo _ Z3z Cy C1  skok druge crvene zabe Cﬁq
11. Zy Zy Z3 — Cy C;  pomjeranje trece zelene zabe Z:f

Tabela 8: Igra sa 2 crvene i 3 zelene zabe.

Zakljucak koji se moze izvesti iz prethodna dva slucaja, gdje smo broj zelenih zaba drzavali konstantnim,
a povecavali broj crvenih zaba, svodi se na pove¢anje ukupnog broja poteza koji vode do konaénog rjesenja.
Broj pomjeranja se povecao za 1, a broj skokova za 3, sto za rezultat daje da se ukupan broj poteza povecao
za 4. Primjetimo da je ucestalost ponavljanja pomjeranja (P) i skokova (S) takoder u blokovima i da se
ponavlja i sa lijeve i sa desne strane. Za prvi sluc¢aj uoc¢avamo niz

PSPSPSP

a za drugi slucaj
PSPSSPSSPSP,

Sto se moze predstaviti nasim veé poznatim ”trouglovima” iz prethodne sekcije rada. Na upravo predstavljenim
primjerima na uzorku sa tri zelene zabe sa jedne strane, "trougao” sa blokovima skokova bi imao sljedeéi
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prikaz,
P-1-P-1-P-1-P
P-1-P-2-P-2-P-1-P
P-1-P-2-P-3-P-2-P-1-P
Ako predstavimo i ”trougao” pomjeranja u kome ¢emo blokove pomjeranja izraziti brojem pojavljivanja

pomjeranja u tom jednom bloku dobit ¢emo sljedece:
1-S-1-S-1-S-1
1-8-1-8S-1-SS-1-S-1
1-S-1-85-1-8SS-1-SS-1-S-1

Mozemo primjetiti da se zadrzalo isto uocavanje blokova pomjeranja i u slucaju sa istim i razli¢itim brojem
crvenih i zelenih Zaba, odnosno izmedu svakog bloka skokova prisutno je uvijek samo jedno pomjeranje.

Crvene Zabe | Zelene Zabe | Pomjeranje P | Skok S | Ukupan broj poteza
1 1 2 1 3
1 2 3 2 5
1 3 4 3 7
1 4 5 4 9
1 5 6 5 11
1 6 7 6 13

Tabela 9: Uzorak za jednu zabu sa jedne strane.

Posmatranjem i uo¢avanjem pravilnosti u Tabeli 9 dolazimo do sljedeéih zakljucaka:

- broj pomjeranja se povecava za 1,
- broj skokova se povecava za 1,
- ukupan broj poteza se povetava za 2 svaki put.

Crvene Zabe | Zelene Zabe | Pomjeranje P | Skok S | Ukupan broj poteza
2 1 3 2 5
2 2 4 4 8
2 3 5 6 11
2 4 6 8 14
2 5 7 10 17
2 6 8 12 20

Tabela 10: Uzorak za dvije zabe sa jedne strane.

Iz Tabele 10 izvedimo matematicke zakljucke:

- broj pomjeranja se povecava za 1 svaki put,
- broj skokova se povecava za 2 svaki put,
- ukupan broj poteza se povetava za 3 svaki put.

Sliécno gornjem, mozemo doé¢i do odgovarajuéih zakljucaka i na osnovu Tabele 11

Jedan od zakljucaka koji smo uocili i objasnili u dijelu sa jednakim brojem zaba, a odnosi se na ukupan
broj pomjeranja, u ovom odjeljku ¢e biti samo opsta generalizacija. Kako se kretanje zaba moze izvoditi
samo unaprijed, to ¢e ukupan broj pomjeranja biti jednak

nm+1)+mm+1)—2m-n=nm+n+nm+m—2nm=n+m,
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Crvene Zabe | Zelene Zabe | Pomjeranje P | Skok S | Ukupan broj poteza
3 1 4 3 7
3 2 5 6 11
3 3 6 9 15
3 4 7 12 19
3 5 8 15 23
3 6 9 18 27

Tabela 11: Uzorak za tri zabe sa jedne strane.

gdje je n broj crvenih, a m broj zelenih zaba.

Kao generalni zakljucak koji vrijedi i za slucaj sa istim brojem crvenih i zelenih zaba i sa razli¢itim brojem
crvenih i zelenih zaba, navedimo sljedeéi teorem koji daje vezu izmedu ukupnog broja poteza (kretanja) i
broja crvenih i zelenih Zaba.

Teorem 1. Ukupan broj poteza jednak je zbiru crvenih i zelenih Zaba i proizvoda broja zelemih i crvenih
Zaba, to jest
Pg=Zp-Cp+Zp+Cp,

gdje je Zp - broj zelenih Zaba, Cp - broj crvenih Zaba i Pp - ukupan broj poteza.

U slucaju jednakog broja zaba imamo,

zan=1 Pg=1-14141=3,

zan =2 Pp=2-2424+2=8,

Sto mozemo potvrditi i Tabelom 4. Isto slaganje sa formulom imamo za slucaj kada je broj crvenih i zelenih
zaba razli¢it, kao na primjer igru u kojoj je Zp =31 Cp =1 gdjeje P =3-1+3+ 1 =7, a §to je tatno
jer smo taj slucaj igre rijesili sa ukupno 7 poteza (Tabela 9).

Ovih nekoliko do sada posmatranih i dobijenih rezultate prikazimo tabelom, ¢ime se uvjeravamo u validnost
tvrdnje iskazane u Teoremu 1.

Crvene Zabe | Zelene Zabe | Broj pomjeranja | Broj skokova Ukupan broj poteza Pp
1 1 2 1 1-1+41+1=1+2=3
2 2 4 4 2:24242=4+4=8
3 3 6 9 3-3+34+3=94+6=15
3 1 4 3 1-3+14+3=34+4=7
3 2 5 6 2-3+243=6+5=11
3 5 8 15 3-54+34+5=15+8=23
m n m+n m-n n-m+n+m

Tabela 12: Pregled nekih matematickih uocavanja.

3.4. Osnovni zakljucak

Dakle, da bismo pravilno rijesili nasu igru vazno je da se vodimo uocenim pravilnostima. Uz poznavanje
broja crvenih i zelenih zaba lako mozemo odrediti broj poteza koji ¢e nas dovesti do ta¢nog rjesenja. Dalje,
ukoliko poznajemo broj crvenih i zelenih Zaba mozemo odrediti koliko od tih poteza ide na pomjeranje (broj
pomjeranja je jednak zbiru crvenih i zelenih zaba), a koliko ide na skokove (broj skokova je jednak proizvodu
crvenih i zelenih Zzaba). Svaki blok skokova (jedan skok, dva ili vise) razdvaja samo jedno pomjeranje $to
mozemo uocCiti iz posmatranih trouglova. Uz ovakva opazanja do kojih smo dosli, lakse i jednostavnije
mozemo doé¢i do cilja i rijesiti bilo koju varijantu igre. Na ovaj nacin smo otkrili kako lakSe rijesiti igru
poznavajué¢i matematicku pozadinu iste igre.
Ljepota matematike se ogleda izmedu ostalog u njenom otkrivanju u raznim stranama i stvarima prirode i
zivota kao i u njenoj primjeni kod istih, sto pokazuje i ova igra.
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4. Informaticki dio

Izradu igre ”Preskakanje zaba” smo kreirali kroz dva softverska alata, a to su GeoGebra i PhotoPea.
Samo postavljanje slika u GeoGebri se odvija sljede¢im postupkom. Nakon kreiranja GeoGebra projekta

prvo postavljamo sliku pozadine. Otvaranjem dijaloskog okvira za otvaranje datoteke odabiremo Zeljenu
sliku.

Image

File Choose file | Pozadina png

Webcam

Slika 6: Postavljanje pozadine.

Smjestanje slike mozemo podesiti klikom miSa na tacku za koju se vezuje donji lijevi ugao slike. Polozaj

slike moze biti apsolutan na zaslonu ili relativan u koordinatnom sistemu $to odredujemo u kartici svojstava
slike. Tu je omoguceno dodatno uredivanje slike i osobina poput debljine crte, vidljivosti, ispune i sli¢no.
Nakon sto je slika za pozadinu ucitana, potrebno je tu sliku povecati pa u ovom sluc¢aju dovoljno je da sliku
centriramo.
Naredni korak jeste da tu sliku postavimo kao pozadinu u samoj GeoGebri. Odabirom ”Settings” opcije
trebamo osigurati da se slika pozadine nikako ne pomjera, odnosno da zadrzimo fiksnu poziciju. Kada
otvorimo ”Settings” prozor, u koloni ”Basic” trebamo odabrati dvije opcije: ”Fix Object” i ”Background
Image”.

@ Basic Color Style Posiion Advanced X

Scripting

F S -

Use text as caption
‘Show Object

@ FixObject

@  Ausiiary Object

@ Background Image

Slika 7: Fix Object.

Da bismo dobili kompletan izgled igre, na ve¢ postavljenu pozadinu postavljamo slike kamenova te slike
zaba. Slike za Zabe ubacujemo na isti nac¢in kao u objasnjenju za prethodnu sliku. Sljedeéi postupak se vrsi
onoliko puta koliko ima slika za zabe:

1. pomjeranje slike za zabu na jedan od kamenova,
2. smanjenje slike za zabu kako bi se zaba lijepo uklopila u oblik kamena,
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3. sakrivanje tacaka vezanih za sliku.

P IDNIEIR S Q
“0 E@ac:cz:?

I«

Slika 8: Uklanjanje mreze.

U konacnici, kada se sve slike za zabe ucitaju i prilagode, preostaje jos da se sakriju koordinate, mreza
i kolona sa svim tackama kako bi igra izgledala pregledno. Da bi se sakrila kolona sa tackama, potrebno je
kliknuti na tri tackice pored ikonice u obliku zupcanika i odabrati opciju ” Close”.
Nakon svega ovoga, postavka nase igre na monitoru izgleda ovako,

€2 Igra sa zabama - GeoGebra - o X
DRI =IPINEE Q =
Lifacs : @

r’". all v " o
ﬂ;‘\w‘ Ha’ LK
2 N7 O
- W, =
QYRS

f

Q

Q

Slika 9: Konaéni izgled igre.

Nakon §to smo objasnili kreiranje pozadine, sada éemo objasniti i predstaviti kretanje zaba. Zabe se
pomjeraju klikom misa na zeljenu zabu. Klikom misa na zabu koju zelimo pomjeriti otvara se moguénost
pomjeranja u svim pravcima. Ipak, da bismo dosli do kona¢nog rjeSenja igre, zabe trebamo pomjeriti na
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nacin opisan pravilima igre. Lijevim klikom miSa ”povla¢imo” Zeljenu zabu na susjedni slobodni kamen ili
preskacemo jednu zabu suprotne boje.

Y »

NS (TR A el

(a) Pravilno preskakanje. (b) Nepravilno preskakanje.

Moramo voditi rac¢una da se smije preskociti samo jedna zaba, a ne dvije ili viSe, kao §to se zaba smije
pomjeriti samo za jedan susjedni slobodan kamen u odgovarajucu stranu. Takode treba voditi ra¢una da se
crvene zabe smiju kretati samo udesno, a zelene samo ulijevo. Dakle, pravilno kretanje zelenih zaba dobit
¢emo klikom miSa na zelenu zabu i njenim pomjeranjem u lijevu stranu. Pravilno kretanje crvenih zaba
dobit ¢emo klikom miSa na crvenu zabu i pomjeranjem u desnu stranu.

(c¢) Pravilno kretanje zelene zabe. (d) Nepravilno kretanje zelene zabe.

5. Zakljucak

Cilj rada je dati jedan konkretan primjer savremenog, modernog pristupa nastavi matematike kroz jednu
igru u ¢ijoj realizaciji je dubok matematicki sadrzaj koji se ogleda u temama kao §to su analiza, donja granica,
generalizacija rjeSenja. Ovdje je vazno istaknuti algoritamsko razmisljanje kao sposobnost razumijevanja,
izvrSavanja, evaluacije i stvaranja rac¢unskih postupaka.

Kroz ovu igru ucenici ¢e imati priliku:

- razviti logicko zakljucivanje i vjestine rjesavanja problema,

- razvijati komunikacijske vjestine kroz razgovor u grupi i u razredu,

- vjezbati opisivanje brojnog uzorka u algebarskoj formuli,

- fleksibilno razmisljati i primjenjivati stecena znanja i vjestine,

- tumaciti i rjeSavati probleme.

Ucenici uzivaju u rjeSsavanju ovakvih igara, a to poveéava interes i motivaciju ucenika. Ovo je primjer
jedne matematicke igre koja ucenicima pruza mjesto za razvoj kritickog analitickog zakljucivanja. Da bi
ucenici mogli izvoditi odredene generalizacije krenuli smo od jednostavnijeg slucaja u kojem ucenici samo
uocCavaju pravilnosti i na taj nacin dolaze do slozenijeg slucaja kojeg nastoje uopstiti. Cilj ovakve igre je i
u rezoniranju apstraktnog i kvantitativnog. Ucenici konstruiraju odrzive argumente i kritiziraju misljenje
drugih, uo¢avanjem pojedinih relacija iskazuju algebarske veze.
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Pojam radijana u nastavi trigonometrije

Dina Kamber Hamzié

Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet u Sarajevu

Sazetak: U radu je objasnjen znacaj radijana u nastavi trigonometrije, ali i problemi sa kojima se
ucenici i studenti susreé¢u kad koriste radijane. Navedeni su glavni izvori problema sa razumijevanjem
radijana, kao i moguéa rjesenja.

1. Uvod

Trigonometrija je veoma bitna oblast matematike. Anticke civilizacije (pogotovo egipatska, babilonska,

indijska i kineska) su posjedovale znac¢ajno znanje prakticne geometrije, uklju¢ujuéi i koncepte koje mozemo
smatrati pocecima trigonometrije. Trigonometrija u modernom smislu pocinje sa gréckom civilizacijom i
Hiparhom. Hiparhova djela su nazalost vremenom izgubljena te danas o njemu i njegovom radu znamo iz
Ptolomejovog Almagesta i djela drugih naucnika. Prvu tablicu vrijednosti sinusne funkcije nalazimo u djelu
indijskog matematicara i astronoma Aryabhate (5. i 6. stoljeée), dok je prvu tablicu vrijednosti tangensne i
kotangensne funkcije konstruisao Habas al-Hasib (9. stoljeée). Nauénici islamske civilizacije su poslije Grka
nastavili razvijati trigonometriju, a Nasir al-Din al-Tusi je u 13. stolje¢u napisao prvi rad o trigonometriji
neovisan o astronomiji, time uspostavljaju¢i osnove trigonometrije kao neovisne matematicke oblasti. Prva
knjiga posvecena iskljucivo trigonometriji, De triangulis omnimodis, objavljena je 1533. godine u Bavarskoj
i napisao ju je renesansni naucnik Regiomontanus. Sljedeéi veliki korak u razvoju klasi¢ne trigonometrije je
bio izum logaritama. Logaritamske tablice Johna Napiera su znacajno olakSale razne numericke izracune, a
izmedu ostalog omoguéile su i pravljenje trigonometrijskih tablica [6].
Danas se trigonometrija koristi, osim u matematici i astronomiji, i u fizici (odredivanje komponenti vektorskih
veli¢ina, modeliranje valova i oscilacija,...), arhitekturi i gradevini (mjerenje i racunanje visina, Sirina,...),
geodeziji (kartografija), forenzici (kretanje projektila), akustici (modeliranje zvuénih valova),... Naravno,
trigonometrija je neizostavan dio srednjoskolske i fakultetske matematike, te kao oblast koja povezuje
geometriju, algebru i graficke prikaze, vazan je uvod u diferencijalni i integralni racun.

2. Nastava trigonometrije i znacaj radijana

Obiéno se ucenici prvo susrecu sa tzv. trigonometrijom trougla: trigonometrijske funkcije se definisu kao
omjeri duzina stranica u pravouglom trouglu. Trigonometrija trougla omogucéava da odredimo nepoznate
duzine stranica ili velicine uglova, ali ako treba procijeniti vrijednost trigonometrijske funkcije za neku
vrijednost varijable z, odrediti da li u nekom intervalu funkcija raste ili opada, nacrtati grafik funkcije sin 2z,

Ciljna skupina: srednja skola

Kljuéne rijeci: trigonometrija, radijan
Kategorizacija: Struéno-metodicki rad
Rad preuzet: jun 2022
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trigonometrija trougla tu ne pomaze [11]. Da bi uradili ovakve zadatke, uéenici moraju trigonometrijske
funkcije stvarno razumjeti kao funkcije, tj. kao jednu vrstu procesa koji za varijablu uzima ugao/broj,
a kao rezultat daje neki realan broj. Medutim, tradicionalni pristup nastavi trigonometrije naglasava
razumijevanje trigonometrijskih funkcija kao omjera i ne omogucéuje ucenicima da ih shvate kao funkcije
[11]. Da je prijelaz sa razumijevanja trigonometrijskih funkcija kao omjera duzina stranica na razumijevanje
trigonometrijskih funkcija kao stvarnih funkcija tezak za uenike, pokazuje i istrazivanje Challenger [2], u
kom je zapazeno da su neki ucenici razumjeli trigonometriju kada se radilo samo sa trouglovima, ali sada
ne znaju ,odakle da zapo¢nu*.

Za definisanje trigonometrijskih funkcija kao funkcija na skupu realnih brojeva izuzetno je bitan pojam
radijana i mnogi autori smatraju da dio potesko¢a u razumijevanju trigonometrije potice upravo iz osiromasene
veze izmedu trigonometrijske kruznice i radijana sa jedne i trigonometrijskih funkcija sa druge strane. Oni
smatraju da slabo razumijevanje trigonometrijske kruznice i radijana onemoguéuje studentima da definisu
trigonometrijske funkcije na skupu realnih brojeva.

Zasto je radijan bitan za razumijevanje trigonometrijskih funkcija? Zato sto kad pokusavamo odgovoriti na
gore navedena pitanja: na kojem podskupu skupa R funkcija f(z) = cosz raste, kako izgleda grafik funkcije
f(z) = sin2z, koja je (barem priblizna) vrijednost funkcije f(z) = sinz za z = 30, odgovore trazimo u
skupu realnih brojeva, tj. trigonometrijske funkcije posmatramo kao realne funkcije jedne realne varijable.
To znaci, da u f(x) = sinz je z € R i mjeren je u radijanima. Koliko to ucenici i studenti (ne) shvacaju,
pokazuje istrazivanje [1], kada niko od ispitanika u istrazivanju nije procijenio vrijednost sin 30 kao sinus
ugla od 30 radijana, iako je naglaseno da je rijec¢ o funkciji f(z) = sin definisanoj za x € R.

3. Klasiéni pristup pojmu radijana

Na prvi pogled, nema sta biti tesko ili neshvatljivo kod radijana: u pitanju je samo jos jedna mjera
veli¢ine ugla. U Bosni i Hercegovini ucenici se sa radijanom obi¢no prvi put susre¢u u drugom razredu
srednje skole, kada se definiSe radijan te daje veza izmedu radijana i stepena. Npr. u udzbeniku Matematike
za 2. razred srednjih skola [8], imamo klasi¢ni pristup uvodenju radijana.

Autor prvo ponavlja definiciju stepena, koju nije loSe ponoviti jer veé¢ina ucenika i studenata intuitivno zna
Sta je stepen, ali ga Cesto ne znaju definisati [8, str.272]:

Definicija 3.1. Ako punom uglu pridruzimo broj 360, tada tristosezdesetom dijelu tog ugla odgovara broj
1. Na taj nacin smo uspostavili mjerenje uglova u stepenima.

Ovu definiciju mozemo malo preciznije napisati na sljedeéi nacin:

Definicija 3.2. Ako krug podijelimo na 360 podudarnih centralnih uglova, jedan taj ugao ima veli¢inu jedan
stepen (1°).

Ovakav nacin definisanja je bitan, jer stepen definiSe preko centralnog ugla kruga, kako se definise i radijan.
Dalje je u [8] pokazano da je omjer duzine luka i polupre¢nika nad istim centralnim uglom dva koncentri¢na
kruga jednak, ¢ime se uvodi pojam radijana, kao i njegova veza sa stepenima.

Posto je
po T r'ra
©180°7  180°’
vrijedi
Il 7«
oo’ 1800

Omjer % nazivamo mjerom ugla « u radijanima. O¢ito, jedan radijan (1 rad) dobijamo kada je % =1, tj.

kada je [ = r.
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5

Slika 1: Duzine lukova i polupre¢nika dva koncentriéna kruga

Slika 2: Ugao veli¢ine 1 radijan

Definicija 3.3. Ako je duZina kruznog luka jednaka poluprecniku, tada je mjera odgovarajuceg centralnog
ugla jedan radijan (1 rad) [8].

Posto je kod punog ugla duzina luka [ = 2rm (obim kruga), to je % = ZTT” = 27, odnosno puni ugao ima 27

radijana. To nam daje vezu izmedu mjere ugla u stepenima i mjere ugla u radijanima: puni ugao ima 360°,
odnosno 27 radijana. Ako zelimo ugao koji ima « stepeni mjeriti u radijanima, onda to radimo pomocéu
formule

p -arad,

o
180°
a ako zelimo ugao koji ima p radijana mjeriti u stepenima, koristimo formulu
_180°

«a -
s

Potom [8] daje vedi broj primjera gdje uglove mjerene u radijanima izrazava pomodéu stepeni i obratno.

4. Problemi sa razumijevanjem radijana

Tako je radijan samo jo$ jedna mjera velic¢ine ugla, kao §to smo ve¢ napomenuli izuzetno je vazan pojam
za definisanje trigonometrijskih funkcija na skupu realnih brojeva. Istrazivanja su pokazala da ucenici i
studenti ne razumiju u potpunosti pojam radijana, iako relativno lako rade zadatke u kojima je potrebno
pretvarati radijane u stepene i obratno. Navest ¢emo nekoliko problema koji su uoceni u razumijevanju
pojma radijana.
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Prvi problem: veliki broj autora uocava da pojam stepena dominira nad pojmom radijana. Npr.,
istrazivanje opisano u [9] je radeno sa 37 buduéih nastavnika matematike i 14 nastavnika matematike,
te je uoceno da kod njihovih ispitanika pojam stepena dominira nad pojmom radijana, te da niko ne zna
definisati radijan. U svom istrazivanju sa studentima — buduéim nastavnicima matematike, Tuna [10] otkriva
da 60% ispitanika zna definisati stepen, ali samo 8% njih zna definisati radijan. Autor zakljuc¢uje da studenti
cesto znaju raditi zadatke sa radijanima, ali ne razumiju sam pojam radijana. Istrazivanje sa studentima -
buduéim nastavnicima matematike u Zagrebu [3] je pokazalo da kod studenata stepen dominira kao mjera
ugla, a kad trebaju izracunati duzinu luka ako je data mjera centralnog ugla u radijanima, studenti prvo
pretvaraju radijane u stepene te koriste formulu za ra¢unanje duzine luka. Do sliénih rezultata je doslo i
istrazivanje [5], kada je od 63 ispitana studenta prve godine studija matematike, samo dvoje znalo tac¢nu
definiciju radijana, a njih osam je znalo na datoj kruznici oznaciti (priblizno) ugao veli¢ine 2 radijana. Pri
tome su studenti koji su ta¢no odgovorili obi¢no prvo 2 radijana pretvorili u stepene pa tek onda oznacili ugao.
Kamber i Takaci [4] su u istrazivanju sa uenicima na kraju drugog i Cetvrtog razreda srednje skole uocile
da ucenici radijan obi¢no definiSu kroz njegov odnos sa stepenima. Treba napomenuti da nisu svi ucenici
koji su radijan definisali preko veze sa stepenom naveli ta¢nu vezu: neki su odgovorili da je ,1rad = 1°¢
»lrad = 180°“ ili ,,Irad = 7“.

Drugi problem je nerazumijevanje definicije radijana. Nije problem $to ucenici ne znaju formu rijeci za
definisanje radijana, ve¢ nerazumijevanje definicije dovodi do toga da ne znaju npr. odrediti sin2 pomocu
trigonometrijske kruznice (kada je rije¢ o x = 2 € R, tj. o 2 radijana). Nerazumijevanje radijana dovodi da
ucenici (i studenti) ¢esto ne znaju rijesiti jednostavne zadatke kao sto je:

Primjer 4.1. Odrediti poluprecnik kruga, ako je poznato da centralnom uglu od 3 radijana odgovara kruzni
luk duzine 19,5 cm [10].

Ucenik ili student koji zna i razumije definiciju radijana, lako ¢e doéi do zakljucka da centralnom uglu od
tri radijana odgovara kruzni luk tri puta duzi od polupreénika, pa je sam polupreé¢nik duzine 19,5cm : 3 =
6,5cm. Ucenik ili student koji ne razumije definiciju ¢e vjerovatno ugao od 3 radijana pretvoriti u stepene
te koristiti formulu [ = {55 odnosno r = l-l{ﬂ - kao 8to su i radili neki ispitanici u istrazivanju [10]. Ovo
¢e dovesti do tacnog rezultata, ali je duze i komplikovanije rjesenje.

Nepoznavanje i nerazumijevanje definicije radijana je usko povezano sa prvim problemom — ucenici i studenti
preferiraju raditi sa stepenima, koji su im poznati. Ovo je potpuno razumljivo, jer ucenici prvo o uglovima
uce u geometriji jos u osnovnoj skoli i tada koriste samo stepene. S druge strane, ¢esto ucenici i studenti
ne shvacaju radijan kao mjeru bilo kojeg ugla ili u bilo kojoj kruznici, veé¢ interno zamisljaju da se radijan
pojavljuje samo u jedini¢énoj (trigonometrijskoj) kruznici [7].

Tredéi problem: ucenici i studenti ¢esto ne prepoznaju da je ugao mjeren u radijanima, ako nema ,7“ u
sebi. Do ovog zakljucka su dosle Cizmesija i Milin Sipus [3], kad su uocile da studenti realne brojeve koji
nisu oblika g7, ¢ € Q ne vezu za radijan, tj. ne prepoznaju kao mjeru ugla u radijanima. Sli¢no, istrazivanje
[5] u zadatku odredivanja ugla od 2 radijana otkriva da odredeni broj studenata oznacava ugao od 2° ili 27
radijana — kao da je studentima nepojmljivo da ugao bude ,,samo* 2 radijana. Akkoc [1] dolazi do zanimljivog
otkri¢a da mnogi ucenici i studenti imaju dvije razli¢ite predstave broja 7: 7 je ugao u radijanima i 7 je
iracionalan broj. Ako dobiju zadatak oznacavanja ugla od 3,1 radijana, takvi uéenici i studenti vjerovatno
nece lako uociti da je taj ugao veoma blizu ugla od 7 = 3,14 radijana, $to je opruzeni ugao.

5. Sta je rjeSenje?

Jedno o¢igledno rjesenje nudi [12], gdje je predlozeno da nastavnici matematike prvo ispitaju koliko
ucenici doista znaju i razumiju o uglovima (mjerenima u stepenima i radijanima) prije nego po¢nu poducavati
trigonometriju. U tu svrhu potrebno je, osim klasi¢nih zadataka pretvaranja radijana u stepene i obratno,
raditi zadatke kao sto su:

Primjer 5.1. Primjeri zadataka sa radijanima:

e Odrediti poluprecénik kruga, ako je poznato da centralnom uglu od 2,5 radijana odgovara kruzni luk
duzine 10 dm (primgjer analogan primjeru 4.1).
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e Odrediti duzine kruznih lukova na tri koncentriéne kruznice, polupreénika 2 cm, 2,5 c¢cm i 2,8 cm
redom, ako je zajednicki centralni ugao veli¢ine 0,8 radijana.

e Procijeniti velidinu ugla u radijanima (uz datu sliku kruga i centralnog ugla).

bi ucenici naucili da uglovi u radijanima ne moraju ,sadrzavati“ 7 (tj. biti oblika r), potrebno je raditi

zadatke u kojima se 7 ne pojavljuje.

Primjer 5.2. Primjeri zadataka sa radijanima bez m:

e Na kruznici priblizno nacrtati ugao velicine 2 radijana.
e Ugao od 5 radijana izraziti u stepenima.

e Pomocu trigonometrijske kruznice procijeniti vrijednosti funkcija sin2,cos(—3),... (i naglasiti da je
rije¢ o 2 rad, —3 rad,. .. ).

Obzirom da vizuelna pomagala, pogotovo softveri sa dinamic¢kim prikazom, mogu olaksati razumijevanje
radijana, neki autori predlazu koristenje GeoGebre i sli¢nih edukativnih softvera. GeoGebrina zajednica
nudi veé gotove uratke drugih korisnika koji omogucéavaju korisniku da ,omotavaju“ brojnu pravu oko
kruznice i tako bolje razumiju radijan (npr. https://www.geogebra.org/m/avdhvmtu) ili koji krug postepeno
ispunjavaju sa uglovima od jednog, dva, tri,...radijana i tako omogucavaju vizuelizaciju uglova mjerenih u
radijanima (npr. https://www.geogebra.org/m/anfcnazd ili https://www.geogebra.org/m/VYqbgSqU).

Literatura

[1] H. Akkog: Pre-service mathematics teachers’ concept images of radian, International Journal of Mathematical Education
in Science and Technology 39, 857-878, 2008, DOI: 10.1080/00207390802054458.

[2] M. Challenger: From triangles to a concept: a phenomenographic study of A-level students’ development of the concept
of trigonometry, doktorska disertacija, University of Warwick, UK, 2009.

3] A. Cizmesija i Z. Milin Sipus: The trigonometric functions-concept images of pre-service mathematics teachers, Bighth
Congress of European Research in Mathematics Education (CERME 8), Ankara, Turska, 2013.

[4] D. Kamber i D. Takaci: On problematic aspects in learning trigonometry, International Journal of Mathematical Education
in Science and Technology 49, 161-175, 2018, DOI: 10.1080/0020739X.2017.1357846.

[5] D. Kamber Hamzié: Analiza @ riesavanje kognitivnih prepreka u nastavi trigonometrije, doktorska disertacija, Univerzitet
u Sarajevu, BiH, 2019.

[6] E. Maor: Trigonometry, 25.07.2022., https://www.britannica.com/science/trigonometry. [Datum pristupa: 15.09.2022.]

[7] K. C. Moore, K. R. LaForest i H. J. Kim: Putting the unit in pre-service secondary teachers’ unit circle, Educational
Studies in Mathematics 92, 221-241, 2015, DOI: 10.1007/s10649-015-9671-6.

8] S. Prgo: Matematika za 2. razred srednjih skola, IP Svjetlost d.d., Sarajevo, 2008.

[9] T. Topgu, M. Kertil, H. Akkog, K. Yilmaz i O. Onder: Pre-service and in-service mathematics teachers’ concept images
of radian, Proceedings of the 30th Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics Education,
Prag, Ceska Republika, 2006.

[10] A. Tuna: A conceptual analysis of the knowledge of prospective mathematics teachers about degree and radian, World
Journal of Education 3, 1-9, 2013, DOI: 10.5430/wje.v3n4pl.

[11] K. Weber: Connecting Research to Teaching: Teaching trigonometric functions: Lessons learned from research,
Mathematics teacher 102, 144-150, 2008, DOI: 10.5951/MT.102.2.0144.

[12] M. Yigit Koyunkaya: Mathematics education graduate students’ understanding of trigonometric ratios, International

Journal of Mathematical Education in Science and Technology 47, 1028-1047, 2016, DOI: 10.1080/0020739X.2016.1155774.



EVOLVENTA (JAMTK) 5(1) (2022), 23 — 29 Publikovano od UM TK,
Udruzenje matematicara TK
Dostupno na: http://evolventa.ba
http://www.umtk.info

Zlatna prava i zlatni paralelepiped (kvadar)

Alija Muminagié?

“Penzioner, Danska

Sazetak: U ovom ¢lanku dajemo konstrukciju zlatne prave, izvodimo njenu jednacinu i dokazujemo
neke sume na vise nacina, primijenjujuéi znanja o zlatnoj pravoj. U drugom dijelu definiSemo zlatni
paralelepiped, dokazujemo kako se izracunava njegova povrsina i prostorna dijagonala i izvodimo jedan
interesantan odnos izmedu konstanti ¢ i 7 (zlatnog broja ¢ i broja 7). Ukazujemo na vezu izmedu zlatnog
pravougaonika i zlatnog kvadra (zlatni kvadar je prostorni analogon zlatnog pravougaonika).

1. Uvod

Matematicka literatura vrvi ¢lancima o zlatnom presjeku, zlatnom trouglu, prvougaoniku, rombu, zlatnoj
elipsi, zlatnoj spirali i superzlatnom pravougaoniku. Rijetko nalazimo ¢lanke o zlatnoj pravoj i zlatnom
paralelepipedu (kvadru), mada je o zlatnoj pravoj pisao J. Metz u ¢asopisu FIBONACCI QUARTERLY,
augusta 1977. godine. U ovom ¢lanku i mi piSemo o zlatnoj pravoj, s nesto drugacijim pristupom, kao i o
zlatnom paralelepipedu (kvadru).

Prethodno ¢emo se sjetiti nekih definicija i teorema, koje ¢e biti primijenjene nesto kasnije u ovom izlaganju.

Definicija 1.1. Ako tacka C dijeli duz AB, pri éemu je a = |AC|, b= |BC| (Slika 1) tako da vrijedi

a+b a

=z 1

a b’ (1)
kazemo da je ona dijeli u omjeru zlatnog presjeka (reza,).

4 a

[ Io)
>
oy

Slika 1.

Teorem 1.2. Tacka C dijeli duZinu AB u omjeru zlatnog presjeka ako je

a 1+5

—=¢= ~ 1,6180339... 2

¢ o=t @)
Broj ¢ se naziva zlatni broj. Jasno je da je

b 1

- =—=¢"120,6180339...

a ¢

Ciljna skupina: srednja Skola

Kljuéne rijeci: zlatni presjek, zlatna prava, zlatni paralelepiped
Kategorizacija: Strucéni rad

Rad preuzet: maj 21.02.2022.
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Iz (1) slijedi

b 2
at :9<:>a?—ab—b2:0<:>(9) ~2 1=o,

a b b b
to jest
P —p—1=0=*=0¢+1 (3)
i
9 1 1 —1 -1
¢7¢71:0<:>¢717$:0<:)¢71:a<:>¢—1:¢ = 14+¢ " =¢. 4)

2. Zlatna prava
Posmatrajmo sada Sliku 2.

N

4y

!

B, di

¢72
B, 4>
1 ¢-3
B, S
B
1 ¢ ¢
0 D, D, Dy
Slika 2.

U pravougli koordinatni sistem 2Oy konstruisimo redom kvadrate OByA1 D1, D1B1As Do, DoByA3Ds, .. .,
¢ije su duzine stranica redom 1,¢~!,¢~2,.... Konstrui§imo pravu kroz tacke A; i A, i presjecne tacke te
prave s osama Oz i Oy i oznaéimo sa A i Ay, respektivno. Sada lako dobijemo da prava kroz tacke A;1(1,1)
i As(14 ¢, ¢71) ima jednacinu

o -1 i

—y-1=(1-9)-1)<=y-1l=—-(p-1lz—-1+¢

y—1= (r—=1)
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(zbog (4), tojest p—1=¢ L= —(¢p—1) = —¢p™ 1)

=y=-¢"lr+¢ (5)
Jednagina (5) je jednaéina zlatne prave.
Uocimo da tacka Ay ima koordinate (1+¢ ' + ¢~ 2+ -+ ¢~ ¢~F) = (ﬁ;@f}l ,07F),k=1,2,..., odakle
slijedi, koristeéi jednakost (4), da je i Aso = (#, 0)= (%, 0) = (¢?,0). Nije se tesko uvjeriti da i tacke
As, Ay, As, ...leze na zlatnoj pravoj. Naime, vrijedi

_ a—k—1 _ H k1
v=-a (0 ) re=a-0t Tl v

¢
=—¢(l-¢" 1+ o) =—d+o " +o=07",

za k = 3,4,5,..., a da tacke Ay i Ay imaju koordinte Ag(0,¢) i Ao (¢?,0) (jerjey = —¢L-0+¢p=¢ i
O:f¢*1-m+¢<:>x:¢;’fl: 2 — ¢?).
Sa Slike 2. vidimo da je

ol

|OAco| = |OD1| + |D1Da| + [DeDs| + |DsDy| + - =1+ ¢ + ¢ 2+ 672 + - = ¢ (6)
Dokazimo (6) i na ovaj nacin. Neka je

S=1+¢7 +¢72 4+ + - @)
Nakon mnoZenja sa ¢! dobijamo:

¢ S=¢T 4+t H o 4 (8)
i nakon oduzimanja (7) i (8) slijedi

@S:%@S@i@n@:qﬁ?

¢71

Pokazimo sada zaSto se prava Cija je jednacina (5) s pravom naziva zlatnom pravom.
Imamo (v. Sliku 2) da je |[OAg| = |OBy| + |BoAo|, to jest

_ 1
S(l—d) 1):1<:>S:1_7¢71

¢ =1+ |ByAg| <= |BoAg| = ¢ — 1 <= (zbog 4) |BoAo| = ¢ *. (9)
Sada je }gggl = % = ¢, S§to znali da tacka By dijeli duz OAy u omjeru zlatnog presjeka. Takode je

Igigii = % = ¢, Ig;ggl = i:; = ¢,... pa zaklju¢ujemo da tacka B; dijeli duz D;A; (i = 0,1,2,...) u
omjeru zlatnog presjeka.
Do istog zakljucka mozemo doéi i a sljedeéi naéin.

Svi pravougli trouglovi AA; BiA;41, i =0,1,2,... suslieni i 1204 = _1 = 4 Dobijamo, zbog (9), da je

[B1As| é T —
|AOBO‘ ‘BOAI‘ ¢_1 ¢_1 1 72
- = =¢ = |A1Bi|="— < |A1Bi| = =
|A1B1|  [B1As| |A1Bs| ¢ | A1 B p | A1 By e ¢
i slicno
|AsBs| = ¢73, |[A3Bs| = ¢~ *,... .
Dakle, %, i = 1,2,... su duzine kateta trougla normalnih na Oz-osu, pa odavde vidimo da tacka B; dijeli

duz D;4; (1 =1,2,...) u omjeru zlatnog presjeka.
Citaocima prepustamo da dokazu da tacke Aj, As, As... dijele duzine AgAs, A1As, AsAy, ... u omjeru
zlatnog presjeka.
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Posmatrajmo sada opet Sliku 2. Vidimo da je

|AoBo| + |A1B1| + |Ang| + |AsBs3|+--- = |OA0‘, to jest
O+ PO 4T =g (zhog (3) ¢ =+ 1= ¢ =¢7 — 1)
I e e B I I e

i to je geometrijski dokaz za formulu (6). Oznacim sa [XY Z] i [PQRS] povrsine trougla AXY Z i kvadrata
OPQRS. Imamo da je (Slika 2)

1 1 1
[AoBoA1] = §‘AOBO| | BoA1| = §¢71 1= 5(;5*1
[A1B1As] = Z|A1By| - |B1As| = 972 - ¢t = 73

| : ; (10)
[A2B2A3] = §‘A232| . |BQA3| = 54573 . ¢*3 — 5 =5
[OByA1 D] =1=¢°
[DlBlAgDQ] = (¢_1)2 = ¢_2

N N 11

[D2ByA3D3) = (¢7%)* = ¢~* (11)

Koristeéi opet Sliku 2 i formule (10) i (11) mozemo dokazati da je
1+ +¢ +¢ 0+ =0 (12)
Formulom (12) predstavljen je zbir povriina kvadrata, ¢ije su duzine stranica 1,¢~%, ¢72,¢73,... i taj zbir

jednak je razlici izmedu povrsine trougla AAgOA i zbira povrsina trouglova AA; B;A;41 i =0,1,2,3....
Prema tome,

146246 +6 0+ - = [A0Ax] = Y [AiB;A;11].

Kako je povrsina AAgOA

~1i0. _1 gz Lo e 1
AlAgO0Ax] = 5400 - OA = (14 671) - ¢ —2( 3 ) ¢ =59(¢+1),
imamo da je

LH 6™ = Lo 1) 5 (67 6 T )

= 2420724207 4+207 %+ . = P4 p—p =0 S0 —. ..

<= (zbog ¢* © 1+¢ 4o 240340 44

2420742 0T 20 4 = 14T T T T T T — T 0 -
= 1+¢ 2+ 4o 0+ = 0.
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3. Zlatni paralelepiped (kvadar)

Paralelepiped je cetvorostrana prizma kojoj je baza paralelogram.

Definicija 3.1. Pravougli paralelepied (kvadar) ¢ije se duZine wica odnose kao
p:1l:¢7t

naziva se zlatnim paralelepipedom.

Slika 3.

Na Slici 3 prikazan je zlatni kvadar &ije su duzine ivica ¢, t¢ i t¢ !, ¢ je realan broj. Tako je:

to .t
T

= ¢.

Na osnovu definicije zlatnog pravougaonika (pravougaonik u kome je odnos izmedu duZina duZe i krace
stranice jednak ¢ se maziva zlatnim pravougaonikom) vidimo da su pravougaonici ABCD, A;B1C1D; i
ADD, A, BCC;Bj zlatni, a pravougaonici ABB1A; i DCCy Dy nisu (jer je t;‘fl = ¢?).

(Napomena: pakovanja putera od 500g, brasna od 2kg i nekih sokova su zlatni kvadri.)

Posmatrajmo sada zlatni kvadar na Slici 4. Uoc¢imo da je

Slika 4.

el a2 o1 e 212041 ¢
ST H =2 T = S = = =
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a zbog
P—p-1=0=¢*=0¢+1
je
PP=0¢- 0" =0(0+1) =" +o=(0+1)+0=20+1.

Zapremina kvadra na Slici 3 jednaka je

V:t¢-t-t-¢—1=t3-¢>é:t3

Dakle, zat =1 je V =1, a povrSina mu je
Pg=2t-¢-t+2-top-tp  +2t07 -t =2%(p+ 1+ oY)
1
=22 <¢+1+$> =212 <¢+ &> = (zbog ¢ + 1 = ¢?)

¢
¢2
3) =2%.2¢ = 4%¢, zat=1]je P =4t%

Prostorna dijagonala zlatnog kvadra je (v Sliku 3)

= 2t? <¢+

_ 1 1
=t + (tg )2+ 2 =t /P2 + o2+ 1= (zbog ¢ = (¢2)! =z= m)

_ _ d+2 PP+ PP+ P +2 =2¢+1
=6+ gy 1= t\/d’z o1 \/ ST (Zb°g¢2 ¢+1>
_[2tltet14042 | [A0+1)
B o+1 N o+1

= 2t.

Specijalno, zat =1, je D = 2.
Neka je sada oko zlatnog kvadra opisana lopta (vidi presjek na Slici 5).

Slika 5.

Znagi, lopta ima poluprecnik ¢. Povrsina lopte je

Pp=dm-r® =Ar -2
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Prema tome, dobijamo da je odnos izmedu povrsine zlatnog kvadra i povrsine lopte opisane oko tog kvadra
jednak

Py 4t?
P—K = ﬁ _¢ (interesantan odnos izmedu konstanti ¢ i 7).
L I8 m

Podsjetimo se sljedece ¢injenice.

Teorem 3.2. Ako iz zlatnog prevougaonika uklonimo kvadrat s najve¢om mogucom povrsinom, onda je
preostali pravougaonik takode zlatni.

A E D
d
k k
i d-k
B F C
Slika 6.

Dokaz: Neka je ABCD zlatni pravougaonik i neka je duza stranica duzine |[AD| = d i kraca stranica duzine
|AB| = k. Na Slici 6 je ABFE kvadrat s najveéom moguéom povrsinom. Dokazaéemo da je EFCD zlatni
pravougaonik, to jest da vrijedi

k

s

Iz definicije zlatnog pravougaonika slijedi da je

d d 1

—=¢p= -—-1=¢p—-1«< |[zb —l=—]<= ——=—,t. — = ¢,
C=pesT-1=9 ( oz ¢ ¢) 5 ¢

sto je i trebalo dokazati. O

Sta vrijedi za zlatni kvadar? (v. Sliku 4.)

Ako iz zlatnog kvadra na Slici 4 uklonimo dva kvadra ¢ije su duzine stranica ¢—!, ¢—1 i 1, onda preostali

kvadar ima duzine ivica 1, ¢! i p—2¢~1 = ¢—2 (¢—2¢>—1 —g-2—d2 el o (gpog g1 =

@ ¢
—1
o) = ¢¢ = # = ¢—2),
Dakle, odnos ivica u preostalom kvadru je 1: ¢! : ¢~2 i odavde nakon mnozenja sa ¢ slijedi ¢ : 1 : ¢! te
zaklju¢ujemo da je preostali kvadar takode zlatni.
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Priblizna trisekcija ugla

Hasan Smajié?

@JU OS ”Malesiéi”, Malesiéi

Sazetak: U ovome radu su prezentirane dvije konstrukcije priblizne trisekcije ugla od 60°, inspirisane
Arhimedovom konstrukcijom. Takoder je pokazano da su obje konstrukcije izvedene s veoma malom
pogreskom.

1. Uvod

Starogrcka Platonova akademija postavila je pitanje trisekcije ugla (podijeliti ugao na tri jednaka dijela)
pomocu Sestara i nebazdarenog lenjira (sluzi samo za povlacenje linije-spajanje dvije tacke) koje je dugo
vremena zadavalo glavobolje matematicarima. Napokon doslo se do zakljucka da se euklidskim konstrukcijama
ne moze rijesiti trisekcija svakog ugla (moguée su trisekcije uglova a,, = 3220, n € Ny). U ovome radu
pokazacemo pribliznu konstrukciju trisekcije ugla od 60° pomocéu Sestara i dva nebazdarena trougla. No
prije toga ¢emo pokazati da je tu konstrukciju nemoguce izvesti samo pomocu Sestara i nebazdarenog lenjira.

Za to nam je neophodan sljedeéi teorem o kubnoj jednadzbi (koji navodimo bez dokaza, v. [3]).

Teorem 1.1. Ako su koeficijenti kubne jednadzbe
2 taz? +bz+c=0 (1)

racionalni brojevi i nijedno rjesenje jednadzbe (1) nije racionalno, tada su sva ta rjeSenja nekonstruktibilni
brojevi.

Kako je

cos 3o = cos(2a + a) = cos 2a cos a — sin 2asin a = (cos® a — sin® a) cos a — 2sin a cos a sin
= cos? a — sin? a cos o — 2sin? a cos o = cos® o — 3(1 — cos? a)cosa = 4cos®a —3cosa,
uzimajuéi da je 6 = 60°, dobijamo

0 0
c056’:4cos3§ —30055.

Neka je x = cos %, te kako je cosf = %, to onda dobijemo kubnu jednadzbu

823 — 6z —1=0.

Ciljna skupina: srednja skola

Kljuéne rijeci: trisekcija ugla, Arhimedova konsrtrukcija
Kategorizacija: Strucéno-istrazivacki rad

Rad preuzet: 30.09.2022.



H. Smaji¢ / EVOLVENTA (JAMTK) 5 (1) (2022) 31
Uvodeéi smjenu v = 2z, posljednja jednadzba poprima oblik
u? —3u—1=0. (2)

Vidimo da je (2) kubna jednadzba s racionalnim koeficijentima. Pretpostavimo da je u racionalan broj, to
T

jest da je u = Z, pri ¢emu je r € Z, s € N, (r,s) = 1. Tada iz jednadzbe (2) dobijamo kubnu jednadzbu

S’
r3—3rs? — 3 = 0,
iz koje onda slijedi

r(r? = 35%) = 83 = r|s® = r|s (Tgl re{-1,1},

kao i

(r,s)=1,s€N
= S

3 = s(3rs + s?) = slr® = s|r =1.

Dakle, mozemo zakljuciti da je u = £ € {~1,1}. Provjerimo sada jesu li u = 1 i/ili v = —1 rjedenja
jednadzbe (2).

(-1)*=3(-1)—1=-1+3-1=1+#0,

to jest u = —1 nije rjeSenje jednadzbe (2).
i) u=1

13-3-1—-1=1-3—-1=-3#0,
to jest u = 1 nije rjesenje jednadzbe (2).

Buduéi da niti jedno rjesenje jednadzbe (2) nije racionalno, mozemo zakljuciti da su sva rjeSenja nekonstruktibilni
brojevi pa i 2z, odnosno, x = cos 5 je nekonstrukitibilan broj. Dakle, trisekcija posmatranog ugla od 60°
nije moguca.

2. Arhimedova konstrukcija - trisekcija ugla pomoéu trake papira

Poznato je da se problem trisekcije ugla ipak moze rijesiti, ali uz upotrebu nekih pomagala. U arapskom
djelu "Knjiga lema”, koja se pripisuje Arhimedu, opisana je konstrukcija trisekcije ugla uz pomoé Sestara,
ravnala i trake, [1].

Neka je tacka S tjeme ugla o = £ASB. Sta je treéina tog ugla? Opisimo kruznicu polupreénika r sa
centrom u tacki S. Tacke presjeka te kruznice i krakova ugla o ozna¢imo sa A i B. Nanesimo na rub trake
papira tacke @ i P tako da je |QP| = r. Polozimo tu traku papira na ravan crteza tako da joj tacka @ bude
u pravcu SA i rub stalno prolazi tackom B sve dok tacka P ne padne na kruznicu. Pomjeranjem trake tacka
@ stalno ostaje na pravcu SA. Tvrdimo da je tada ugao 8 = LPQS = %a. Vidjeti Sliku 1.

Zaista, trouglovi ABPS i AQSP su jednakokraki pa je {PBS = ABPS = ¢ i LPQS = £PSQ = 5.
Ugao ¢ = BPS je vanjski ugao trougla APQS paje ¢ = 8+ 5 = 26, a ugao o = £LASB je vanjski za
trougao ABSQ pa je a = B+ ¢. Zamjenom ¢ = 25 u posljednjoj jednakosti dobijamo da je o = 30,
odnosno vrijedi f = LPQS = %a §to je i trebalo dokazati.

Na Slici 2 pokazana je trisekcija uglova 90°, 135° i 180° na Arhimedov nac¢in. U ovom radu koristit ¢emo
ih za pribliznu konstrukciju nekih uglova.
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]

B a
Q' UA

Slika 1: Arhimedova konstrukcija trisekcije ugla «

Slika 2: Arhimedova konstrukcija trisekcije uglova 90°, 135° i 180°

3. Trisekcije uglova 27°, 36°, 54°, 72°, 81° i 108°.

Izracunajmo trigonometrijske vrijednosti ugla 36°. Posmatrajmo jednakokraki trougao AABC' &iji je ugao
nad osnovicom 36° i povucimo simetralu ugla £ BAC = 72° (v. Sliku 3).

Sada je ugao L BDA = 180° — (36° 4 72°) = 72°. Trouglovi AABD i AACD su jednakokraki pa je
|AD| = |CD| = a. Kako simetrala ugla dijeli suprotnu stranicu u omjeru u kome se odnose stranice koje
obrazuju taj ugao vrijedi:

—b+tbv5
a:(b—a):b:a{:)aQ:bQ—ab:)cf—i—ab—bQ:O(:)ai:%.
Buduéi da je a_ = (71;7\6)&7 <0,tojea=a4 = w. Za b = 1 (jedinica mjere) dobijamo da je

a= @ Primjenom kosinusnog teorema na trougao AABC, dobije se

V5 —1
2

2
aZ:b2+b22b~b~00836°<=>< ) =124+1%2 -2 cos36°
6 —2v5
= —

1 =2—-2c0836° <= 3 — V5 =4 —4cos36° <= 4c0s36° = V5 +1,

odnosno

541
cos 36° = \[4_‘_ .
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c

Slika 3: Trigonometrijske vrijednosti ugla 36°

Sada je

2 2
1 16 — (V5 +1 10—2
sin36° = /1 — cos? 36° = 1—<\/54+ ) _\/ (;C_F) = 04 \/5

Koristedi Sliku 4 da¢emo kratku uputu kako uraditi trisekciju uglova 27°, 36°, 54°, 72°, 81° i 108°. To slijedi
iz jednakosti

1 1 1 1 1 1
Z927° =9° = ~36° 236° = 12° = —24° ~54° = 18° = =36°
3277 =97 = ;36%, 536 524°, 35 8° = 336°,
1 1 3 1

S72° = 24° =81° =27° = —36° 7108° = 36°.

3 ’ 3 47 3

3VE+1

Slika 4: Konstrukcija uglova 36° i 24°
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U nastavku data je tabela trigonometrijskih vrijednosti nekih znacajnih uglova koja moze pomodéi kod
trisekcije nekih uglova uz napomenu da neke vrijednosti mogu imati i drugu formu, [2].

Ugao
« sin o cos « tan « ctga

0° 0 1 0 +o0o

9° VaHVE-/5-VE | VaHVERVSVE | By T 0y VE+14+V5+2V5

15° \/62\/5 \/61\/5 23 2++3

18° \/5471 \/101-2\/5 \/25;10\/5 51275

29.5° \/227\/5 \/2;\/5 \/i -1 \/§+ 1

w1 7 s /8

36° \/1022\/5 \/34+1 5 _ov5 \/25210\6

37.5° PN PER V15— 616 —8V3+10v2 | V154616 —8v3 — 10v2
8 8 —VB+VB-va-2 | =242/6-VB-3V2

45° 2 2 1 1

59.5° 4+/6-v2 4-V6+v2 V15+6v/6—8V3—10v2 | V15— 6v6—8/3+10v2
8 8 =2+2/6-v3-3V2 =V6+Vv3-v2-2

540 Jiﬂ \/10;2\/5 \/254;0\/5 525

w2 : Vi 7

67.5° \/2;’\/5 \/2;\/§ \/i 41 \/§ -1

790 V10+2v5 V51 5+2v5 V/25-10V5

1 7! g

750 \/5'1-\/5 \/gzﬁ 243 2-3

31° \/3+¢52\/57¢5 \/3+\/51\/57\/5 V5414 vV5 1205 Vil \512v5

90° 1 0 +o00 0

4. Priblizna

trisekcija ugla od 60°.

Neka je rijesena priblizna trisekcija ugla od 60° kao na Slici 5. Tada je o = 20°.

_— X 'C

Slika 5: Priblizna trisekcija ugla od 60°

Odredimo koliko je priblizno udaljena tacka P od tacke C. Ozna¢imo sa x trazenu udaljenost. Sa Slike 5

ocito je

tana =

P V3
Stz 2243

te je

20+ 3 =

V3

tano
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Odavde je

V3 —3tana
r=——
2tan o

pa koristeéi da je tana & tan 20° ~ 0.3639702342662 (prema savremenim trigonometrijskim mjerenjima)
dobijamo

V3 —3(0.3639702342662)

~ (0.87938524157182... .
2(0.3639702342662)

Uzmimo sada da je x ~ 0.88 = % = % i izra¢unajmo pogresku. Dakle, ako je x = 0.88 tada je
V3
t = ———— = 0.3638762200775
Y= 57088+ 3 ’

te je
a =~ tan~! (0.3638762200775) = 19.9952433544587° ~ 19.995°.

Moze se reé¢i da je pogreska priblizno

5 ° 5 1 "
) 2. =1
<1000> 1000 2000 8

(u sekundama) ili u procentima 0.025% (iz jednakosti 19.995° = 20°- (1 — &5) dobijamo da je p = 0.025%).
Na Slici 6 prikazana je konstrukcija ugla od 20° sa pogreskom p = 0.025%.

Slika 6: Konstrukcija ugla od 20° sa greskom od 0.025%.
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5. Priblizna trisekcija ugla od 60° pomocu trisekcije ugla 90°.

Pretpostavimo da je rijeSena priblizna trisekcija ugla od 60° pomocu trisekcije ugla 90°.

Neka je r = 1 polupreénik polukruznice sa centrom u O, AD preénik i LAOB = 60° &iju pribliznu
trisekciju na Arhimedov nacin treba odrediti. Neka je f = £LOQ@QB trisekcija ugla 60° (8 ~ 20°). Vidjeti
Sliku 7. Tacke M i M’ dobijemo konstrukcijom trisekcije ugla od 90° Arhimedovom metodom. Tacka B’

je presjek normale povucene iz tacke B na polupreénik OA. Jasno je da je |[BB'| = ? visina, a |OB| = %
(polovina osnovice jednakostrani¢nog trougla AAOB).
C
60° 5
V2 w
m
3 s = V3
N 2
¢ o
B g 60° °

Slika 7: Priblizna trisekcija ugla od 60°pomocu trisekcije ugla 90°.
Pokazat ¢emo da je |QM'| ~ 0.68 - [M'N| = 3L |M'N|.

Pravougli trougao AOM'C je specijalan pa je |OM'| = V/3. Primjenom Pitagorinog teorema na pravougli
trougao ABB’'M’ dobijamo

2 2
|BM'| = (*f’) +<\/§+%> —\/3+12+4\/§+1— 44 V3.

4 4

Pravougli trougao AOBM je jednakokraki pa je LOBM = 45°. Zelimo pronadéi vezu izmedu duzina tetive
MN iduzi QM. Ugao ¢ = LM BN je periferijski ugao nad tetivom M N pa je 290 = LMON njen centralni
ugao. Ako primijenimo kosinusnu teoremu na trougao ABB’M’, tada dobijamo

(\/§)Z:< 4+\/§>2+122\/4+\/§~1'cosw,

odnosno
3:4—1—\6—}—1—2\/4—1—\@@05(.&
Dakle,
cosw = _2E V3 0.779403831,

24 +/3
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te je
w = 38.7939769°.
Sada je
© = 45° — w &~ 45° — 38.7939769° = 6.206023095°.

Koristedi da je 2¢p &~ 12.41204619° primjenom kosinusne teoreme na trougao AM NO dobijamo

|[MN|~ /12412211 cos (12.41204619°) ~ 0.216207726.

Neka je ’QM’ =k- |MN‘ Iz pravouglog trougla ABB'Q je

v V3

tan 3 = A —— —, 3
no 1+V3+k |MN|  1+2V3+2k-|[MN]| ®)
pa je
:tfﬁ—1—2\/§
2|MN]|
601
r=1
: 4
7 / °
. 60°
'Q M D o

M'N'=MN B~ 20

17
M Q=—MN
@ 25

Slika 8: Konstrukcija ugla od 20° sa greskom od 0.01%.

Kako je tan3 = tan20° ~ 0.363970234, v/3 ~ 1.732050808 i [MN| ~ 0.216207726 dobijamo da je
k ~ 0.681448523. Ako uzmemo sada da je k ~ 0.68 = % = % to bi znacilo da tetivu M N bez velikih teskoca
mozemo podijeliti na Arhimedov na¢in (dva nebazdarena trougla i Sestara) u omjeru 17 : 25. Izra¢unajmo

sada pogresku priblizne trisekcije ugla od 60°. Zamjenom k = 0.68 u (3) dobijamo da je

V3

tan 8 =
p 14+2v3+2 (0.68) (0.216207726)

~ 0.364 018147,
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odnosno
5~ 20.00242403°.

Ako uzmemo da je 8 & 20.002° pogreska iznosi + (125)" = =55 - 3600” = 7.2 ili u procentima 0.01% (iz
jednakosti 20.002° = 20° - (1 + 1%) dobijamo da je p = 0.01%).

Na Slici 8 prikazana je konstrukcija ugla od 20° sa pogreskom p = 0.01%.
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Zabavna matematika

(O O @ Oy O @ 0

Neka prostorija je obasjana sa 12 sijalica. Nakon nekog vremena tri sijalice su pregorijele, a dvije

A4

su ugasene. Koliko je sijalica ostalo u prostoriji?

Zadatak 1.

Zadatak 2. Pijetao dok stoji na jednoj nozi tezak je 2,5 kg. :f

v

Koliko ée kilograma biti tezak ako stane na obje noge? tf

de ;
0 rodendang jy,, otac ¢
o etVOI‘O

Xom AR BR BRA AR AB djece? Ljekar nam je propisao tri tablete
tSretan rodendan ti<
2 ”' = o PRI
wﬁave tri?
Zadatak 3. Zadatak 4.

Ciljna skupina: svi uzrasti



Qi imgjy a0 A0,

o
%0 <
= 5
;.
2 Sin =)
i "”T“W“m:,,s“ 8
E 2 1 =
— 9 10 4 L 2
= 16 ' 1213 44 15 -
o i 20 24 e
Z 23 24 25202723 22 %
Koliko mjeseci u godini ima 28 dana?
Zadatak 5.

Zadatak 7.

. Koliko je vremena cekala

CERsc s ER
X =
N
oyl =l y

a7es[e2 9qOSO 1I139))

d

su.autobus 3 sata
8qOSO qm .po E}{éAs

Zadatak 9.

41

Ako pijetao snese jaje u ogradi izmedu dva dvorista,

® L

kome pripada jaje?

Zadatak 6.
oo &
@ &
o o
o% sereny
g &
3 %

N majka ima troje djecers Se ,, ve ¢
S .
IS
<

Zadatak 8.
(e od ormary »
JC')\K,\
\©
0%
So
4

QO

=

IS
2

N

L

]

W

Zadatak 10.
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Djed Mraz i vilenjaci

Razni problemi sa kojima se susre¢emo, u svojoj suStini sadrze neke elemente matematike, oblasti
matematike ili u krajnjem slucaju neke elemente matematickog ili logickog zakljucivanja. Za rjeSavanje
takvih problema nije nuzno uvijek znati mnogo matematike, koliko je vazno matematicko-logicko
razmisljanje. Koli¢ina strogosti, koju mnogi nazivaju cjepidlacenje, a koju treba imati u takvim
situacijama, mora imati uzlazni karakter, to jest $to smo stroziji to smo sigurniji u konacno rjesenje.
I mastovitost, u smislu interpretacije problema, koriStenje adekvatne notacije u pristupu problemu,
razdvajanja problema na potprobleme, takode igraju znacajnu ulogu u rjesavanju istih.

Jedan od takvih problema imamo ispred nas. Zadatak je preuzet, uz male prilagodbe, iz MATHEON

Zadatak. 9 vilenjaka radi w radionici Djeda Mraza na razvoju novih ideja za darove. Svi su oni veliki
ljubitelji nogometa na ledu i ne Zele ispustiti vrhunsku utakmicu izmedu EFC Borusija ¢ EFC Hertha. Djed
Mraz je sve samo ne entuzijastican oko ideje da se vilenjaci puste malo prije Badnjaka kako bi mogli gledati
utakmicu. On, medutim, zna da zajednicka perspektiva mozZe pomoci motivirati ljude. Razdvojen izmedu
opcija, radije pustiti dosta vilenjaka da gledaju utakmicu, a time mange posla da se uradi ili radije ostaviti
mnoge da rade ali bez mnogo motiva za rad, on odlucuje dati sljedecu ponudu svojim zaposlenicima:
"Sutra éu svakome, od vas 9 staviti kape, koje su ili crno-Zute w bajama Borussije, ili plavo-bijele u bojama
Herthe. MoZete vidjeti Sesire svih drugih vilenjaka, ali ne i svoj. Odmah nakon s$to vam svima stavim vase
Sesire, svih vas devet morate mi reéi, w isto vrijeme, koje SeSire mislite da cete nositi. (Onikoji kazu tacan
odgovor mogu gledati utakmicu.”
Iste veceri, vilenjaci raspravljaju o prijedlogw,Djeda- BoZicnjaka.. Buduci da nakon stavljange Sesira nemaju
nikakvu mogucénestinterakcije, Zele unaprijed razmisliti o taktici. . Ali gledanje nogometa na ledu nije zabavno
ako ih dode samo mekoliko. Posljediéno,«vilemjaci traze taktiku koja ce im garantovatr da ce barem N od
njih moéi gledati utakmicu u svakom, slucéaju, i pri tome maksimizirati N > 0. Odnosno; oni traZe metodu
koja propisuje_svakom vilenjaku koju bojiu kape ée reéi (moguce ovisno .o kapamea ostalih), tako da za svaki
raspored kapa‘nagmanje N vilenjoka ima tacan, odgovor, gdje N treba biti Sto weci.
Vilenjak Pep, stari strateg, dolazi na ideju da pita Djeda Mraza moZe li on sutradan prvi, prije svih, pogadati
koju kapu nosi. U ovom sluc¢aju, vilenjaci takoder raspravijaju o planu koji jaméi da ée ovaj put M vilenjaka
moci gledati utakmicu, gdje bi M opet trebalo maksimizirati. Nista ne sluteci, Djed Mraz sljedeceg jutra
prihvaca Pepov prijedlog, pa mu omogucava da moze pred svima reéi koju kapu misli da bi mogao nositi, ali
tada preostalih osam mora istodobno dati svoje misljenje . Koliko Ce jos wvilenjaka sada sigurno iéi gledati
utakmicu (odnosno, koliko je M — N )?

Dodatni zadatak: Sto bi bili N i M da (prebrogivo) beskonacéno mnogo vilenjaka radi u ovoj radionici?

Za nagradni zadatak iz prethodnog broja EVOLVENTE nismo dobili niti jedno rjesenje, tako
da i taj zadatak jos uvijek vrijedi kao nagradni.

Ciljna skupina: svi uzrasti
Rjesenje zadatka dostaviti najkasnije do 01.03.2023. godine, putem e-maila ili na adresu ¢asopisa (postom)
Prvo pristiglo, ta¢no i potpuno rjesenje bit ¢e nagradeno novéanom nagradom od 50 KM.
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