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Uvodna ryec

Udruzenje matematicara Tuzlanskog kantona (UM TK) u 2018. godini je
pokrenulo stru¢no-metodicki ¢asopis EVOLVENTA (JAMTK). Ime ¢asopisa
potje¢e od imena poznate krive u matematici (kriva koja tangente neke date
krive sijete pod pravim uglom naziva se evolventom te krive, vidjeti web
stranicu https://en.wikipedia.org/wiki/Involute).

Casopis FEvolventa je namijenjen ucenicima i nastavnicima osnovnih i
srednjih skola, te studentima prvog i drugog ciklusa studija. Sadrzi strucne
radove iz matematike, informatike i metodike nastave matematike i
informatike, ali i teme iz drugih podrucja ako su na neki na ¢in povezane s
osnovnim profilom ¢asopisa. Takoder sadrzi stalnu rubriku Kutek za zadatke,
namijenjenu ucenicima osnovnih i srednjih skola. U okviru ove rubrike stalno
su prisutni sadrzaji zabavna matematika i nagradni zadatak, a povremeno se
mogu pojavljivati i drugi sadrzaji poput zadataka sa zajednickih maturskih
ispita, odnosno zadataka s kvalifikacionih ispita na fakultetima Univerziteta u
Tuzli i sl. Za prvo pristiglo, potpuno tac¢no, rjeSenje nagradnog zadatka
predvidena je adekvatna nagrada.

Casopis Evolventa iskljucivo je finansiran sredstvima donatora, sponzora i
sredstvima Udruzenja matematicara TK i dostupan je jedino u online formi na
web stranici UM TK: www.evolventa.ba. U 2019. godini, kao i u 2020. godini,
casopis ima samo po jedno izdanje. Razlog tome je $to smo cekali registraciju
casopisa u NUB BiH i dodjelu ISSN broja, a s§to je pozitivno rijeSeno u
septembru 2020. godine. Ubuduée planiramo da ¢e ¢asopis imati minimalno
dva izdanja godisnje.

Pozivamo citatelje, a posebno nastavnike, ucenike, studente i clanove
Udruzenja matematicara TK da Salju svoje radove za objavljivanje u ¢asopisu
Evolventa. Pri tome se treba strogo drzati uputa sadrzanih na web stranici
UM TK.

Urednicki odbor casopisa i Predsjednistvo UM TK se posebno zahvaljuju
kolegicama i kolegama, nastavnicima i asistentima, s Odsjeka matematika
Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta u Tuzli za veliku podrsku u
objavljivanju ¢asopisa Evolventa.

U Tuzli, decembar 2022. godine

Urednistvo
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Kompleksni brojevi i trigonometrijske jednakosti

Mehmed Nurkanovié

Prirodno-matematicki fakultet Univerziteta v Tuzli, Tuzla

Sazetak: Cesto se na takmicenjima iz matematike ucenika srednjih skola, kao i na ispitima kod studenata
na fakultetima, pojavljuju problemi iz trigonometrije (posebno problemi dokazivanja raznih trigonome-
trijskih jednakosti ili nejednakosti) koji znaju biti izazovni i za najbolje medu njima. U ovom radu ¢e
biti demonstrirana upotreba kompleksnih brojeva u trigonometriji pri dobijanju nekih vrlo specifiénih
jednakosti, koriste¢i osobine n-tog korijena jedinice, binomnu formulu, geometrijski niz ili neku drugu
ideju.

1. Uvod

Nekada trigonometrijski problemi mogu zadavati poprili¢nu glavobolju studentima na ispitima kao i u¢enicima
koji se spremaju za takmicenja. Koristiti iskljucivo trigonometrijski ili opéenito geometrijski metod u njiho-
vom rjesavanju zna biti ¢esto vrlo komplicirano i naizgled nemoguca misija. Budué¢i da kompleksni brojevi
mogu biti predstavljeni na tri razli¢ita na¢ina, od kojih je jedan u trigonometrijskom obliku (ostala dva su:
algebarski i Eulerov), to se namece ideja o moguénosti primjene kompleksnih brojeva u rjesavanju takvih
problema. Problemi dokazivanja nekih trigonometrijskih jednakosti mogu biti rijeSeni ponekad upotrebom
potpune matematicke indukcije. Medutim, ukoliko je problem oblika da se izra¢una neka suma ili proizvod
nekih trigonometrijskih funkcija, onda to poprima znatno veéu tezinu. Ideja ovog rada je da ilustriramo
primjenu kompleksnih brojeva s nekoliko zanimljivih primjera dobijanja nekih trigonometrijskih jednakosti.
No, prije toga podsjetimo se nekih baznih ¢injenica o kompleksnim brojevima. Prije svega, kako je veé
rec¢eno, kompleksan broj mozemo predstaviti u sljede¢im oblicima:

a) algebarskom

z =a+ b,
b) trigonometrijskom
z =|z| (cosp +isingp)

i
¢) Eulerovom

2=z e, (1)

Ciljna skupina: srednja $kola, fakultet

Kljuéne rijecdi: kompleksan broj, n-ti korijen jedinice, binomna formula, geometrijski niz, Moivreova formula
Kategorizacija: Strucno-istrazivacki rad

Rad preuzet: decembar, 2022.
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pri ¢emu je: a = Re{z}, b=1Im{z}, |2| = Va?® + b2 i ¢ je ugao koji se dobije iz jednakosti

cos p = sinp =

|2’ K
Vazno je istaknuti jos i sljedece:
it =1, =g = 1 M = ) keN (2)

I

i da vrijedi tzv. Moivreova formula

(cos + isin )" = cosny + i sin nep. (3)

2. Primjena n-tog korijena jedinice

U mnogim problemima iz trigonometrije moguce je primijeniti metod kompleksnih brojeva u sluc¢aju koristenja
osobina n-tog korijena jedinice (n je prirodan broj). Prisjetimo se tog fenomena. Naime,

2kT ;

21l =0¢= "= (kel) =z =en 't (k=1,2,..,n).

Znamo da algebarska jednadzba n-tog stepena ima n rjeSenja u skupu kompleksnih brojeva, racunajuéi pri
tome i vigestrukost pojedinih rjesenja (osnovni teorem algebre). Tako se brojevi zi, k = 1,2,...,n, zovu
n-tim korijenima jedinice. Oni geometrijski predstavljaju vrhove pravilnog n-tougla koji su rasporedeni na
jedini¢noj kruznici (s centrom u koordinatnom pocetku) u kompleksnoj ravni.

Uzmemo li specijalno n = 5, imamo jednadzbu

2 —1=0, (4)

za koju znamo da su joj rjeSenja 5-i korijeni jedinice: 1, 627”, 647”, e%i, eS8 druge strane, jednadzbu (4)
mozemo rijesiti i na drugi nacin i tako njena rjesenja dobiti u algebarskom obliku, koja ¢emo moéi uporediti
s ve¢ dobijenim oblicima rjesenja u Eulerovom, odnosno trigonometrijskom obliku. Naime,

P —1=0=(z2-1) "+ +22+2+1) =0,
odakle se dobije z; =11
z4+z3+22+z+1:0,

2. svede na ekvivalentnu jednadzbu

Sto je simetri¢na jednadzba koja se, dijeljenjem s z
1 1
P+ S +z+-+1=0.
z z

Uvodenjem smjene w = z + % posljednja jednadzba prelazi u jednadzbu oblika

w4+ w—1=0,

¢ija su rjeSenja wi o = %‘/‘%, te nakon vrac¢anja smjene dobijemo
VE—1 10+ 2V5
29 = +1 5
4 4
VE+1  \/10-2V5
Z3 = — 1 +1 1 )
B VE+1 Z,\/10 —2v5
4 = — - )
4 4

_VB-1 0 V10425

Z5 = 4 (3 4
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Gledajudi polozaj ovih rjesenja u kompleksnoj ravni, zakljuéujemo da vrijedi
i = cos 21 + i si
2o = e€e5 " = —_— 781 —
2 5 5 )
am; 47 . A4«
Z3=e€5 :cosg—l—zsm—,

(. 67l' -
Zg=e€5 :cosg—l—zsm—,

5
8 ; 8Tt .. 8w
25 = €5 =C0S— +1sIn—.
5 5

Uporedivanjem svakog od dobijenih rjesenja u njegovom algebarskom i njegovom trigonometrijskom obliku,
dobijemo

2r  V6—1 2 10+2V5

cos?— YR bm?_ 1 )
(:054—7T——\/5+1 sin4—7r—71072\/5
5 4 5 4 '

Odavde se mogu sada dobiti vrijednosti tangensa ovih uglova, $to nam predstavlja rjesenje problema nave-
denog u [3], Zad. 797. Naime, tako imamo

2 10+ 2v5 10+2f 10+2v5 6+2V5
Y \ VE-1)? \/ —2v6 6+2V5 5+2v5
10—2[ 10—2\/ 6—2v5
(V5 +1)° 6+2v5 6-2V5 Po2Vh

A7 10—2\/5
5 s+l

Naravno, koristenjem adicionih teorema i formula za poloviéne uglove, jednostavno se dobije i da su

tanf \/5—2v5, tdn—* \/5 + 2v/5.

Citaocu preporuc¢ujemo da do ovih rezultata dode i geometrijskim putem (vidjeti geometrijski na¢in rjeSavanja
sli¢cnog problema u [2], V Nagin).

Time smo pokazali kako se moze uspjesno pristupiti rjeSavanju problema u obliku Zad. 797 [3], kao i njemu
slicnih problema, koristeé¢i upravo kompleksne brojeve i osobine n-tog korijena jedinice.

Sada se, naravno, mogu izvesti i drugi rezultati slicno prethodnom razmatranju. Naime, veé¢ smo vidjeli da
vrijedi

; 2kmi
P —1=0<c=a" =" =g, =¢75, k=1,2,3,4,5,

gdje je x5 = 11 || = 1. S druge strane je

P —1l=(z—-1)(z—z1)(z—z2) (z —23) (x — z4). (5)
Kako je
8mi 8t .. 8« 2r .. 2w C2mi
Ty=€5 =Cos— +1sin— =cos— —isin— =€~ 5 =1

5 ) 5 )
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i analogno i 23 = Tg, zamjenom u (5) dobijemo zanimljivu vezu

[

z° — )(x—2x1) (& — 1) (x — x2) (x — Ta)
[m2 (r1+T1)z+ mlml] [a:Q — (g +T2)x + ngg]

|:£L’2 —2Re{z1}x + |71 } [362 —2Re {22} + |362|2]

4
(x—1) (x2—2cos—x+1) (I2—2COS§$+1>.

Dakle,
2’ —1=(z—1) (2% —2zcos72° + 1) (2* — 2z cos 144° + 1) . (6)

Dokazati jednakost (6) se javlja kao problem u obliku Zad. 826 [3].

Posljednji se rezultat moze i popciti za proizvoljan prirodni broj n. Razmatranja se razlikuju za parne i
neparne n. Prvo, razmotrimo slucaj neparnog stepena

x2n+1 2n+1 — 62k7rz

—1=0<=uz ey =eniil k=1,2,..,2n+1,
gdje je xopt1 = 11 |xg| = 1. S druge strane je, zbog xon 41k = Ty,

2n n
;L'2n+1—].:(.1'—1) (:L'—l'k x—l H (E—{L‘k .Z—f]g)

=(x-1) ﬁ (2% — (z), + i) 2 + 24T |

k=1
=(z—1) H [.7:2 — 2Re{zi}x + \mk|2] ,
k=1
odnosno
2k
g2l _ (x—1) H (x — 2z cos an:l +1). (7)

U slucaju parnog stepena, imamo

" 1=0<= 2" =" = gy, = e%}%i, k=1,2,...,2n,
gdje je ,, = —1, xap, = 11 |ag| = 1. Medutim, zbog x2,,— = Tk, bit ée
— 2n—1
xQ"—lz(m—xn (x — x2n H T — k) H (x — xx)
k=1 k=n+1
n—1
= (x2 — 1) (x — zk) (r — T2n—k)
k=1
n—1
= (1:2—1) H(x—xk)(x—xk)
k=1
n—1



M. Nurkanovié / EVOLVENTA (JAMTK) 5 (2) (2022) 6

odnosno

1= (2% 1) H(xQ—Qxcos]%T—&—l). (8)

Sli¢no se dobije da je

2n+1 _ - 2 (2k+ 1)
z +1—(x+1)kl;[1<x 2weos ~5 == +1 (9)
i
= 2k+1)m
2n —92 ( 1) . 1
1;[(:10 @ o8 — —— + (10)

Problem dokazivanja jednakosti (7), (8), i (10) javlja se u npr. [3] u obliku Zad. 829, 827 i 828, respektivno.
Primijetimo sada da mozemo iz ovih jednakosti dobiti vrlo zanimljive veze. Kako je, s jedne strane,
" —1= (m2 — 1) (x2”’2 +a Tt 2t 4 1) ,
a s druge, kako smo ve¢ vidjeli,
n—1 kn
n 1= 2 2 e
(x 1) H (x 2x cos . + 1) ,
k=1
imamo da je
n—1 kr
2n—2 2n—4 2 2
1= -2 —+1]). 11
x +x + ..tz + kl:[l<x xcosn—|—> (11)

Uzimajuéi da je x = 1 u posljednjoj jednakosti, dobija se

n*H2<lfcos—) H4sm *4"1Hsm

odakle je
2
(n—l . k’ﬂ') n
sin— | =——,
pie 2n 4
odnosno
T .2t . (n—1nm vn

sing—sino...sin 0~ = o 5, 0 > 1, (12)
¢ime smo upravo demonstrirali i rjeSenje problema datog kao Zad. 830, 1° [3].
Analogno, uzimajuéi da je x = —1 u (11), dobije se

2 —1
cos%cos%...cos% = Q\n/_ﬁl, n> 1. (13)

Takoder, na analogan nacin se iz jednakosti (7) dobiju sljedeée formule

2 -1 V2 1
sin —sin ——" ...sin(n )ﬂ’: nt , neN (14)
2n+1 2n+1 2n+1 2n

T 2 (n—1)7 1
5 5 ... COS = — N. 15
€08 o ] €08 o7 COS > M E (15)
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3. Primjena binomne formule

Koristeéi binomnu formulu i kompleksne brojeve moguce je do¢i do vrlo zanimljivih jednakosti (a koje se ¢esto
pojavljuju u literaturi kao problemi za rjeSavanje, te kao problemi na raznim takmicenjima iz matematike
ili ispitima na fakultetima).

Tako, na primjer, imamo

o= ()= ()= e () ()= (D ()
(6« ()= G- G () ()

gdje smo koristili (2) i binomnu formulu.

Koristeéi sada Moivreovu formulu i ¢injenicu da je

1+i:\@<cos§+ising),

dobijamo

(1+4)" =20 (cos %ﬁ + isin%r) :

te vrijedi

(5)- () (3) - et i) = Ve o
()-()+ () --mmisom=vraty an

Problemi dokazivanja jednakosti (16) i (17) mogu se, na primjer, naéi u [3] kao Zad. 795.
Krenemo li sada od jednakosti

(cosx +isinx)” = Z (Z) cos™ F x (isin x)k

k=0

n n _ . ofn _ . g _ .
= cos"x +1 cos" ! xsinz + 2 cos" 2 zsin®x + i° cos" 3 zsin® x
0 1 2 3
3 n _ . . n _ . . n .
+z4<4) cos” 4ms1n4x+z5(5> cos” 5ﬂcsm5w+...+z”( )sm"ﬂc
n

n n _ . n _ . n _ .
= <O> cos"m+z<1> cos" trsinz — (2> cos” 2xsm2x—z<3> cos" 3 zsin® z

+ <Z> cos" *zsintx +1i (g) cos" P rsin®x + ... + 4" <n> sin” z
n

= cosnz + isinnz,
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odakle je
. n n—k .. k
cosnz = Re <k) cos" "z (isinx) }
k=0

— (" cos x — n cos" 2 zsin®z + " cos" Yrsintz— ...,
0 2 4

n
sinnz = Im Z (Z) cos" (i sinx)k}

k=0

n . n P n 5 .
= (1) cos" lrsinz — (3) cos" 3 zsin®z + (5> cos" P xsin®z— ...,

dobijemo sljedecu jednakost

n . n _ . n _ .5
. cos" txsinx — cos" 3 rsin®x + cos" P rsin®z — ...
sin nx 1 3 5

cos nx n n 9 2 n P
0 cos™ x — 9 cos" "4 xsin” x + 4 cos"T*xrsin” T — ...

Nakon dijeljenja i brojnika i nazivnika posljednjeg razlomka s cos™ z, slijedi vrlo zanimljiva jednakost

" tanx — n tand z + " tan® z—
1 3 5
1-— (Z) tan? z + <Z> tan*z — ...

¢ije se dokazivanje pojavljuje kao problem u obliku Zad. 800 [3].

tannx =

tannx =

4. Primjena geometrijskog niza

U ovoj sekciji éemo, koristeéi se geometrijskim nizom i kompleksnim brojevima, doéi do jos nekih vrlo
zanimljivih trigonometrijskih jednakosti, kao sto slijedi.
Kombiniranjem Eulerovog i trigonometrijskog oblika komopleksnog broja, imamo

oA n+1 oA n+1 .

ix iz 2 ix\" (aezm) -1 _ (aem) -1 . ae”"" —1
1+ ae™ + (a’e ) + ot (ae ) - aett — 1 - aett — 1 ae— T — 1
n+26inz _ ae—iw _ an+16i(n+1)z + 1

a

a? —ae®™ —ae=® + 1
a2 cosnx —acosz —a"tlcos(n+ 1)z +1

a? —2acosx +1

N a"P?sinnz +asinz —asin(n+ 1)z
i .

a? —2acosx +1

odakle je

Re {1 + ae'® + (ae“”)2 +..+ (ae“”)n} =1+acosz +a?cos2z + ... + a” cosnx

a"t2cosnx —acosx —a"tlcos(n+ 1)z +1

Re{l—l—aeiz—l—(aeiz)2+...+(aeiz)n} = a2 — 2acosz + 1
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pa je

an+2

9 n cosnz —acosx —a"teos(n+1)x+ 1
1+ acosx+a“cos2x + ... +a" cosnr = .
a? —2acosz + 1

Sli¢no se dobije da je
Im {1 + ae'® + (aem)2 + ...+ (ae”)n} =asinz + a®sin2z + ... + a" sinnz
a"*2sinnz +asinz — a™*lsin(n 4+ 1w

Im{l—&-ae”—k (aem)2+~-~+ (aeiw)n} = a? —2acosx + 1 ’

odakle slijedi

a"t?sinnz + asinz — a™*lsin(n 4+ 1)z

asinz + a?sin2z + ... + a" sinnzx = 5
a’® —2acosx + 1

Uzimajuéi, specijalno, a = 1, iz gornjih jednakosti slijede sljedeée jednakosti (v.npr. [3], Zad. 798):

sinnx +sinz —sin(n+ 1) x

sinz +sin2x + ... + sinnz =

2 —2cosx
. n+1)z —1a . Da D
2sin ("'; )Z 0o (2 3 ) _ 9gin ("g )Z cos ("'; )z
= 5
4 sin 5
o (ntl)z  (n—Dz (D)= . 1 o
S+ COs CO8 3 sin w - 2sin £ sin %*
- 2z - 2 ’
2 sin 5 2sin 3
odnosno
. . 1
) ) ) sin % sin #
sinz +sin2x + ... + sinnz = —
sin §

(2n+1)z

. . )
cosnz —cos(n+1)x+1—cosx  2singsin 5~ + 2sin

(19)

(21)

z
2

1+ cosx + cos2x + ... + cosnxr = =

2—2cosz 4sin2%
. 2 1 .
sin W +sin §
_ - ’
2sin 5
odnosno
. 1
sin w cos F
1+ cosx + cos2x + ... + cosnxr = —
sin §
i
1 .
cos % sin %
cosx + cos2x + ... + cosnr = —
sin
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Slicnim postupkom mozemo dobiti jo§ neke zanimljive trigonometrijsle jednakosti. Kako je

2(n+1)a __ 2(n+1)a __ —i200
1 4 ef20 4 gider | +ei2na_e( ) 1_6( ) L e 1
- ei2a _ 1 - ei2a _ 1 e—2a _ ]
ei2na _ o—i2a _ ei2(n+1)a 41

9 _ ei20 _ p—i2c
cos2na —cos2a —cos2 (n+1)a+1
2 —2cos2a
_sin2na +sin2a —sin2 (n+ 1) a

)

2 — 2cos2a
imamo
1+ cos2« + cosda + ... + cos 2na = Re {1 42 pette 4 eiQ"O‘}

cos2na —cos2(n+1)a+1— cos2a

B 4sin? o
2sin (2n + 1) asina + 2sin® o
4sin® o
sin (2n+ 1) o + sina
2sin '

odnosno

i 1
1+ cos2a + cosda + ... + cos2na = sm(n—}—. )acosnoz.
sin av

Lijevu stranu jednakosti (24) moZemo pisati u obliku

1+ cos2a + cosda + ... + cos2na = (1 4 cos 2a) + (1 + cosda) + ... + (1 + cos 2na) — (n — 1)

= 2(cos? a 4 cos® 2a + ... cos> na) — (n — 1),

odakle je

1
cos? o + cos® 20 + ... cos® nav = g + 3 (cos 2a + cosda + ... + cos 2na) .

Iz (25) i (24) slijedi

n—1 sin(n+1)acosna

cos® a + cos? 2a + ... cos’ na = "
2 2sin o

Analogno se dobije i sljede¢a jednakost

n+1 sin(n+1)acosna
sin? o + sin” 2 + ... sin® nav = 1 (n+ ) ,
2 2sin «
jer je
2 n+1

1
— —(1+ cos2a + cosda + ... + cos 2na).

sin? o + sin® 2a + ... sin’ na = > 5

10

(24)

Izracunavanje suma na lijevim stranama jednakosti (26) i (27) dati su kao problemi u Zad. 804, 1° i 2° [3].

Podimo sada od izraza

el 4 (T) 20 4 <721> eide 4 <n7z 1) eina 4 pilntl)a _ i (Z) eilkta

k=0
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Odavde je

Re {eia (eia+1)"} — Re eia+ n ei2a+ n 6i3a—|—...+ n eina_'_ei(nJrl)a
1 2 n—1

=cosa+ <T> cos 2o + (n) cos3a + ... + ( " 1> cosna+cos(n+1)a. (28)
n—

[\]

No, kako je (koristenjem Moivreove formule (3))
e’ (€ +1)" = (cosa +isina) (cosa + 1 +isina)”

n
= (cosa + isina) (2 cos® & 4 i2sin < cos g)
2 2 2
« - oL "
= 2"cos" — (cosa +isina) (cos 5 + isin 5)

_on.n& . no ., na
= 2" cos —(cosa—|—251n0z) cos — + isin —

2 2 2
n Q0 ( na)
— (cos acos — —sinasin —
2 2
e no
+ 42" cos™ 3 (cosasm — 4 sin a.cos 7)
2) « 2
= 2" cos" % cos % + 32" cos™ % sin w,
slijedi
(n+2)a

Re {eia (em + 1)"} =2"cos" % cos —
sto zajedno s (28) daje
2
cosa+ ) cos2a+ () cosBat ..+ COSTLO&+COS(TL+1)O&=QnCOSngCOSM. (29)
1 2 n—1 2 2
Primijetimo da se odavde moze izvuci zakljucak i da je
2
sina + (T) sin 2a + (Z) sin3a + ... + ( " 1) sinna +sin (n + 1) o = 2" cos” % sin W' (30)
n—

Takoder i izracunavanje suma na lijevim stranama u (26) i (27) dati su kao problemi u Zad. 804, 3° i 4° [3].

Do jos nekih trigonometrijskih jednakosti mozemo doéi koristeci sljede¢u sumu
(ei(n-‘rl)a _ 1) e (ei(n+1)a _ 1) . 67%1

et —1 et —1 ez

cilet(n+3)a) _ i(z—%)

eicc + ei(:L‘+a) I ei(z+na) _ eiw

24 sin %
sm(:ch (n+ 1)@) fsm(xf %)
2sin %
si ("'gl)“ no
= — os |z + 7)
sin 5 2
s ("';1)“ na
+1 -~ sSin (;1: + —)
S 5 2
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Kako je, s jedne strane,
Re {e” it ¢y ei(z+"a)} = cosx + cos (z + ) + ... + cos (z + na) ,
Im {e” 4@t 44 ei(z+”a)} =sinz + sin (z + ) + ... + sin (z + na) ,

a s druge strane,

R T i(z+a) i(z+na) | _ sin (n+21)a 5 no
eqe” +e +...+e = ———cos T+ s
sin & 2
- (n+Da
. . . sSm ——5——
Im {ezz + ez(z+a) I ez(z+na)} _ . i sin (.73 4 TLO[) :
sin 5 2

2

zakljucujemo da vrijede sljedeée jednakosti [4]:

gin {ntDe no
cosx + cos (z + a) + ... + cos (z + na) = 2 cos (x—&——) (31)
sin @
2
i
o (n+)a
sin 2
sina + sin (z + @) + ... +sin (z + na) = ——2—sin (x—i—%) . (32)
sin £

2

5. Druge ideje

Sada ¢emo demonstrirati koristenje ideje rjesavanja neke pomoéne jednadzbe kako bismo dobili neku vrlo
zanimljivu trigonometrijsku jednakost. Kao prvo, razmotrimo sljedeéu jednadzbu po z (v. [1])

(z+1)" = 2ot
Oznacimo njena rjesenja sa 2z, k =0,1,...,n — 1. Tada je

2p = e . (33)
Jasno je da vrijedi

(Z + l)n _ 2o (Z _ ZO) (z — 21) (Z — anl)y

odakle, specijalno uzimajuéi z = 0, slijedi
n—1
(_1)11 H 2 = 1— e?naz' (34)
k=0
S druge strane, prema (33), imamo

:EIOZk = nl:[ (62(a+’%’7)i _ 1) . e—(a+’€)z — H platEr)i [e(‘)““k?’,r)i B e—(a+’i—j’)z}

e

S =
Il
= o

Yy k
H e(o"”'kTv)Z - 248in (a + rn
n

k=0

N———
I
o
=
3
X
El 3
Il |
o —
=,
=}
N
o
Jr
ol
=3
N———
~_—
@
b
Eal
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gdje je
Ak:n—l<a+kﬂ>i: <no¢+ﬂ§k>i: (na+i.w)i
= n n e~ n 2
n—1)m\ .
= (noz—l—%)z.
Dakle,

n—1 ne1
k n— s .
H Zp = (21)" (H sin <a + 7T)> e("aJr%)z.
n
k=0 k=0
1z jednakosti (34) i (35) dobijamo

s | & — = : - = AN n—1)m .
=0 n (2’&)” e(na+ (n—zl)ﬂ- )1 e—nai (22) e( 21) i

(=1)" —2isin(na) _ (=1)" —2isin(na)
(20)" (e%i>"_1 (29)" gl

= sin na.
2n—1

Dakle, vrijedi jednakost

. . T . (n—1)m sin na
sSin (v SIn (a—l——) ...8in | a4+
n

T 9n-17
cije se dokazivanje zahtijeva kao problem i u Zad. 806 [3].

Promatrajmo sada sljede¢u jednadzbu po z
N = €2nm’ (Z _ 22-)71 ,

za Cija rjesenja zp, k =0,1,...,n — 1, vrijedi

Zk 2noit2kmi

s "

I

Zk — 21
odnosno

(1 — 62(O‘+%{)i) 2K = —2i@2(a+%)i,

Odavde slijedi

62((1-&-"7,—:')1' o (atEr)i N olottr)i
-2

1— 2(atiz)i —(a+kr)i - e—(a+iz)i _ (attz)i

,cos(a+ki)+isin(a+ki) < k7r> .
—2i 7 - Lo =cot|la+— |+
f2zsm(a+§) n

ZE = —21

13

(35)

(36)

(37)

(38)

n—1
Uocimo da je suma korijena jednadzbe (37), > zj, prema Vietéovim formulama, jednaka koeficijentu sa

k=0
suprotnim predznakom koji stoji uz 2" !

uz z" jednak 1. Kako je

2ni62nai

(37) <~ (1 — €2nai) Zn + 2ni€2naizn_1 + e = O < Zn + m

u tzv. normiranom obliku jednadzbe, to jest kada je koeficijent
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prema tome, imamo

n—1 . : . : _ . . .
2’”262”&1 27”62710(1 e~ nai Inie™t
k=T 1— 62no¢i - 1— eQnai ’ e—inai - 76—71041' _ enoci
k=0

2ni (cos na + i sin na)

—2isinno = n(cotna +1). (39)

S druge strane je, koristedi (38),

n—1 n—1
km
= t — i 4
E 2k E co (a+n)+nz (40)

k=0 k=0

Poredenjem jednakosti (39) i (40), dobijemo jos jednu zanimljivu trigonometrijsku jednakost
T (n—1)=w
cot a + cot (oz—|—f> +...+cot |+ —— | =ncotng, (41)
n n

¢ije se dokazivanje zahtijeva u Zad. 805 [3].

Primjedba 5.1. Iz prethodno dobijenih trigonometrijskih jednakosti vidi se da se neke od njih mogu dokazati
1 bez upotrebe kompleksnih brojeva. Medutim, ako bi se umjesto njthovog dokazivanja razmatrao problem
izracunavanja izraza na njihovoj lijevoj strani, tesko da bi se to moglo uciniti bez upotrebe kompleksnih
brojeva, upravo kako smo to i demonstrirali u ovom radu.
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Karamatine nejednakosti

Risto Maléeski!, Samoil Maléeski?

1 Skopje, Sjeverna Makedonija
2 Medunarodni slavjanski univerzitet, Sv. Nikole, Sjeverna Makedonija

Sazetak: U radu se razmatraju Karamatine nejednakosti koje su neposredne posljedice Jensenove ne-
jednakosti. Zatim je pomocu tih nejednakosti dokazan veéi broj nejednakosti koje su zadavane na mate-
matickim takmicenjima.

1. Uvod

pa je njihovo detaljno proucavanje neophodno. Veéina ucenika, uCesnika matematikickih takmicenja, je
upoznata s nejednakostima izmedu sredina, Nesbittovom nejednakoscu, nejednakostima preraspodjele, Jen-
senovom nejednakoscéu i nizom drugih nejednakosti. Jedna od manje poznatih nejednakosti je Karamatina
nejednakost, koja se u literaturi ¢esto povezuje s imenima poznatijih matematicara, medu kojima su Schur,
Hardy, Littlewood, Pojaa i Weyl, a moze se naéi i kao nejednakost za majorizaciju.

2. Konveksne funkcije. Jensenova nejednakost

Definicija 2.1. Za funkciju f reéi éemo da je konveksna na intervalu (a,b) ako za bilo koje x1, x4 € (a,b)
i za svako a € [0, 1] vrijedi nejednakost

flazi+ (1 —a)z) < af (z1) + (1 —a) f (22).
Za funkciju [ kaZemo da je konkavna na (a,b) ako je funkcija —f konveksna na (a,b).

Definicija 2.2. Funkciju f nazivamo strogo konveksnom na (a,b) ako za bilo koje x1,x2 € (a,b), x1 # 9
i za svako a € (0,1) vrijedi nejednakost

flari+ (1 —a)zs) <af (z1)+ (1 —a) f(x2).
Funkciju f nazivamo strogo konkavnom na (a,b) ako je funkcija —f strogo konveksna na (a,b).
Primjer 2.3. [/] Funkcija f (z) = 22 je strogo konveksna na intervalu (—oo, +00). Zaista, ako je x1,To €
(—o00,400), T1 # x2 i a € (0,1), tada vrijedi

(axy 4+ (1 —a)22)? = a?2? +2a (1 — @) w22 + (1 — a)? 22

<a®2i+a(l—a) (2] +23) + (1 —a)’ad =02 + (1 —a)a?,

§to znadi da je funkcija f (x) = 22 strogo konveksna na (—oo, +00).

Ciljna skupina: srednja $kola, fakultet

Kljuéne rijeci: konveksna funkcija, Jensenova nejednakost, Karamatina nejednakost
Kategorizacija: Strucéno-istrazivacki rad

Rad preuzet: decembar, 2022.
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Primjedba 2.4. Prethodni primjer pokazuje da je postupak neposredne provjere konveksnosti prilicno sloZen
¢ak i za najjednostavnije funkcije. Postavlja se pitanje postoji li jednostavniji nacin za provjeru konveksnosti
funkcije, pomocu npr. neprekidnosti, diferencijabilnosti i slicno. U nastavku éemo se detaljnije zadrzZati na
prethodnim pitanjima, ali cemo prvo razmotriti nekoliko osnovnih svojstava konveksnih funkcija. Pretpostavit
éemo da je citatelj upoznat s neprekidnoséu i diferencijabilnoséu realnih funkcija definiranih na intervalu
(otvorenom ili zatvorenom,).

Lema 2.5. [/] Konveksna funkcija [ : (a,b) — R, f # const ne dostiZe svoj maksimum ni u jednoj tacki
zo € (a,b).

Dokaz: Pretpostavimo suprotno tvrdnji leme, to jest da funkcija f dostize svoju maksimalnu vrijednost u
bar jednoj tacki zop € (a,b). Bududéi da je f # const, postoji interval (z1,z2) C (a,b) tako da je zg € (x1,z2)
a na jednom od njegovih krajeva vrijednost funkcije je strogo manja od njezine vrijednosti u tacki xy. Neka
je, na primjer, f(x1) < f(xo), f(z2) < f(x0). Zbog toga, buduéi da je zg € (x1,x2), postoji a € (0,1)
takav da je zp = axy + (1 — o) x2. Ako posljednje dvije nejednakosti pomnozimo redom s o i 1 — a, te ih
nakon toga saberemo, dobit ¢emo

af(z1) + (1 —a) f(z2) < f(z0) = f(az1 + (1 — a)z2),
§to je u protivrjecnosti s konveksnoséu funkcije f. O

Posljedica 2.6. Konkavna funkcija f : (a,b) — R, f # const ne dostiZe svoj minimum ni u jednoj tacki
zo € (a,b).

Dokaz: Neposredno slijedi iz Leme 2.5 i Definicije 2.1. O

Teorem 2.7. [}] Ako je funkcija f : (a,b) — R konveksna (konkavna) i ogranicena na (a,b), tada je ona
neprekidna na (a,b).

Dokaz: Razmatrat ¢emo slucaj kad je funkcija f konveksna. Analogno se izvodi dokaz i u sluc¢aju konkav-
nosti. Posto je f ograniGena na (a,b), postoji konstanta M > 0 takva da je |f (z)| < M za sve x € (a,b).
Neka su zg € (a,b) i h > 0 tako da je xg £ h € (a,b). Iz osobine konveksnosti funkcije f slijedi nejednakost

2f (wo) < f(wo —h) + f(x0 + h),

Sto je ekvivalentno s nejednakoscu

f(@o) = f (2o = h) < f(xo+h) = f(20). (1)
Ako je zg £ (k+ 1) h € (a,b) za k = 1,2,...,n — 1, tada iz nejednakosti (1) dobijamo sistem nejednakosti
f@o—kh) = f(zo — (k+1)h) < fzo+h) = f(x0) < f(zo+ (k+1)h) — f(x0 + kh) (2)

za k =0,1,..,n — 1. Sabiranjem svih nejednakosti iz (2), dobijamo nejednakosti

odakle se, zbog ogranicenosti funkcije f, dobije da vrijedi

1 o+ h) — F ()] < 20 )

Neka je zadano € > 0. Uzmimo da je

n = {%J +1 i 6:min{7b7$0,7xoia}.
€ n

n

Konaéno, iz (3) slijedi da za ovako odabrano ¢ > 0 vrijedi |f (x) — f (z0)] < &, ¢im je |z — x| < d, to jest
funkcija f je neprekidna u proizvoljnoj tacki 2 € (a,b). O
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Teorem 2.8. [3] Funkcija f : (a,b) — R je konveksna (strogo konveksna) ako i samo ako za svaku tacku
zo € (a,b) funkcija
x)— f(x
g(z) = M7 z € (a,b)\ {zo}

r — X
monotono raste (strogo monotono raste) na (a,b).

Dokaz: Razmatrat ¢emo samo slucaj stroge konveksnosti. Neka je a < xp < 21 <2 <bi

To — I 1 aiiL’l—ZL’Q

o= s .
Ty — T T2 — Zo

Tadajea € (0,1)ix; = axo+(1 — o) x2. Sada tvrdnja za ovaj slu¢aj proizilazi iz sljedeéeg niza ekvivalentnih
nejednakosti

floxg+ (1 —a)x) < af (x0) + (1 — ) f(x2)

To — I
g mof(l’o) + o, xof(@)

= (22 — w0) f (21) < (x2 — 21) f (20) + (21 — 20) f (w2)
< (22 —20) [f (21) — f (z0)] < (z1 —20) [f (22) — £ (20)]
f (1) — f (w0) < [ (w2) — f (w0)

Tr1 — o o — X0

1 — Xo

< f(;z:l) <

= g(z1) = =g (x2).

Dokazi za slucajeve a < 1 < g < 292 < bia < 21 < 22 < zy < b izvode se analogno. U sluacaju
konveksnosti funkcije treba samo u gornjem nizu ekvivalentnih nejdnakosti znak ”<” zamijeniti s 7<”. [

Teorem 2.9. [4] Neka je f : (a,b) = R i neka za svako x € (a,b) postoji f' (x). Funkcija f je konveksna
(strogo konveksna) na (a,b) ako i samo ako funkcija f' monotono raste (strogo monotono rste) na (a,b).

Dokaz: Neka je f konveksna na (a,b) i a < x1 < 2 < b. Prema Teoremu 2.8, za tacke a < u < 11 < x5 <
v < b, imamo

Fw) = fl)  flee) = fl) _ fle) = Flze)  f0) = fw2)

odakle slijedi

f (1) < floz) = f(@1) < fi (z2),

T2 — T1

)

odnosno

F @) = 1 (1)  fy (@2) = [ (22),

to jest f’ monotono raste na (a,b).
Pretpostavimo sada da f’ monotono raste na (a,b) i za z¢ € (a,b) razmatrajmo funkciju g (z) = %ﬂ{gzo),
z € (a,b) \ {zo}. Prema Lagrangeovom teoremu slijedi da postoji tatka ¢ izmedu x i x¢ tako da je f (z) —

f(x0) = ' (¢) (x — zp). Sada imamo

_ @@z = (@) = f @) _ @I S o)\ o)
(x — xo)” vozo 7 |

g' ()
to jest funkcija g monotono raste na intervalima (a, zg) i (xo, ). Osim toga,

g(xo—0) = fL (z0) = f' (x0) = f} (x0) = g (20 +0).

Iz svega ovog i na osnovu Teorema 2.8 slijedi da je funkcija f konveksna na (a,b). O
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Teorem 2.10. [3] Neka je f : (a,b) — R i neka za svako z € (a,b) postoji f' (x). Funkcija f jekonveksna
na (a,b) ako i samo ako za svako x € (a,b) vrijedi " () > 0. Funkcija f je strogo konveksna na (a,b) ako
i samo ako je f" (x) > 0 za svako x € (a,b) i ne postoji interval (o, B) C (a,b) takav da za svako z € (a, 5)
vrijedi f" (x) = 0.

Dokaz: Prema Teoremu 2.9 funkcija f je konveksna na (a,b) ako i samo ako f’ monotono raste na (a,b).
No, f monotono raste na (a,b) ako i samo ako je f” () > 0, za svako z € (a,b).

S druge strane, prema Teoremu 2.9, funkcija f je strogo konveksna na (a,b) ako i samo ako f’ strogo
monotono raste na (a,b). No, funkcija f’ strogo monotono raste na (a,b) ako i samo ako je f” (z) > 0 za
svako z € (a,b) i ne postoji interval (a, 8) C (a,b) takav da za svako = € (a, 8) vrijedi f” (z) =0. O

Teorem 2.11. (Jensenova nejednakost)[1],[2] Ako je f konveksna funkcija na (a,b), tada je za svaki
prirodni broj n > 2, za koji je x1,Ta,...,Ty € (a,b) i za koji je a1, ag,...,an € [0,1], takvi da je a; + ag +
o + a, = 1, zadovoljena nejednakost

flarxs + asza + oo + any) < arf (z1) + aof (x2) + .o + an f (24,) . (4)

Ako je funkcija f strogo konveksna, tada u (4) vrijedi stroga nejednakost, pri emu su brojevi x1,Ta, ..., Ty €
(a,b) takvi da nisu svi medusobno jednaki, a brojevi ay, v, ..., ay, € [0,1] su pozitivni.

Dokaz: Dokaz ¢emo izvesti principom potpune matematicke indukcije u slucaju konveksnosti. Za n = 2
nejednakost (4) se poklapa s nejednakoséu u definiciji konveksne funkcije.

Pretpostavimo da je nejednakost (4) taéna za proizvoljan izbor od n — 1 tacaka intervala (a,b) i zan — 1
nenegativnih brojeva ¢iji je zbir jednak 1. Neka je n > 3 i neka su dati 1, 2o, ..., 2, € (a,b) i a1, 9, ..., €
[0,1], takvi da je a1 + g + ... + o, = 1. Od brojeva ay, aq, ..., o, najmanje jedan je razlicit od 1. Bez
ograni¢enja opcéenitosti mozemo smatrati da je a; < 1. Tada, prema induktivnoj pretpostavci, imamo

f (Z am) —f (am +(l—a)) g ‘j’“al m) Sonf(z)+(1—on)f (Z 1 akm”’k>
k=1 k=2

n

<onf(z)+(1-on))

k=2

(673

n
TE) = apf (xg) .
170[1]“( k)= aif (wr)
k=1
Prema tome, nejednakost (4) vrijedi i za n tacaka, pa prema principu potpune matematicke indukcije slijedi
da vrijedi i za svaki prirodni broj n. O

3. Karamatine nejednakosti

Definicija 3.1. Neka su a = (a1, a9, ...,an) © b = (b,ba,...,b,) dva konacéna niza realnih brojeva. KaZemo
da niz a majorira niz b, sto éemo oznacavati s a > b ili s b < a, ako, uz eventualno prenumeriranje nizova,
vrijede sljedeci uvjeti:

1)(112(122...20," Zblzbgzzbn,

2) a1+ ag+ ...+ ap > by + by + ... + b, za svako k € {1,2,...,n—1} i

3)ar+az+..+a, =b+ba+ ...+ by,.

Pri tome ¢emo za niz a reéi da je majoranta, a za niz b da je majoriran.

Primjedba 3.2. a) Jasno je da prvi uwvjet u Definicije 3.1 nema nikakvih ogranicenja, buduéi da se nizovi
uvijek mogu prenumerirati tako da on bude zadovoljen. Kljuéni su drugi i treé¢i uvjet.
b) Za svaki niz a = (a1, as, ..., an) vrijedi a > a.

Primjer 3.3. a) Ako je a = (a1, as, ..., a,) proizvoljan niz nenegativnih realnih brojeva, ¢iji je zbir jednak
n, tada vrijeds

(n,0,...,0) >= (a1,az2,...,an) > (1,1,..,1).

b) Nizovi (4,4,1) i (5,2,2) su neuporedivi u smislu Definicije 3.1, ni jedna od njih ne majorira drugu.
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Teorem 3.4. (Prva Karamatina nejednakost)[3],[4],[5] Neka nizovi a = (a;);_, i b = (b;);_, pripa-
daju intervalu (z,y). Ako je a > b i ako je f: (z,y) — R konveksna funkcija, tada vrijedi nejednakost

S Fla) =D F (k). (5)
=1 =1

Dokaz: Uvedimo oznake ¢; = %ﬂai)

funkcija

;i =1,2,...,n. Funkcija f je konveksna, pa prema Teoremu 2.8

t e (zy)\ {to},

monotono raste na (z,y). Zbog uvjeta 1) Definicije 3.1 niz ¢ = (¢;);_; monotono opada. Dalje, neka je

k k
Ak:Zai, Bk:Zb“ k:1,2,...,n, AOZBQ.
i=1 i=1

Iz uvjeta 2) i 3) Definicije 3.1 slijedi

A > By, zak=1,2,...n i A, = B,.

Zato je
Do fla) =D fb) =D [f (@)= fF)] =D ecilai—bi)
=1 i=1 i=1 i=1
= Z ci (As — Ai_1 — By + Bi_1)
i=1
= Z C; (Az — B7) — Z C; (Ai—l - Bifl)
" —
= ci(Ai—Bi) = cip1 (A — By)
i=1 i=0
n—1
=Y (ci—cir) (Ai = By).
i=1

No, kako je ¢; > ¢;411 A; > By, zai=1,2,....,n— 1, vrijedi

Do fla)=> f(b) = z_: (¢i = cit1) (Ai = Bi) 2 0,
im1 i=1 i=1

§to je upravo nejednakost (5).
Jasno je da u Karamatinoj nejednakosti (5) znak jednakosti vrijedi ako i samo ako za svako i € {1,2,...,n — 1}
VI'idei Ci = Ci41 ili A7 = Bz U

Definicija 3.5. Ako su za nizove a = (a1, ag, ..., an) @ b = (b,ba, ..., by,) ispunjeni uvjeti:
1)@12@22...2@71iblzbgz...an,

2) a1+ ag+ ...+ ap > b1+ by + ...+ b, za svako k € {1,2,...,n — 1},

tada kaZemo da niz a slabo majorira niz b.

Jasno je, ako niz a majorira niz b, tada on i slabo majorira niz b.
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Teorem 3.6. (Druga Karamatina nejednakost)[4],[5] Neka niz a = (a;);_, slabo majorira niz b =
(b;);—,. Ako je f: R — R monotono rastuca konveksna funkcija, tada vrijedi nejednakost (5).
Dokaz: Koristit ¢emo iste oznake kao i u dokazu Teorema 3.4. Na potpuno isti nacin zaklju¢ujemo da je

n

Zf(ai)*Zf(bi)zzci(AifBi)*

i=

C; (Ai—l - Bi—l)

M=

i=1

o

n

= Cp (An — Bn) + (Ci - Ci+1) (Al — Bz) .

i=1

No, ¢; > ¢iy1,zai=1,2,..n—11A; > B;, zai=1,2,...,n i kako je f monotono rastuca funkcija, imamo
da je ¢, > 0, pa zato je desna strana u posljednjoj jednakosti nenegativna, sto znaci da je tacna nejednakost
(5). O

4. Jensen-konveksne funkcije

Primjedba 4.1. U Sekciji 1 razmatrali smo konveksne funkcije i dokazali Jensenovu nejednakost. Ovdje
é¢emo spomenuti da osim konveksnih funkcija postoje i tzv. Jensen-konveksne funkcije.

Za funkciju f : (a,b) — R reéi ¢emo da je Jensen-konveksna ako za sve x,y € (a,b) vrijedi

TEORCET ©

2 - 2

Funkcija f je strogo Jensen-konveksna ako u (6) vrijedi stroga nejednakost.
Za Jensen-konveksne funkcije vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 4.2. [3],[4] Ako je f: (a,b) — R Jensen-konveksna funkcija, tada za sve x; € (a,b), i =1,2,....,n
vrijedi nejdnakost

f<x1 +mg+...—|—mn> Sf(xl)—i—f(xg)—l—...—}—f(xn). )
n n
Ako je f strogo Jensen-konveksna, tada znak jednakosti u (7) vrijedi ako i samo ako je x4 = x9 = ... = xy,.

Dokaz: Prvi nac¢in. Bez ograni¢enja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je r1 > xo > ... > x,. Za niz

1+ 20+ ...+
n

Y1 =Y2=...=¥Yn =

vrijedi z > y, pa iz druge Karamatine nejednakosti slijedi

n

S F@i) =D f ),
im1

i=1
to jest
n n 1 +x2+ ...+
> fw) = 3oy (Tt
i=1 i=1

odakle slijedi nejednakost (7). Jasno je da, u slucaju kada je f strogo Jensen-konveksna, u (7) vrijedi znak
jednakosti ako u (6) vrijedi znak jednakosti, to jest ako i samo ako je x1 = 29 = ... = z,.
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Drugi nacin. Za n = 2, nejednakost (7) je u sustini nejednakost iz definicije Jensen-konveksne funkcije.
Pretpostavimo da (7) vrijedi za prirodni broj n > 2 i neka su z; € (a,b), i = 1,2,...,n,n 4+ 1. Uvedimo
n+1

oznaku ¢ = n%rl ; z;. Tada iz induktivne pretpostavke slijedi
n n
LSS gy 4 Snt(nz f<;2xi)+f(w)
= <
f) = . < '

S F @) + f (@) + (n— 1) f ()

2n ’

odakle, nakon sredivanja, dobijemo

)

_ (Tt ret ot aatana) _ f@)+ (@)t 4 f (@) + f (@)
r = = )< —

to jest nejednakost (7) vrijedi za n+ 1. Prema principu potpune matematicke indukcije slijedi da (7) vrijedi
za svaki prirodni broj. O

5. Primjeri rijeSenih problema
Problem 5.1. [3] Dokazati da za proizvoljne pozitivne brojeve a, b i ¢ vrijedi nejednakost
1 1 1 1 1 1

< — 4+ —+—.
a—|—b+b+c+c—|—a_2a+2b+2c (8)

Rjesenje.  Bez ograniCenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je @ > b > c¢. Tada je jasno da je

(2a,2b,2¢) = (a+b,b+c,c+a). Kako je funkcija f (x) = L konveksna na intervalu (0,+00), to iz prve

Karamatine nejdnakosti slijedi nejednakost ’
f(2a) +f(20) + f(20) 2 f(a+b)+ f(b+c)+ f(c+a),
§to je ekvivalentno s nejednakoséu (8).

Problem 5.2. [/] Dokazati da za sve a,b > 0 vrijedi

Va+ Ya+ b+ Vb< b+ a+ \a+ Vb (9)
Rjesenje. Bez ograni¢enja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je b > a > 0. Za brojeve
y=b+Vbz=a+ Ja,u=b+ Ja,v=a+ Vb
vrijedi y > z, pa je zato (y,z) > (u,v) ili (y,2) = (v,u) u zavisnosti od toga da li je u > v ili je v > wu,

respektivno. Nadalje, funkcija f () = — &/« je konveksna na intervalu (0, +00), pa prema prvoj Karamatinoj
nejednakosti vrijedi nejednakost

Fy+ &) =)+ f),
§to je ekvivalentno nejednakosti (9).

Problem 5.3. [}] Neka su a, b i ¢ duZine stranica trougla. Dokazati da je

Vatb—c+vVbrc—a+Veta—b<at+vVb+ye (10)
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Rjesenje. Bududi da su a, b i ¢ duzine stranica trougla vrijedia > 0,0 >0,¢>0,a+b—c>0,b4+c—a >0,
nejednakost

22
c+b—a > 0. Bez ograni¢enja opcenitosti mozemo smatrati da je a > b > ¢. Lahko se pokaze da vrijedi
(a+b—c,c+a—bb+c—a)> (a,bc).

Kako je funkcija f (z) = —/x konveksna na intervalu (0, 400), prema prvoj Karamatinoj nejednakosti slijedi

flatb—c)+flcta-b)+f(btc—a)=fla)+f()+f(c).
koja je ekvivalentna nejednakosti (10).

Problem 5.4. [3] Dokazati da za sve pozitivne realne brojeve a, b i ¢ vrijedi nejednakost
(a+b—c)(b+c—a)(a+c—0b) <abe.

Rjesenje. Bez ogranic¢enja opcéenitosti mozemo smatrati da je a > b > c¢. O¢ito je da od brojeva a + b — ¢,

(a+b—c,e+a—bb+c—a) > (a,b,c)
i kako je funkcija f (z)

(11)
b+ c—aic+ a—bnajmanje jedan moze biti negativan i ako je jedan od tih brojeva negativan, tada je
nejednakost (11) trivijalna. Zato pretpostavimo da su sva tri ta broja nenegativni. Tada je

—Inx, z € (0,+00) konveksna, iz prve Karamatine nejednakosti slijedi nejednakost
—In(a+b—¢)—In(b+c—a)—In(ct+a—>b)>—Ina—Inb—Inec,
§to je ekvivalentno nejednakosti (11).

Problem 5.5. Neka su a,b,c > 0 takvi da je abc = 1. Dokazati da je

1 1 1
<a71+7> (bflJrf) <c71+7) <1
b c a
Rjesenje. 1z a,b,c > 0 i abc = 1 slijedi da postoje x,y,z > 0 takvi da je a =
zamjenom i sredivanjem dobijamo nejednakost

2 h=Yjec=2

Yy z T
(x4+y—2)(y+z—z)(z+2—vy) <zyz,

koja je ve¢ dokazana u Problemu 5.4.

. Sada,

Problem 5.6. [3] Dokazati da za pozitivne brojeve ay asg, ..., an vrijedi nejednakost
aj 3

3 3
a a a.
2 n—1
+ 24
as as

+ - >a4 a3+ ... +al.
n 1
Rjesenje. Neka su z;

Ina;, i =1,2,...,n i razmotrimo nizove
3x1 — x2,3w2 — w3,

(12)

, 3, —xy 1 2%, 2%, ..., 20,.

Dokazimo da nizovi (13), koji su poredani u opadajuéem redoslijedu svojih ¢lanova, zadovoljavaju Teorem
3.4. Neka su indeksi my,ma, ..., my 1 k1, ko, ..., k, takvi da je

(13)
{ml,mg, .,mn} = {kl,kz, . ,k’n} = {1,2, ...,n},

3Im1 — Tmy+1 > 3$m2 — Tmg+1 > > 3-T’mn — Tm,+1,
22k, > 22k, > ... 2 22y, .
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Tada, prvo iz (15), a zatim iz (16) slijede nejednakosti:
3957711 — Tmy+1 > 3mk1 — Tky+1 > 2mk17

(Smml - mmlJrl) + (31'7712 - :L'm2+1) > (Smkl - mk1+1) + (Smkz - mk2+1) > 2'rk’1 + 2951627

i opéenito, za p = 1,2, ...,n — 1 zbir prvih p ¢lanova u (15) nije manji od zbira prvih p ¢lanova u (16). Jasno
je da za p = n vrijedi znak jednakosti, sto znac¢i da su svi uvjeti Teorema 3.4 zadovoljeni. No, funkcija
f(z) =¢€", x € R, je konveksna, pa je zbog toga

6311—172 +6312—13 T +631n—z1 Z 6211 +6212 T +e2zn

te ako u zadnjoj nejednakosti stavimo z; = Ina;, i = 1,2, ..., n i iskoristimo da je et = ¢, za svako t > 0,
direktno ¢emo dobiti nejednakost (12).

Primjedba 5.7. Na potpuno analogan nacin, za pozizivne realne brojeve moZe se dokazati da vrijedi nejed-
nakost

n+k
a?ﬂg agﬂc a?j1 a?ﬂg k k k
—t+ =+t —+——=2atay+..+a;.
Ay as ag ay

Pri tome treba uvesti smjenu x; = Ina;, i = 1,2, ...,n i razmatrati nizove

(n+k)z; —nwipq, 1=1,2,..,t 1 kxy, i=1,2,...,t (kad je x411 = x1).
Problem 5.8. [3] Ako su z; € [—%7 %], 1=1,2,...,n, tada je

cos (2x1 — z3) + cos (229 — x3) + ... + cos (22, — x1) < €OST] + COS Ty + ... + COS Ty (17)
Dokazati.

Rjesenje. Ocito brojevi 2z1 — x9,2x9 — 23, ..., 22, — 21 1 1,22, ..., L, pripadaju intervalu [—g, g} Na
ovom intervalu funkcija f (t) = —cost je konveksna. Analogno kao u Problemu 5.6 se dokazuje da nizovi
2x1 — T9,2x9 — T3, ..., 2Ty — T1 1 T1,Ta, ..., Ty, kada su rasporedeni da budu opadajuéi, zadovoljavaju uvjete

Teorema 3.4. Kona¢no, nejednakost (17) slijedi iz prve Karamatine nejednakosti.

Problem 5.9. Neka su ai,as,...,a, € RT, n > 2. Dokazati da je

(I14+a1)(1+az2)...(14+a,) < <1+a%) <1+Z%) <1+a’21>.

a2 3 ay

Rjesenje. Postoje x1,x2,...,x, € R takvi da je a; = €* a0 = €*2,...;a, = €. Jasno je da su brojevi
2x1 — Ta,2%2 — T3,..., 2%, — T1 1 T1, T2, ..., T, realni, a funkcija f(z) = In(1+e*), z € R je konveksna.
Sada, analogno kao u Problemu 5.6 se dokaze da nizovi 2x1 — x2,2x9 — x3,...,2T, — X1 1 X1, T2, ..., Tn,
kada su rasporedeni da budu opadajuéi, zadovoljavaju uvjete Teorema 3.4. Konaé¢no, iz prve Karamatine
nejednakosti i osobina funkcije In, dobijemo

6211 6212 62Z"
ln(1+e’”1)+1n(1+e~"‘2)+...+ln(1+e’”")§1n<1+ >+1n<1+ 3>+...+ln(1+ 1),
e’ er

e’z

odnosno
9 ele e2x2 62901,,
In(1+e™) (1+e*)...(1+e™) gln<1+ e ) (1+ = ) (1+ = )

odakle je
N 2 ; 62951 62332 e2w,,,
(I4e™) (14+e")..(1+e") < <1+ e ) <1+ em)'“ (1+ = )
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to jest

(1+a1)(1+as)...(14a,) < (HZE) <1+Z§> <1+Z’Z;),

a §to je i trebalo da se dokaze.

Problem 5.10. Neka su ay,as,...,a, € RY, n > 2. Dokazati da za sve p,k > 1 vrijedi

<a1+a2+...+an>k> a¥+ak+.. +af (18)
af +ah+ .. +ap ) T % pabt 4 4 abt
Rjesenje. Uocimo da vrijede sljedece ekvivalencije
k k
(18) (a1k+ a2k+ vt ay) > (ai—i—a’;k—&— .,.—I—af’l)k
af + a3 + ...+ af, al” +ab” + ...+ ap
a1 +as+..+an, - al +ab+..+ab
Vaf +af +..+af — ’{/a{”“+a§k+...+aﬁk
apk
= O 19
Z al—i—a—i— ctay T Zl Ft+al 1

Bez ogranicenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je a; > a9 > ... > a,. Nekaje 0 < g <pi

p q
a; a;
s sy aaay T
all’—&—ag—i——l—aﬁ a‘f—l—ag—i——i—a%

Imamo da je
n n
Ay >Ay> .. > A, Bi>By>..>B, i Y A=) B
Takoder, za svako m < n vrijedi

<~ (af+...+ab) (af+..+al) > (el +..4+al) (a]... + ab)

INgE
=
Ms

i=1
— (] +..+ab) (afn+1 + ..+ a%) > (af+...+ad) (aghq... + ag)
— Z (afa;] —alad® ) >0,
1<i<m<j<n

a posljednja nejednakost je tacna buduéi da za i < j i p — ¢ > 0 vrijedi a . Prema tome, niz
Ay, Ag, ..., A, majorira niz By, Bo, ..., B,. Dalje, p,k > 1, pa je zato pk > k, §to znaci da niz

P‘Z>apq
J

a*
Si = L 1=1,2 n
k k- k-7 b IR
a4+ ab

majorira niz

ak
T,=—F—+—"+—— i=12...n
Yoadbdak 4.t ak T

i kako je funkcija f(t) = —+/t, k > 1, konveksna na (0,+00), iz prve Karamatine nejednakosti slijedi
nejednakost (19).
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Problem 5.11. (IMO 69.1) Dati su realni brojevi a;, b;, i = 1,2,...,n takvi da je

ay > ag > ...>ap >0,

b1 2 aj, blb;) 2 ajaz, ... 7b1b2...bn 2 a1a2...Qp,.
Dokazati da je

b1 +bs+...+b,>a1+as+ ... +ay. (20)
Rjesenje. Neka je a; = €™, b; = e¥i, i = 1,2, ...,n. Jasno je da niz (y;);_, slabo majorira niz (x;)_, i kako
je funkcija f (t) = e?, t € R, monotono rastuéa i konveksna funkcija, iz Teorema 3.6 slijedi nejednakost

n

n
§ eyi ZE 6117
i=1

i=1
koja je ekvivalentna nejednakosti (20).
Problem 5.12. Odrediti maksimum izraza a® + 0% + 8, ako a,b,c € [-1,1] ia+b+c= —%.

Rjesenje. Bez ogranicenja opcenitosti mozemo smatrati da je 1 > a > b > ¢ > —1. Lahko se pokaze da
vrijedi (1, —%, 1) > (a,b,c). Kako je funkcija f () = 2® konveksna na intervalu [—1, 1], iz prve Karamatine
nejednakosti slijedi

a8+b8+08=f(a)+f(b)+f(c)Sf(l)—&-f(—%) +f(=1) =18+ (—%) +(—1)8=2ﬁ.

1

Prema tome, trazeni maksimum je jednak 2% idostizese zaa=1,b=—5,c= -1
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Logaritamska konveksnost gama funkcije
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Sazetak: U ovom radu govorimo o gama funkciji, njenim osobinama, logaritamskoj konveksnosti i
njenoj primjeni u raznim oblastima matematike. Na kraju dajemo jedan dokaz Gaussove multiplikativne
formule (Zadatak 1 koji je naveden u [2] na strani 333).

1. Uvod

Pocetkom 18. vijeka §vicarski matematic¢ar Leonhard Euler (1707. —1783.), njemacki matematicar Chris-
tian Goldbach (1690. — 1764.) i mnogi drugi matematicari (vidjeti Slike 11 2, [6], [7]) pokusavali su prosiriti
domenu faktorijela na sve realne brojeve. U jednom pismu Goldbachu iz 1730. godine Euler je naveo funkciju
I': R™ — RT definiranu izrazom

1

I (2) = / (—nt)* L dt, (1)

0

bez upotrebe njenog naziva i oznake I' (z).

Naziv ”gama funkcija” i oznaku I (z) za funkciju (1) uveo je tek 1814. godine francuski matematicar
Adrien-Marie Legendre (1752. — 1833.) (vidjeti Sliku 3 i [8]). Smjenom u = —Int, Legendre [3], gama
funkciju datu sa (1) svodi na

“+oo
I'(z)= / t*~le~tdt. (2)
0
Gama funkcija (vidjeti Sliku 4) moze se definisati preko beskonaénog proizvoda
107 (L+4)°
['(z)=- %, z#0,—-1,-2,... (3)

ili preko limesa (Gaussov pristup definiranju gama funkcije):

nln®

I
ningox(x+])($+n)

I'(z)= , x#£0,-1,-2,.... (4)

Ove tri prikaza gama funkeije, (2), (3) i (4), su medusobno ekvivalentna (vidjeti [1]).

Ciljna skupina: srednja $kola, fakultet

Kljuéne rijeci: gama funkcija, analiticka funkcija, cijela funkcija, konveksnost
Kategorizacija: Strucéno-istrazivacki rad

Rad preuzet: decembar, 2022.
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Euler ; : Goldbaeh

Slika 1: Leonhard Euler (1707. — 1783.) i Christian Goldbach (1690. — 1764.)

R e ¢ Jeries /44-4@—/ L A mu/:mt-é- i s a”%‘r‘
7 A e @il of S i e
\gi@‘m‘/ A /m&;%!-..j/ 4,./}...;7.‘ peshers 8125 JASPns
\;\ \i ??uﬂmp?ﬁ/—% * ,,,./Wm /md../mm
3 \tﬁwﬁaﬂum-mw/.ﬁn Wm“/%w

0-; %d Ju z‘m LoprL” Tarvmeiom Wsﬂu\/’}m/w{/
[ N-rf-lff 3 5
s 4312048 Edret43 F=divess
1- 1+ 14t 4len tert 143 Jéb
‘\t\, JorJJ-H-u [ERRSENE ] s
Jrtttrtel 4y

- g’ f f:’w wm//,-h-‘v If‘:ﬁwm/{&“‘:ﬂm’xﬂm
J oy .nr;émm ,uw.r Cictmod wt focha V= C. mimctoo ..

c pamirsd padjuim

Ayt

;&E cwagues, m’m/%?’.x/umo a‘-mé)yu.v WK«W
F iy e i “"""‘2’“"”““:‘-“‘)‘?’”3""““' Srlae
I ST
FENS g er o it %'/ _
\‘\E\ -’m‘tﬁw‘-,_x_ﬁ x/mu/mmhv:uﬂm ,{r,gc
N S **:-*ﬂm“““j“ a
s B e s
I

ﬁm//jﬂ%% }‘3.
Micasy y. Tan.st. 7 42, :& 5 9 g,g%

Slika 2: Pismo Goldbacha Euleru od 07.06.1742. godine
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TURKGE 4 }‘
MALUMATLAR ¢

MATEMATIKCI

DRIEN-MARIE
LLEGENDRE

(1752-1833)

Slika 3: Adrien Marie Legendre (1752. — 1833.)
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Slika 4: Graf gama funkcije prosiren na negativne realne brojeve

U [1] je dat uvod u Gama funkciju. Navedene su i dokazane osnovne osobine Gama funkcije i dat je njen
prikaz pomoc¢u beskona¢nog proizvoda za realne vrijednosti.
Navedimo sada neke od tih osobina:

Fz+1)=2al(x),

I'(n+1)=n! (n=0,1,2,...),
F@)l(l-2)= 5"~ (x #0,£1,4£2,...),
+oo 5
I'(3)=2 [ etdt=/x,
0
T (n+1)=Crvr (n=0,1,2,...),

_ nn!2n -
):% (n=0,1,2,...).

—
N
S
_l’_
SIS
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Pojam faktorijela

za n € N, se sada prosiruje na proizvoljne realne brojeve sa
=T (z+1).
Tako je za

x€Z, x>0, zl=1-2-3.--..1,

r =0, 00=T0+1)=T(1)=1,

T = %7 (%)' =I (%) = Tﬂ ~ (0.88623,
e=-1, (-3)! =T () = VA~ L7725,
z=-% (=3)!'=T(-3) = —2/m =~ —3.5449.

Gama funkcija ima veliku primjenu u teoriji brojeva (u prouc¢avanju prostih brojeva), u vjerovatnoéi (funkcija
gustode poznate gama distribucije), integralnom racunu, kod racunanja Laplaceovih transformacija (vidjeti
[4], str. 141 15) i drugim oblastima. Npr. integral

400

I= /xBe_QIBdt

0

se smjenom ¢ = 228 svodi na integral

+oo
V2 | V2_[1 Vor
= — “2eldt =T (=) =" ~0.1 .
16 tT2e " dt 16 2) 16 0.156 66
0

Na kraju ovog rada dokazat ¢emo da vrijedi sljedeca jednakost

m—1 m—1

1 m=1
I‘(z)-F(z—l—f) -~-F(2+7> :mfmz+%~(27r) = .T'(mz), meN,zeD, (5)
m m
gdje je
D:C\{—E+k:n:0,17...,m—1; k:o,—1,—2,...}
m
(Zadatak 1 koji je naveden u [2] na strani 333).

U tu svrhu navedimo sljedeée dvije definicije i dva teorema bez dokaza.

Definicija 1.1. ([2], str. 38) Neka je Q@ C C otvoren skup. Za funkcija f(z) kaZemo da je analiticéka
funkcija na Q ako je f'(z) neprekidna funkcija na €.

U upotrebi su i nazivi reqularna funkcija i holomorfna funkcija.

Definicija 1.2. Funkcija f koja je regularna u svim tac¢kama kompleksne ravni C zove se cijela funk-
cija.
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Teorem 1.3. (Princip jedinstvenosti ili jednakosti za analitiéke funkcija) Neka su f i g analiticke
funkcije na podrucju 2. Ako se funkcije f i g podudaraju na beskonacnom skupu, koji u podrucju € ima
tacku gomilanja, onda se one podudaraju svuda na €2, tj. f =g.

Definicija tacke gomilanja i dokaz Teorema 1.3 moze se naéi u [2] na str. 58 i str. 95 (Teorem 31).
Teorem 1.4. Neka je Q podrucje uw C i {fn}oo, niz analitickih funkcija definisanih na Q, od kojih se

“+o0o
nijedna ne ponistava identicki na Q. Pretpostavimo da red Y |fn (2) — 1| konvergira lokalno uniformno na
n=1

+o0
Q i neka je f = [] fn- Tada je
n=1

N~
e (6)

pri ¢emu red s desne strane formule (6) konvergira lokalno uniformno na Q\N (f).

n=1

Sa N (f) oznacavamo nule analiticke funkcije f na Q. Dokaz Teorema 1.4 moze se vidjeti u [2] str. 298 kao
iu [5] str. 10.

2. Prikaz gama funkcije pomocu beskonacénog proizvoda

Neka je sada z € C. Tada za gama funkciju

+o0
I () = /e*tﬁ*ldt, L eC{0,-1,-2,..}, >0, (1)
0
i n €N, vrijede osobine (vidjeti [1] i [2], 165-170):
F(z+1)=2(2), TM=1 THn=m-1), (8)
™
F(z)- T(1-2) = C\z
() T-2)=<"— (zeC\B),
1
kao i da je funkcija f (z) = m cijela te da su joj jedine nule 0, —1,—2,... (i to jednostruke).
z
Vrijedi takoder
lim e*(1+3++7-Inn) _ e“?, z €C,
n——+oo
gdje je
. 1 1
C = lim <1+7+~--+7—1nn) (9)
n— 00 2 n

i naziva se Eulerova konstanta. Ona je s tacnoséu do Sesnaeste decimale jednaka

C =0.5772156649015325.
Vjeruje se da je taj broj transcendentan ali do danas nije dokazano ni da C nije racionalan broj.
Navedimo jo$ jedan teorem koji je dokazan u [2] (Teorem 92 na str. 331).

Teorem 2.1. Za svako z € C vrijedi
+oo

T (lz) ==L (1+5) e (10)

k=1

i pri tome beskonacan proizvod konvergira apsolutno i lokalno uniformno na C.
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3. Logaritamska konveksnost gama funkcije

Iz Teorema 2.1 vidimo da funkcija

1 C
= 2e%*h
T (Z) ze 5

—+o00
gdje je h = Hhk’ hy = (1 + %) e~ %, zadovoljava uvjete Teorema 1.4. Dalje je
k=1

I
(ﬁ) = (zeczh)l = (ecz + zeczC’) h+ zeC* R,

/

!
1) C= C= Czpr / oo
(r(z) _¢ h+ ze“*Ch + ze h:%+0+%21+0+2f7
k
k=1

2eCzh

1
e z

odnosno, koristeéi da je
W ((+ed) —m =
hy (1+%)e* 1+ % k(z+k)

dobijamo
!
1
e (d) =
_ oty 11
e R E By (1)

. 1 +o0o ! 1 “+o00 1 .
Kako je (fC -—-= > k(zi—k)) ==+ Gimyeo toje
k=1 k=1

i F/(Z) _+OO; . o
dz{r(z)}kzo(wk)?’ € C\{0,~1,-2,..}. (12)

Na osnovu formule (12) moZemo izvesti jo§ jedno znacajno svojstvo gama funkcije koje je vezano za pojam
konveksnosti. Da bismo to uradili krenut éemo od definicije konveksne funkeije. Za funkciju ¢ : (a,b) — R,
—00 < a < b < +oo, kazemo da je konveksna na intervalu (a, b), ako vrijedi

p(I-the+ty) <A -te@)+te(y), =,y€{ab), tel01]. (13)

Funkcija ¢ je strogo konveksna, ako u nejednakosti (13) vrijedi stroga nejednakost za proizvoljne z,y € (a,b),
x#yite(0,1). Iz realne analize znamo da je neprekidno diferencijalna funkcija ¢ : (a,b) — R konveksna,
akko je funkcija ¢’ rastuéa na intervalu (a,b), a strogo konveksna akko je ¢’ strogo rastuéa.

Ako je funkcija f : (a,b) — R svuda strogo pozitivna, onda mozemo definirati funkciju ¢ : (a,b) — R
formulom

po@)=Inf(x), =z€(a,b).

Ukoliko je funkcija ¢ konveksna (strogo konveksna), onda za funkciju f kazemo da je logaritamski konvek-
sna (logaritamski strogo konveksna). Svaka logaritamski (strogo) konveksna funkcija je ujedno i (strogo)
konveksna, ali obrat ne vrijedi.

Funkcija I je strogo pozitivna na intervalu (0, +00). Za ¢ () = InT' (z) imamo da je ¢’ (x) = , pa

iz (12) slijedi:

iy 4T @] 31 e e
¢ () = { ]_kzo(x+k)2>0’ 0 <@ < +oo.
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Prema tome, funkcija ¢’ je strogo rastuéa na intervalu (0, +00), a to znaci da je funkcija ¢ strogo konveksna,
odnosno funkcija I' je logaritamski strogo konveksna na (0,+o00). Logaritamska konveksnost zajedno s
funkcionalnom jednadzbom

Fz+1)=2al(z), I'(l)=1,
potpuno karakteriSe gama funkciju. Naime, vrijedi sljede¢i vazan teorem.

Teorem 3.1. (Bohr-Mollerup) Neka je f: (0,+00) — (0,400) funkcija sa svojstvima:
(@) f(1)=1
) fl+l)=zf(x), >0
(¢) funkcija f je logaritamski konveksna na (0, 400).

Tada je f () =T () za svako x € {0, +00).

Dokaz: Na osnovu (b) imamo

flx+n)=fe+n—-14+41)=(@x+n-1)f(r+n-1)
=@+n—-1)-(+n—-2)f(x+n-2),

odnosno
fl@a+tn)=(@+n-1)---(z+1) -xf(z), x>0, neN, (14)

pa kako ista jednakost vrijedi i za gama funkciju, dovoljno je dokazati da je f (x) =T (z) za svako x € (0, 1].
Stavimo

¢ (x)=Inf(x), x>0,
i fiksirajmo = € (0, 1]. Tada, na osnovu pretpostavke (¢) imamo nejednakost

G((1—Buttr) <A—t)v () +t(w), O<u<v, 0<t<1. (15)

1
Odavdezau=neN,v=z+n+1it=——
x

e dobijamo

Y1) < b () b ),

odakle slijedi
Yx+n+l)z(@+1)yY(n+1)—z(n).

1z pretpostavke (a) i (14) slijedi f (n) = (n — 1)!, n € N, pa nalazimo da je
Y@E+n+1)2(z+1)hnn! —zln(n—-1)!=lon! +xlnn.

Funkcija t + e je monotono rastuéa na R, pa iz gornje nejednakosti slijedi
ehtntl) 5 gnnltalnn

odnosno
flx+n+1) =n"nl

Odavde i iz (14) (ako stavimo n + 1 umjesto n) dobivamo nejednakost

n*n!

(x+1)- - (x+n)

f@)>
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pa na osnovu jednakosti

n*n!
z(z+1)---(z+n)

I (2) =

imamo
fl@)yz2T,(z), 0<z<1l, neN

Ako u (15) stavimo u =n € N, v =n + 1, t = x, onda dobivamo
Plzt+n) <(A-z)y(n)+ay(n+1).

Vrijedi f(n) = (n— 1), n € N, pa je
P(@+n)<(1-—z)ln(n—-1!+zhhn!=In(n-1)!+zlnn,

odakle je

n* (n —1)!

flat+n)<n®(n-1l f(2) < z(@+1)-(z+n—1)

Odavde slijedi

fx) <, (x) x—&—n’ 0<z<1l, neN
n
Dakle, vrijedi
x+n

Ip(z) < fz) <Ty(z)- ) 0<z<l1l, neN,

pa iz
r+n
lim T =T 0 i li =1
Jim Uy(e)=T(z), «>0 i lm —

slijedi f () =T (x), z € (0,1]. O

4. Dokaz jednakosti (5)

33

Vratimo se problemu za koji smo rekli na samom pocetku da ¢emo se njime pozabaviti. Dakle, sada ¢emo

dokazati formulu (5).
Dokaz: Posmatrajmo funkciju

Lp(z)zl—‘(z)-l—‘(z—i-%)--~F(Z—I—T) (T(mz))"", zeD.

Odavde imamo
1 m—1
Inp(z) =InT(2) +InT (z—l——) +---+InT <z+ 7> —1InT (m2),
m m

odnosno
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Sada na osnovu jednakosti (12) vrijedi

’ dar mz =1t 4D (p) . +oo
?(mz)~m:d% (mz).m: mdz = dt :7‘”1_‘(2 m-m—z ! 2'7772
(m>) (m) w ® 2
e
_ .
m
Slijedi da je
d? = 1 = 1 = 1 R
el e B s R D R AP D Dy
& Y B =
m m

F(e) =g, zeD.

Tada za proizvoljan realan broj x > 0 vrijedi

—+o0 1 —+o00 —+o0

+o0
N By By Sy

“+00
Uocimo da zadnju sumu u (18), tj. sumu Y, 11

=0 <z+a
Tabeli 1. Kako je to upravo zbir prvih m suma u (18) slijedi da je f (z) =0 za z > 0.

Zaista, ako sve c¢lanove te sume napiSemo u Tabelu 1, vidimo da je suma ¢lanova u koloni K; jednaka
(¢ +1)-voj sumiu (18) za i =0,...m — 1.

7, mozZemo napisati kao sumu m sabiraka A’fL datih u

Kolona K Kolona K; -+ || Kolona K,,_1
1 1 1
l:07 ~7m71 72 - a7 A —2
(z+0) ($+0+m) (z+0+"22)
1 1
l: 72m_1 72 72 et —2
(z+1) (z+1+2) (z+1+m1)
1 1 1
(z+2) (+2+5) (z+2+m27)
T —T — T
l=km,..km—1| ———= —_— ||
@) (it ) okt =)
Sumak}c:lona . ic: 1 . io: 1 . io: 1
K; = Ak, P/} U | 7T o [ — U TS o [ —
i 0mo1 | SR | T Sk L) (k)

Tabela 1
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Dakle,

+o0 1 m—1

Yoo = Y A= AT AT A

k=0 x+£ n=0

m
[ee] 1 +o0o 1 “+o00 1
:Z(ac+k)2+z 1 REEADD m—1_ \°
k=0 k=0 <m+—+k> k=0 (m+—+k)
m m

§to je i trebalo pokazati. Kako je f (z) =0, to je i

2
A @] =0,

pa postoje konstante A, B takve da vrijedi

%[lﬂg@(m)]:fl, Inp(xz) = Az + B.
Odavde je
¢ (x) = a"b,

gdje je a = e?, b = eB. Funkcije ¢ i a?b su analiticke na D, pa kako su identi¢ne na R za z > 0, na osnovu
Teorema 1.3 (teorem o jedinstvenosti analiticke funkcije) imamo

¢ (z) = a®b,
odakle za m € N i z € D slijedi
P(z) T (242 r.qm1 b T (mz) (19)
2)-T{z+— ) T|{z4+—— ) =a®b-T (mz2).
m m
Jos je potrebno odrediti konstante a i b. Koristit ¢éemo jednakost dokazanu u Primjeru 3 na str. 173 u [2]:
1 2 -1 ne
F<*>'F<*)'”F(n >=”_%'(27T) T oneN. (20)
n n n
Sada na osnovu jednakosti (19), za z = 1, imamo:
1 —1 1 1 2 2 -1 —1
abl“(m):r(1).r<1+f) r<1+"L ) :1.fr<f> .fr< ) Lp(L)
m m m \m/) m \\m m m
—1)! 1 —1
St (1) (),
m m m

a prema (20) slijedi

abl’ (m) = m =1} mT? (27r)mT

mmfl
S druge strane imamo da je

abl’ (m) © b (m — 1)L
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Iz posljednje dvije nejednakosti dobijamo da je

m—1

ab=m "2 . (2m)" 7 . (21)

Ako u (19) stavimo da je z = 2, dobijamo da vrijedi

b om) =0 @)1 (2 1) or (24 1)
:F(1+1)'F(1+1+%>---F(1+1+m7_>

1-F(1)-<1+%>r(1+%>...<1+m7*1>p(1+m7*1>

:m+1.nL+2... 2m_1.1“(]).1“(1+l>... F<]+L_1>
m

m m m m
_(m+1)-- (12m_1).1.lp<l>... m—1F<m—l>
mm- m m m m
~m(m+1)--- 2m—1) 1-~-(m71)F 1 r m—1
o mm mm—1 m m ’
odnosno
2 o (mel)' _1 m—1
a bP(?m)—Wm 2 (27T) 2
Kako je

a®bT (2m) = a®b (2m — 1)1,

to zadnje dvije jednakosti daju

m—1

a?b=m 2"t . (2m) T (22)

Sada iz (21) i (22) slijedi

1 m=1
a=m"", b=m2-(2m) 7

pa je time dokazana jednakost (5). O
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Priblizne konstrukcije broja =

Sejla Jusié

Tehnicki fakultet Bihaé, Univerzitet u Bihadéu

Sazetak: U ovom radu je prikazana teorijska osnova broja 7, s naglaskom na njegovoj iracionalnosti i
transcedentnosti. Prikazane su i priblizne konstrukcije broja 7 prilikom kojih se konstruisu odsjecci ¢ija
se duzina poklapa s brojem 7 do odredene decimale.

1. Uvod

Broj m, poznat jos kao Arhimedova ili Ludolfova konstanta, jedna je od najpoznatijih matematickih
konstanti koja ima znacajnu ulogu u geometriji.

Definicija 1.1. Broj 7 je omjer obima kruga i duZine njegovog precnika.

Oznaku za ovu konstantu uveo je 1706. godine britanski matematicar William Jones, a dolazi od grckog
slova m kao prvog slova gréke rijeci za obim meprperpos. Oznaku je popularizirao Svicarski matematicar
Leonard Euler u svojima djelima Mechanica (1736) i Introductio in Analysin Infinitorum (1748) [7]. Kako se
broj 7 pojavljuje u mnogim ra¢unima vezanim za krugove, ocekivano je veliko interesovanje koje od davnina
vlada za taj broj. Ljudska radoznalost je uticala na zelju za odredivanjem §to tacnije vrijednosti broja .
Prvi pokusaj izra¢unavanja se pojavio jos u Egiptu prilikom rjeSavanja problema kvadrature kruga. Tako je
Ahmes izracunao da omjer kruga i duzine njegovog precnika iznosi 3,16049, a Arhimed je 280. god. pr. n.
e. upisivanjem pravilnih mnogouglova unutar i izvan jedini¢ne kruznice dobio donju i gornju granicu broja
7. Najprije je konstruisao pravilni Sestougao, pa je u sljede¢em koraku udvostrucio broj stranica na 12, pa
24, 48 i sve do 96. Na taj nacin je svakim korakom dobijao sve preciznije rezultate i dosao je do zakljucka
da je

223 22

ﬁ < < 7,
Nedostatak ovog metoda je u tome §to se za n = 96 dobije tacnost na samo dvije decimale, a taénost na
Sest decimala se dobije tek za n = 10000. Otkrivanjem novih grana matematike, otkrivali su se novi i bolji

nacini izrac¢una broja w. Tako je francuski matematicar Viete 1593. godine doSao do sljedeéeg izraza za
racunanje broja w

Q_Vq yPLVE L1 11 ¢T
T V2 2 2 2 2 2 2 2 2

Ciljna skupina: srednja skola

Kljuéne rijeci: broj m, priblizne konstrukcije
Kategorizacija: Strucéni rad

Rad preuzet: novembar, 2022.

tj. 3,1408 < 7 < 3,1429.
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Ludolph van Ceulen izra¢unao je vrijednost broja m bez tehnickih pomagala na 35 decimala. Godine 1706.
je John Machin izra¢unao prvih 100 decimala koristeé¢i formulu

T _ Jarctan » — arct
— =4arctan — — arctan ——.
4 5 239
Z. Dachse je 1844. godine izracunao prvih 200 decimala. Godine 1735. Euler je dosao do sljedeée formule
koja omogucava rac¢unanje broja 7

2 1 n 1 n 1 n 1 n

6 12 22 32 42 7
Kada su se otkrila i pocela razvijati racunala broj tacno izracunatih decimala je naglo porastao. Tako je
danas poznato preko 50 trilijuna decimala.

1761. godine je J. H. Lambert pokazao iracionalnost broja m. To znaci da je decimalan prikaz broja m
beskonacan i neperiodican. Medutim, broj 7 se na viSe nac¢ina moze prikazati pomoc¢u beskonaénog veriznog
razlomka [8]. Tako vrijedi

1 12
T=3+ , m™=3+ 32
7+ 6+
15+ ! 6+ i
293 + ! 6+ v
1 92
1+
1+ . 6+ ..

F. von Lindemann je 1882. godine pokazao transcedentnost broja m. To znaci da se broj m ne moze dobiti
kao rjegenje algebarske jednaéine oblika a,z™ + a,_12" ' 4...+ a1z 4+ ag = 0 sa cjelobrojnim koeficijentima
an, # 0. Dokaz transcedentnosti broja m predstavlja jedan od znacajnijih otkriéa 19. stolje¢a i kona¢no
pokazuje da broj 7 nije konstruktibilan.

2. Priblizne konstrukcije broja 7

Definicija 2.1. KaZemo da je realan broj b konstruktibilan ako je mogudée lenjirom i Sestarom u konacéno
mnogo koraka konstruisati odsjecak duZine b.

Bitno je napomenuti da se lenjir koristi iskljucivo kao instrument pomocu kojeg se moze konstruisati prava
linija, ali kojim se ne mjere duzine.

Teorem 2.2. Svaki konstruktibilni broj je algebarski.

Drugim rije¢ima, svaki konstruktibilan broj je nula nekog polinoma s racionalnim koeficijentima. Dokaz
ovog teorema se moze pronadi u [2].

Kako je m transcendentan broj, to on nije algebarski, pa nije ni konstruktibilan. Medutim, postoje
priblizne konstrukcije broja 7, prilikom kojih se konstruisu odsjecci ¢ija se duzina poklapa s brojem 7 do
odredene decimale.

2.1. Konstrukcija Kochaniskog

Poljski matematicar Adam Kochaiiski (1631 — 1700) je dao konstruktivnu metodu za pribliznu kons-
trukciju broja m sa Cetiri tacne decimale. Kao $to je prikazano u [1], on se koristio ¢injenicom da je

1/% — 23 ~ 3,14533. Konstruide se kruznica s centrom u tacki A polupeénika 1, te poluprava Ap takva
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Slika 1: Konstrukcija Kochanskog

da sa AB zaklapa ugao od 30°. Odredi se tacka D kao presjek poluprave Ap i prave koja prolazi tackom B
a paralelna je s Ox—osom. Vrijedi

_|BD| V3 _ V3
"~ |AB| 3 37
Neka je E tacka na pozitivhom dijelu Oz—ose koja je od tacke C udaljena za 3 mjerne jedinice. Povucimo

normalu iz tacke D na osu z, te njeno podnozje oznacimo sa F'. Tada je |DF| = [BC|i|FE| = |EC|—|CF| =
|EC| — |BD|. Iz pravouglog trougla ADEF nalazimo duzinu duzi DE. Naime, vrijedi

2
4
|DE| = \/|[CB|2 + (|[EC| — |BD|)2 = |22 + (3 - Vf) = ,/30 — 23 ~ 3,141533.

2.2. Konstrukcija Spechta

Kao §to je prikazano u [5], Specht je 1836. godine dao konstruktiviu metodu za pribliznu konstrukciju
broja m, kojom se taj broj odreduje na pet tacnih decimala.

tan 30° |BD| =|AB| -tan30° =1-

\‘l—
il
B
0.5 1
\ P o
A o5 C1D 15 2 2.5 3

Slika 2: Konstrukcija Spechta

Neka je |[AB|=0,5, |AC| =1, |CD| =0,1i|DE| =0,2. Stavi li se |AF| = |BD|, onda je

V14
|AF| = /JAD 7 [ABF = \/{[ACT + [CDI? + [ABF = /I, 12 40,52 = V-0,

Neka je G tacka na Ox—osi takva da je FG||BE. Duz AG je priblizne duzine 7. Naime, na osnovu Talesovog
teorema (ili na osnovu sliénosti AAEB ~ AAGF) vrijedi
|AF|-|AE|  13v/146

AG| = - ~ 3,1415919.
461 |AB] 50 ’
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2.3. Konstrukcija Geldera

Jacob de Gelder je 1849. godine predstavio pribliznu konstrukciju broja m, kojom se taj broj odreduje
na Sest ta¢nih decimala, §to je prikazano u [6].

B

1 H G A 1 2

Slika 3: Konstrukcija Geldera

Neka je |AB| = |AC| =1, |AE| = I i tacka F na duzi CE tako da |CF| = . Neka je G podnozje normale
iz tacke F' na Oz—osu. Primjenom Talesovog teorema (ili primjenom slicnosti ACGF ~ ACAEFE) vrijedi

|CA|-|CF| _|CF|

CG| = = .
c6Gl |CE] |CE]

(1)

Konstruise se prava kroz tacku F paralelna s EG. Neka je H presjek Oz—ose i te prave. Ponovnom
primjenom Talesovog teorema (ili primjenom slicnosti ACHF ~ ACGE) je

|CGl-|CF|

|CH| =

Uzimajuéi u obzir (2) i (1) dobijamo

et ICFI jerr (D) 16

ICEl  ICEP 124 (1) 113°

|CH| =

Neka je I tacka na Oz—osi takva da je [HI| = 3. Tada je |CI| = |CH| + |HI| = 1% + 3 ~ 3.1415929.

2.4. Konstrukcija Hobsona

Slika 4: Konstrukcija Hobsona
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Hobson je u [4] pokazao metodu priblizne konstrukeije broja 7 kojom se taj broj odreduje na tri tacne
decimale. Neka je |AB| = |AC| =1, |AD| = 2, |AE| = § i |AF| = 3. Konstruisu se dvije polukruznice.
Jedna iznad Ox—ose s centrom u sredistu duzi DFE pre¢nika duzine |DE|, a druga ispod Ox—ose sa centrom
u sredistu duzi BF precnika duzine |BF|. Neka je presjeéna tacka Oy-ose i prve polukruznice tacka G, a
y—ose i druge polukruznice tacka H. Kako su L DGE i L BHF periferijski uglovi nad pre¢nikom kruznice,
na osnovu Talesovog teorema su trouglovi ADGE i ABHF pravougli trouglovi. Konstruise se prava p
kroz tacku H paralelna s Ox—osom. Neka je I presjeéna tacka te prave s pravom x = —1. Kroz tacku
G se konstruige normala na IG i s J se oznaéi presjecna tacka te prave s pravom p. Dobija se duz H.J
koja je priblizne duzine 7. S obzirom da je trougao AGI.J pravougli i GH okomito na I.J, vrijedi da je
|GH|?> = |IH| - |HJ| = |HJ|. Dalje je

(11| = (GA| + |AH|)* = (\ADI-TAE] + /[AB[ |AF| (,/ /1 ) 9+3\[~37l4164.

2.5. Konstrukcija Goodhue

Goodhue je 1974. godine dao konstruktivnu metodu za priblizno odredivanje broja m kojom se taj broj
odreduje na pet taénih decimala. Kao sto je navedeno u [3], konstruisSe se kruznica s centrom u koordinatnom
ishodistu polupreénika % is BiC se redom oznace presjecne tacke s y i Ox—osom. Konstruise se poluprava
Ap takva da sa pozitivnim smjcrom Oy-ose zaklapa ugao od 30°. Neka je D presjeéna tacka poluprave Ap
i kruznice. Ako je |[AE| = 3 i ako je F srediste duzi ED, onda je EF priblizne duzine 7 — 3.

Slika 5: Konstrukcija Goodhue

Primjenom Kosinusnog teorema na trougao AAED dobijamo

2 2
1 1 4—1
[EDP? = |EAP? + |AD> — 2. |EA| - |AD| - cosso°—<i> +< ) —2.3-5-‘/57375%,

10 2 10 2 100
odnosno
4—1
\ED| — 375\/3
10
Sada je
1 34 — 153
|[EF| = Z|ED| = Tf ~0,1415913 ~ 7 — 3.

2.6. Konstrukcija Srinivase Ramanujana

Kao $to je prikazano u [6], Srinivasa Ramanujan je dosao do ideje za pribliznu konstrukciju broja ﬁ
Neka je data kruznica s centrom u tacki O poluprec¢nika |PO\ |OR| = 1 i neka je H srediste duzi PO.
Osim toga, neka je T tacka na Oz-osi takva da je [T R| = =, a p prava koja prolazi tackom T i okomita na
preénik PR te neka je () presjecna tacka te prave i kruznlce
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Slika 6: Konstrukcija Ramanujana

Vrijedi
/5 1 5
TQ| = VIPT|-|TR| = 3°3= 3"

Nacrta se tetiva RS takva da je |RS| = |TQ|. Trougao APRS je, na osnovu Talesovog teorema, pravougli.
Primjenom Pitagorinog teorema vrijedi

|PS| =+/|PR]? — |RS|? =

Neka su N i M redom presjecne tacke normala iz tacaka T i O na tetivu SP. Dobijeni trouglovi APOM,
APTN i APRS su sliéni, odakle slijedi

PO|-|P 1
|PM|:|PO| = |PS|: |PR| —> |PM]|= % _ Tﬁ

|PT|-|PS|  5V31
|PR| 18

|PN|: |PT| = |PS|: [PR| = |PN|=

Dalje je

1 1 — 1 V31
IMN| = |PN| — [Py = Y31 _ V3L _ 5V =3Vl V3l

18 6 18 9
Na donjoj polukruznici se odredi tacka K takva da je |[PK| = [PM] i tangenta ¢ na datu kruznicu u tacki
P. Na tangenti ¢ se oznaci tacka L takva da je |PL| = |MN|, a zatim se konstruisu duzi RL, RK i LK.

Primjenom Pitagorinog teorema na pravougle trouglove APKR i APLR dobijamo

2
|RK|* = |PR|? — |PK|* = |PR)* — |PM|* = 2% — (m) _ 13
6 36
i
2
|RL|> = |PR|® + |PL|> = |PR|* + |MN|*> = 2% + (?) = zif
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Na duzi RK se odredi tacka C' takva da je |[RC| = |RH|, a onda se kroz tacku C' konstruise paralela u
odnosu na duz RL. Neka je presjetna tacka te paralele i duzi RL tacka D. Duzina duzi RD je jednaka
pribliznoj vrijednosti /7. Naime, zbog sli¢nosti trouglova ARKL i ARCD vrijedi

|RL| - |RC| 355
RD| =120 L 22
IRD| |RK]| 113

Kako je |RD|? = 330 ~ 3.14159292, to imamo da je duzina duz RD jednaka pribliznoj vrijednosti /7. Ako
se moze konstruisati /7 onda se moze konstruisati i 7.

2.7. Konstrukcija pomocu zlatnog presjeka

Pomodéu zlatnog presjeka se moze priblizno konstruisati broj m. Neka je |[AB| = |BD| =1 i C srediste
duzi AB. Neka je E tacka na Ox—osi takva da je |CE| = |CD|. Tada je |AE| = ¢, gdje je p = 1+T\/5 zlatni
broj. Neka je F' tacka na Oz—osi takva da je |[EF| =11 tacka G takva da je |[FG| = $|AF|. Kako je

1 6 6
|AG| = |[AE|+ 1+ 5 (1+]AE|) = g(l +|AE|) = 5 (14 ¢) ~ 3,1416,

to primjeéujemo da se duzina duzi AG podudara sa brojem 7 u tri decimale.

Slika 7: Priblizna konstrukcija broja 7 koristedi zlatni presjek

2.8. Konstrukcija Sokolowskog

Jos jedna zanimljiva priblizna konstrukcija broja 7 je konstrukcija koju je dao Alex Sokolowski. Kons-
truiSe se kruznica s centrom u koordinatnom ishodistu poluprecnika duzine 1, te Cetiri polukruznice polu-
prec¢nika duzine 1 ispod Oz—ose i Getiri polukruznice poluprecnika duzine 1 s lijeve strane Oy—ose. Neka su
tacke A, B, C, H 1 E oznacene kao na slici. Neka je D tacka na z—osi takva da je |[AD| = |AC|. Tada je

|AD| = |AC| = /JABP + [BOF = V2 + 12 = V5.
Takoder je
|OD| = |0A| + |AD| = 3+ V5.

Neka je F' tacka na duzi ED takva da je tacka H njena ortogonalna projekcija na Oy—osu. Sa G ozac¢imo
ortogonalnu projekciju tacke F' na Ox—osu. Zbog slicnosti trouglova AODE i AHFFE, te zbog ¢injenice da
je |HF| = |OG]| vrijedi

|OD| : |OG| = |OE]| : |HE|,
odnosno

|OD|-|HE|  (3+/5)-3

0G| = =
o OF)| 5

~ 3.14164.

Zakljuéujemo da se duzina duzi OG podudara sa brojem 7 na tri decimale.
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§

Slika 8: Konstrukcija Sokolowskog

Literatura
[1] B. Cekrlija: Vremeplovom kroz matematiku, GrafoMark, Banjaluka, 2001.
[2] R. Courant, H. Robbins: What is Mathematics? : An Elementary Approach to Ideas and Methods, Oxford University
Press, Oxford, 1996.
[3] J. P. Delahaye: m — Die Story, Birkhauser Basel, 1999.
[4] E. W. Hobson: Squaring the Circle: A History of the Problem, Andesite Press, Cambridge, 2017.
[5] Z. Kurnik: Geometrijske aproksimacije, Matematicko fizicki list, Izvanredni broj(J), 3-9
[6] A. Muminagi¢, J. Carstensen: Kvadratura kruga, Matka 25, br.100, 2016./2017.
[7] A. S. Posamentier, I. Lehmann: 7: A biography of the world’s most mysterious number, Prometheus Books, New York,

2004.
8] T. Strmecki, B. Kovaci¢: Matematicke konstante, 1. dio, Poucak 58, 73-77



EVOLVENTA (JAMTK) 5(2) (2022), 45-52 Publikovano od UM TK,
Udruzenje matematicara TK
Dostupno na: http://evolventa.ba
http://www.umtk.info

Sah u skole!

Nermin Okicié

Prirodno-matematicki fakultet Univerziteta v Tuzli, Tuzla

Sazetak: U ovom radu se prezentuje igra $ah kao odgojno-obrazovno sredstvo, isticuéi mnoge njegove
prednosti i koristi koje ima i koje moze dati u edukaciji. Specijalno, uradena je jedna takva prezentacija
na primjeru geometrije na Sahovskoj tabli.

1. Sah i skola

Sah je jednostavna igra za nauéiti. Ona se moze upraznjavati bez mnogo godina ucenja i bez zahtjeva
da se postane jak igra¢. Sve Sto pocetnici moraju uciniti je nauciti pravila igre i osnovne strategije. Neki
pretpostavljaju da oni moraju biti ”pametni” da bi igrali ovu igru, ali to nije istina. Iako ”veliki” Sahisti
imaju znacajno visoku inteligenciju, mnoga istrazivanja pokazuju da je praksa bolji prediktor Sahovske
vjeStine nego inteligencija.

Sah je aktivnost koja daje beskrajan potencijal za um. Sah razvija mentalne aktivnosti koje se koriste
tokom cijelog zivota. Mozemo spomenuti neke od tih aktivnosti, kao Sto su rjeSavanje problema, kriticko
razmisljanje, apstraktno zakljucivanje, stratesko planiranje, analiza, kreativnost, evaluacija i sinteza. Kao
instrument za uciti rjeSavanje problema i apstraktnom rasudivanju, sah mozemo koristiti veoma uc¢inkovito.
Ucenje kako rijesiti neki problem je vjerovatno vaznije od pronalazenja samog rjeSenja za odredeni problem.
Pomocu saha uc¢imo kako procijeniti kontekst, te u tom cilju razvijati osje¢aj kako se usredotociti na bitne
faktore, a otklanjati nebitne. Sah je vrlo uticajan jer je samomotivirajuéi. Igra privlaci ljude veé oko
2000 godina i ciljevi napada i odbrane koji rezultiraju Ssah-mat, podsticu nas da prodremo u nase mentalne
kapacitete ([4]). Medunarodni majstor i Sahovski novinar Malcolm Pein u Guardianu je napisao: "Ne postoji
nista takvo Sto zahtijeva male troskove i malo organizacije, a unistava tolike barijere. Starost, spol, rasa,
religija ... ne znace nista u Sahu. Svatko moze uzivati u ovoj igri.”

Nekoliko studija je analiziralo kognitivne i obrazovne prednosti u¢enja Saha. Parents magazin je obradio
rezultate iz skola New Yorka i Los Angelesa u kojima ucenici koji su igrali Sah postizu bolje ocjene iz jezika
i matematike od onih koji ne igraju sah. Cak i doktorske disertacije su radene na ovu temu i pokazuju
da ucenici koji su izabrali da igraju Sah postizu bolje rezultate na psiholoskim testovima, ukljuc¢ujuéi tu i
poboljsano kriticko i kreativno misljenje, od onih koji su izabrali aktivnosti kao §to su rad s racunarom,
kreativno pisanje ili igranje kompjuterskih igara. Strucnjaci iz ove oblasti pokazuju i isticu kako igra-
nje Saha moze dati i druge koristi kod ucenika, na primjer za poboljSanje vizualne memorije, pojacavanje
paznje i prosirivanje sposobnosti rasudivanja. Obrazovne i psiholoske studije otkrivaju brojne pogodnosti za

Ciljna skupina: svi uzrasti

Kljuéne rijeci: Sah, geometrija, metrika
Kategorizacija: Struéno-metodicki rad
Rad preuzet: decembar, 2022.
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djecu koja igraju i uée sah. Te su prednosti vidljive kod kvocijenta inteligencije (IQ), vjeStine rjesavanja pro-
blema, ¢itanja, paméenja, jezicke i matematicke sposobnosti, kritickog, kreativnog i originalnog razmisljanja,
vjestine odlucivanja, logike, koncentracije i sposobnosti da izazove i dostigne darovitost ucenika bez obzira
na njegove fizicke sposobnosti ili socioekonomske uslove sredine u kojoj zivi.

2014. godine Evropska $ahovska federacija (ECU) je pokrenula projekat za promociju i razvoj Saha kao
dijela djecije edukacije i formirala ” The Education Commission of the European Chess Union”. Njena uloga
je iznalazenje jakog i uspjesnog programa u svakoj zemlji ¢lanici, razmjenom znanja i resursa, te poticanje
medunarodne saradnje. Ona doprinosi i potpomaze javnu raspravu o ovome i lobiranju za Sah. Kao svoju
prvu zadacu komisija je 2015. sprovela anketu o koli¢ini aktivnosti Saha u skolama u 54 ¢lanice Sahovske
federacije. Rezultati su prikazani na Slici 1 ([2]).

I.I;ECU REZULTATI ANKETE

Lurapean Chess Lo Aktivnost f&aha u fkolama

»

{ r
P |
7 ' _

. Mema podataks
. Visoka
. Umjerena

Slika 1: Zastupljenost Saha u skolama.

2. Osnovno o Sahu

Sah je igra za dva igraca koja se igra na sahovskoj tabli, prema pravilima i zakonitostima koja su jedins-
tvena u cijelome svijetu, a propisala ih je Medunarodna Sahovska federacija FIDE (eng. International Chess
Federation, franc. Fédération Internationale des Echecs). Postoje mnoge teorije o porijeklu 3aha. Glavni
razlog za to je Sto su Sahovske table i sahovske figure pronalazene ¢ak u starim egipatskim i kineskim hra-
movima gdje su se o¢igledno koristile u pradavna vremena. Postojanje takvih artefakata ne znaci obavezno
i postojanje igre Saha kao takve pa je najradirenija, a i od FIDE (2009) priznata teorija, da je Sah nastao
u 6. vijeku u Indiji. Korijeni su mu u strateskoj igri koja se zvala c¢aturanga, $to znaci vojska. Tu vojsku
su predstavljale figure koje su ¢inile pjesadiju, konjicu, slonove i bojna kola koja naravno danas mozemo
uporediti s pjesacima, skakacima, lovcima i topovima u modernoj Sahovskoj igri. U to doba igranje saha
se §iri u Perziju i to pod nazivom shatranj. Arapskim osvajanjem Perzije Sah postaje predmetom i njihova
interesa. Sta viSe, sah se potinje proucavati iz matematicke i geometrijske perspektive, a sa time se pojav-
ljuju i prvi teoreticari ove igre (Najstarija partija Saha koja je zabiljezena, datirana je oko 900.-u godine, a
odigrana je izmedu jednog istoricara iz Bagdada i njegovog ucenika.). Preko Bizanta i Mediterana, Sah je u
9. vijeku stigao u zapadnu Evropu i u Rusiju a do 1000. godine $ah se §iri po cijeloj Evropi. Pravila igre su
dozivljavala odredene transformacije. Tako je pravilo da polazni potez pjeSaka moze biti jedno ili dva polja
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u naprijed uvedeno u Spaniji u 13. vijeku. Danasnja pravila svoju formu dobivaju krajem 15. vijeka. U
pocetku to je bila igra koja se igrala na dvorovima i medu plemiéima, a od 18. vijeka pocinje biti dostupna
sve §iroj populaciji.

Rekviziti za Sah su ahovska tabla i sahovske figure. Sahovska tabla je sastavljena od 64 polja, naizmjeniéno
obojena (uobicajeno) crno-bijelo. Mozemo redi i da je tabla sastavljena od osam vrsta i osam kolona. Kolone
numerisemo slovima a, b, ¢ d, e, f, g i h, s lijeva na desno. Vrste numerisemo brojevima 1, 2, 3, 4, 5,6, 7 i
8, odozdo prema gore. Time se dobija jedinstvena notacija svakog od 64 polja sahovske table (Slika 2 (a)).

Na 8ahovsku tablu postavljamo crne i bijele figure simetri¢no, kao sto je pokazano na Slici 2 (b). U
sahovskoj notaciji se koristimo i oznakama za figure: K - kralj, Q - dama (kraljica), R - top, S - skaka¢, L
- Lovac. Za pjesake ne koristimo nikakvu oznaku, osim polja na kome se nalazi.

123 4 e fgh

(1) Sahovska tabla (2) Figure na Sahovskoj ta-
bli

123 4cef gh

Slika 2: Sahovska tabla i sahovske figure.

Cilj igre je dovesti protivnickog kralja u poziciju da je napadnut, a da nema moguénost pomjeranja. To
je takozvana Sah-mat pozicija, a ova terminologija dolazi iz perzijske fraze Shah Mat koja u prijevodu znaci
"kralj je mrtav”. Igrac¢ koji je doveden u Sah-mat situaciju gubi partiju. Partija u kojoj ni jedan igrac¢ nije
doveden u Sah-mat poziciju, takozvana remi pozicija, zavrSava se remijem, to jest bez pobjednika.
Sahovska partija se neformalno dijeli u tri dijela: otvaranje, srediSnjica i zavrsnica. Opet u neformalnom
smislu, otvaranje predstavlja sahovsku teoriju, srediSnjica je masta a zavrSnica je matematika.

Odigrati prvi potez u 8ahu mozemo na 20 razli¢itih nacina dakle, postoji 400 moguéih pozicija nakon
odigravanja po jednog poteza svakog igraca. Nakon odigranih po dva poteza, moguéih pozicija je 72084,
nakon tri odigrana poteza veé je moguée preko 9 miliona pozicija. Prema izracunu American foundation of
chess postoji oko 169 518 829 100 544 000 000 000 000 000 moguéih kombinacija za prvih 10 poteza u Sahu.

3. Malo geometrije u Sahu

Kralj je najvaznija (ne obavezno i najjaca) figura u Sahu i koja najcéesée igra najznacajniju ulogu u
zavrénicama. Kralj se pomjera u jednom potezu jedno polje, u bilo kom od moguéih pravaca (Slika 3).

= N WA OO N ®

1 2 3 4 e f g h 1 2 3 4 e f g h

(1) 2)

Slika 3: Kretanje kralja.
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Ako se kralj nalazi na polju al, $ta je njegova najkrac¢a putanja do polja a8? Doéi do polja a8, rukovodeéi
se mogucénostima kretanja kralja, mozemo do¢i na mnogo nacina. Ne bismo bili u krivu, bar vizuelno, ako
zamisljamo da je najkrada putanja prikazana na Slici 4 (a) jer je to o¢igledno ”kraée” od putanje prikazane
na istoj slici (b).

1 2 3 4 e f g h 1 2 3 4 e f g h

(1) 2)

Slika 4: Kretanje kralja od polja al do polja a8.

Medutim, §ta mozemo re¢i o ”duzini” putanja prikazanih na Slici 57

= N WA OO N ®
= N WD OO N ®

1 2 3 4 e f g h 1 2 3 4 e f g h 1 2 3 4 e f g h

(1) (2) (3)

Slika 5: Jo$ kretanja kralja od polja al do polja a8.

Treba primijetiti da u svim gornjim putanjama kralja od al do a8 (osim Slika 4 (b)), kralj napravi 7
poteza, te su u kontekstu ”"broja poteza” sve ove putanje ”iste duzine”. Ovo nas vodi ka jednoj ideji
mjerenja rastojanja na Sahovskoj tabli, gdje su objekti izmedu kojih mjerimo rastojanje Sahovska polja.
Neka su z i y polja Sahovske table (numerisana po kolonama slijeva udesno slovima od a do h i po vrstama
odozdo ka gore brojevima od 1 do 8). Oznacimo udaljenost izmedu ovih polja sa d(x,y), a definisimo je sa

d(x,y) = minimalan broj poteza da kralj sa polja x dode do polja y.

Na dijagramu lijevo su za primjer prikazane udaljenosti polja ¢6 od svih
ostalih polja na tabli. Ovakvo mjerenje rastojanja izmedu Sahovskih
polja ima za posljedicu da poznata nam Pitagorina teorema ovdje ne
vrijedi.
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Zaista, ako posmatramo polja ¢3, ¢3 i ¢7, onda imamo sljedece:
d(c3,g3) = 4, d(g3,97) = 4, ali i d(e3,9g7) = 4. Dakle, sva tri ova
rastojanja su jednaka te ocigledno nesto ne stima sa Pitagorinom te-
oremom (Kvadrat nad hipotenuzom to zna svako dijete jednak je zbiru
kvadrata nad obje katete)! Ovo ipak ne treba da nas niti ¢udi niti za-
brinjava. Ovakav dogovor o mjerenju rastojanja je sasvim u redu.

Sta vise, ovakva metrika je veoma poznata i naziva se Chebyshevljeva metrika, a uobi¢ajena je na konacnodi-
menzionalnim vektorskim prostorima i zadata je kao najveca vrijednost koordinatnih razlika za dvije tacke
Cije rastojanje mjerimo.

Ovo razmatranje o mjerenju rastojanja na Sahovskoj tabli koristimo u sahovskim zavrsnicama kada odredujemo
da li kralj moze ”sti¢i” protivnickog pjesaka. U pitanju je poznato Sahovsko pravilo kvadrata. Markiramo
polja na tabli koja ¢ine kvadrat, odreden sa brojem polja potrebnih za izlazak (promociju) pjesaka na zavrsni
red (Slika 6).

= N W N O N ®

1 2 3 4 e f g h

3)

Slika 6: Odredivanje kvadrata u odnosu na pjesaka.

Pravilo kvadrata govori da kralj moze sti¢i protivnickog pjesaka prije promocije ako i samo ako se nalazi
unutar ovim pravilom odredenog kvadrata. Da je to tako, treba samo primijetiti da je broj poteza kralja
iz bilo kojeg polja markiranog kvadrata do polja promocije pjesaka (udaljenost kralja od polja promocije)
manji ili jednak broju poteza pjesaka do njegove promocije (udaljenost polja na kome se nalazi pjesak do
polja za promociju)(Slika 7).

123 4 e fgh 123 4 e fgh

123 4cefgh
(1) Crni kralj ne ”stize”. (2) Crni kralj ”stize”. (3) Crni kralj ne ”stize”.

Slika 7: Polozaj kralja u odnosu na kvadrat.

Naravno da su ovakva geometrijska pravila od izuzetne vaznosti za dobro igranje Saha. Ona nam prije
svega daju kvalitetniji na¢in razmisljanja, ali nam i olakSavaju “racun” u Sahu (prisjetimo se da je zavrsnica
sahovske partije matematika). Posmatrajmo na Slici 8 (a) poznatu Retijevu kompoziciju,
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Slika 8: Bijeli vuce i remizira.

Pravilo kvadrata nam govori da se crni kralj nalazi unutar kvadrata bijelog pjesaka, ali bijeli kralj se nalazi
van kvadrata crnog pjesaka (Slika 8 (b)).

Prvi potez bijelog kralja ima za cilj kretanje ka kvadratu crnog pjesaka, ali i ka bijelom pjesaku. To se
ostvaruje sa potezom 1.Kg7. Sada ¢emo posmatrati dva nastavka.
I varijanata: Ako crni odigra 1.... Kb6. Tada bijeli igra 2.Kf6 sa istim ciljem kao i u prvom potezu (Slika
9 (c)). Ako sada crni uzme bijelog pjesaka na c6 (2....Kc6:), bijeli igra 3. Kg5 i osvaja crnog pjesaka (Slika
9 (d)). Zato crni nece igrati 2...Kc6 nego 2....h4 sa ¢ime se njegov kvadrat pomjera (Slika 9 (e)).

1 2 3 4 e f g h 1 2 3 4 e f g h

(4) (e) ()

1 2 3 4 e f g h

1 2 3 4 e f g h

(2) (M)

Slika 9: RjeSenje Retijevog problema.

I treéi potez bijeloga je odreden istim ciljevima kao u prvom i drugom potezu, 3.Ke5 (Slika 9 (e)). Ukoliko
crni igra 3....h3, jasno je da bijeli kralj viSe ne moze uéi u kvadrat crnog pjesaka, ali on tada kreée ka
bijelom pjesaku i igra 4. Kd6 (Slika 9 (f)). Ako crni igra 4....h2, bijeli ée igrati 5.¢7 i vidimo da oba igraca
promoviraju pjesake u isto vrijeme te se partija zavrSava remijem (Slika 9 (g)). Ako crni u treéem potezu
odigra 3....Kc6:, jasno je da tada bijeli igra 4. Kf4 i time ulazi u kvadrat crnog pjesaka (Slika 9 (h)).

IT varijanata: Crni je naravno mogao odmah u prvom potezu razmisljati da ide svojim pjeSakom u pro-
mociju, 1....h4. Tada bi bijeli nastavio istim razmisljanjem i odigrao bi 2.Kf6. Ako crni nastavi sa 2....h3,
tada 3.Ke7,h2, 3.c7, Kb7. Bijeli tada igra 3.Kd8 i oba pjeSaka se promoviraju u dame istovremeno.

U narednim problemima koji su dati za vjezbu, treba razmisljati ”po principu kvadrata”, to jest kako
odigrati, a da kralj dode u kvadrat protivnickog pjesaka.
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Zadatak 3.1. Ako je bijeli na potezu dobija, ako je crni na potezu remizira!

123 4cef gh

Zadatak 3.3. Bijeli je na potezu. Da li mu odgovara izmjena topova?

1 2 3 4 e f g h

Zadatak 3.4. Crni vuce i remizira!

123 4cef gh

Zadatak 3.5. Bijeli vuce i remizira!

Zadatak 3.6. Crni vuce i remizira!

1 2 3 4 e f g h
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4. Zakljucak

Zahvaljujuéi svom pedagoskom potencijalu, Sah se sve vise koristi kao odgojno-obrazovno sredstvo te se
kao takvo primjenjuje u mnogim Skolama u svijetu (primjer Armenije, gdje je $ah obavezan predmet).
Buduéi da je potvrdena (razne ankete, stru¢ni radovi pa i doktorske disertacije [3], [4], [5], [6],[7]) korist
koju bavljenje sahom moze imati kod ucenika, treba teziti ka tome da sto vise skola u ponudu svojih izvan
nastavnih aktivnosti ukljuci i sah, sto je tendencija u mnogim drzavama u Evropi, pa i u svijetu. Jedna od
glavnih teskoca u ostvarivanju tog cilja je osposobljavanje i/ili obrazovanje Sahovskih ucitelja, koji bi bili
osposobljeni za vodenje Sahovske aktivnosti u skoli. Kao sto je to i nekada bilo, a i danas, Sah uglavnom
poducavaju uposlenici §kola koji su inace zaljubljenici u ovu drevnu igru. Ponekad je argumentacija nemanja
ove aktivnosti problem nedovoljne tehnic¢ke opremljenosti za Sah, ali s obzirom na skromne financijske
zahtjeve Saha, to je svakako manji problem, koji bi sve Skole trebale modéi rijesiti uz minimalnu pomoé
nadleznog ministarstva, postojecih Sahovskih klubova lokalne zajednice ali i sa projektima prema Evropskoj
sahovskoj federaciji.

Kao §to se vidi iz [2], BiH odnosno Sahovska zajednica BiH nije bila uklju¢ena u ispitivanjima. Na zalost,
stanje Saha u BiH moglo bi se nazvati porazavaju¢im. Pocev od ¢injenice da ne postoji krovna Sahovska
organizacija na nivou BiH (postoje tri odvojene), a time i potpuni nedostatak interesa za aktiviranjem Saha
u skolama, do toga da se organizacija takmicenja bilo kog nivoa i turnira vodi vise stihijski nego planski, i ne
¢udi sto je stanje takvo. Upravo ¢injenica da su rijetke (izuzetno rijetke) skole u kojima se $ah upraznjava u
bilo kom obliku, dovodi do toga da se ne stvaraju ni nove generacije Sahista, a time i do ”izumiranja” Saha,
te drevne igre.
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Zabavna matematika

Zadatak 1. Svako polje Sahovske ploce zauzima kralj. Svaki (bas svaki) se kralj nasumicno pomice na neko
susjedno polje. Pretpostavimo da svako polje moZe primiti vise od jednog kralja. Koji bi najveéi broj praznih
polja mogao ostati?

Zadatak 2. Postaviti dvanaest skakaca na Sahovsku tablu, tako da svako polje table bude "napadnuto” ili
zauzeto skakacem.

/ Kretanje skakaca!

72
a b c d e f g h

Zadatak 3. Podjeliti Sahovsku tablu na 16 kvadrata tako: da svi kvadrati budu istih dimenzija n X n, da
ima bar jedan kvadrat dimenzije 7 X 7, da ima bar po jedan kvadrat dimenzija 5 X 5 1 3 X 3 1 da ima osma
kvadrata dimenzije 2 x 2. (Smisliti jo§ neki nacin podjele!)

Jedna od podjela sa kvadratima 2 x 2.

a b c d e f g h

Zadatak 4. Jedna iahovska ploca ima povrsinu 17 dm? i 64 cm?. Kolika je povrsina i koliki je obim jednog
polja ako udaljenost izmedu rubova Sahovske ploce i rubova krajnjih polja iznosi 1 cm?

Zadatak 5. Na koliko se nacina moZze izabrati jedno crno i jedno bijelo polje na Sahovskoj ploci tako da se
ne nalaze u istoj vrsti niti u istoj koloni?

Ciljna skupina: svi uzrasti
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Nagradni zadatak: Topovi

Na koliko na¢ina mozemo rasporediti 8 topova na Sahovsku tablu, tako da se oni medusobno ne napadaju?
Ovaj zadatak je klasi¢ini kombinatorni problem na $ahovskoj tabli. Do rjeSenja dodimo postupno. Naime,
razmi$ljajmo o postavci prvog topa, dakle na praznu tablu. Postaviti ga mozemo na 64 nacina, i pri tome
je 64 = 82. Postavljeni prvi top zauzima jednu vrstu i jednu kolonu Sahovske table, tako da u tu vrstu i
kolonu ne mozemo postavljati vise topova. Time je zauzeto 8 + 8 — 1 = 15 polja, pa drugog topa mozemo
postaviti na preostalih 64— 15 = 49 polja, to jest na 49 = 72 nacina. Sa tim ée biti zauzeto jo§ 7T+7—1 = 13
polja. Dakle, treéeg topa mozemo postaviti na 49 — 13 = 36 = 62 polja. Potpuno analognim razmisljanjem
imamo da Getvrtog topa mozemo postaviti na 25 = 5% polja, petog na 16 = 42 polja, Sestog na 9 = 32
polja, sedmog na 4 = 22 polja i posljednjeg osmog na 1 = 12 polje.

Kako topovi nisu ni¢im oznacini, to je onda broj mogucéih rasporeda dat sa

12.22.3%.42.5%.67-77-8%  (81)?

3l T 40320.

=N WA OO N ®

Zadatak. Upisimo na 64 polja Sahovske ploce redom brojeve od 1 do 64, tako da u prvu vrstu upiSemo
brojeve od 1 do 8, u drugu vrstu brojeve od 9 do 16 (slijeva udesno) i tako do osme wvrste. Proizvoljno
postavimo 8 topova (na jedan od 40 320 nacina) tako da nijedan ne napada drugoga. Koliki je zbir brojeva
onih polja koja zauzimaju postavljeni topovi?

Za nagradni zadatak iz prethodnog broja EVOLVENTE nismo dobili niti jedno ta¢no rjesenje,
tako da i taj zadatak joS uvijek vrijedi kao nagradni.

Ciljna skupina: svi uzrasti
Rjesenje zadatka dostaviti najkasnije do 01.06.2023. godine, putem e-maila ili na adresu ¢asopisa (postom)
Prvo pristiglo, ta¢no i potpuno rjesenje bit ¢e nagradeno novéanom nagradom od 50 KM.
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