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Uvodna ryec

Udruzenje matematicara Tuzlanskog kantona (UM TK) u 2018. godini je
pokrenulo stru¢no-metodicki ¢asopis EVOLVENTA (JAMTK). Ime ¢asopisa
potje¢e od imena poznate krive u matematici (kriva koja tangente neke date
krive sijete pod pravim uglom naziva se evolventom te krive, vidjeti web
stranicu https://en.wikipedia.org/wiki/Involute).

Casopis FEvolventa je namijenjen ucenicima i nastavnicima osnovnih i
srednjih skola, te studentima prvog i drugog ciklusa studija. Sadrzi strucne
radove iz matematike, informatike i metodike nastave matematike i
informatike, ali i teme iz drugih podrucja ako su na neki na ¢in povezane s
osnovnim profilom ¢asopisa. Takoder sadrzi stalnu rubriku Kutek za zadatke,
namijenjenu ucenicima osnovnih i srednjih skola. U okviru ove rubrike stalno
su prisutni sadrzaji zabavna matematika i nagradni zadatak, a povremeno se
mogu pojavljivati i drugi sadrzaji poput zadataka sa zajednickih maturskih
ispita, odnosno zadataka s kvalifikacionih ispita na fakultetima Univerziteta u
Tuzli i sl. Za prvo pristiglo, potpuno tac¢no, rjeSenje nagradnog zadatka
predvidena je adekvatna nagrada.

Casopis Evolventa iskljucivo je finansiran sredstvima donatora, sponzora i
sredstvima Udruzenja matematicara TK i dostupan je jedino u online formi na
web stranici UM TK: www.evolventa.ba. U 2019. godini, kao i u 2020. godini,
casopis ima samo po jedno izdanje. Razlog tome je $to smo cekali registraciju
casopisa u NUB BiH i dodjelu ISSN broja, a s§to je pozitivno rijeSeno u
septembru 2020. godine. Ubuduée planiramo da ¢e ¢asopis imati minimalno
dva izdanja godisnje.

Pozivamo citatelje, a posebno nastavnike, ucenike, studente i clanove
Udruzenja matematicara TK da Salju svoje radove za objavljivanje u ¢asopisu
Evolventa. Pri tome se treba strogo drzati uputa sadrzanih na web stranici
UM TK.

Urednicki odbor casopisa i Predsjednistvo UM TK se posebno zahvaljuju
kolegicama i kolegama, nastavnicima i asistentima, s Odsjeka matematika
Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta u Tuzli za veliku podrsku u
objavljivanju ¢asopisa Evolventa.

U Tuzli, novembar 2023. godine

Urednistvo
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Metod snizavanja reda pri rjeSavanju linearnih diferentnih
jednadzbi s varijabilnim koeficijentima

Mehmed Nurkanovié¢!, Mirsad Trumié?

! Prirodno-matematicki fakultet Univerziteta u Tuzli, Odsjek matematika
2JU Poljoprivredna i medicinska skola Bréko distrikt BiH

Sazetak: U radu se razmatra moguénost primjene metoda snizavanja reda linearnih diferentnih
jednadzbi s varijabilnim koeficijentima kao analogona istoimenog metoda pri rjeSavanju diferen-
cijalnih jednadzbi. Metod je ilustriran na nekoliko odgovarajuéih primjera.

1. Uvod

Pri rjeSavanju linearnih diferentnih jednadzbi, bilo s konstantnim ili varijabilnim koeficijentima,
uglavnom se koriste standardni metodi rjeSavanja: metod neodredenih koeficijenata, metod va-
rijacije konstanti, metod generirajué¢ih funkcija, metod stepena padajuéih faktorijela, metod Z-
transformacije. Medutim, osim tih metoda, moguce je koristiti metode diferencijalnih jednadzbi,
kao $to su: snizavanje reda jednadzbe, opéi metod faktorizacije operatora, metod invarijanti ili
Lieve simetrije [1, 2, 4, 5, 7, 8]. Tako je u teoriji obi¢nih diferencijalnih jednadzbi poznato da se
pogodnom smjenom linearna diferencijalna jednadzba k-tog reda moze svesti na linearnu diferen-
cijalnu jednadzbu reda k — 1, to jest moguée joj je sniziti red. Naime, ako je linearna diferencijalna
jednadzba oblika

y®) 1 (2)y Y 4 L+ pr(x)y = b(x) (1)

i ako nam je f(z) rjeSenje njoj odgovarajuée homogene jednadzbe, onda se smjenom y = f(x)z,
gdje je z = z(x) nova nepoznata funkcija, diferencijalna jednadzba (1) svede na linearnu diferen-
cijalnu jednadzbu reda k — 1. Pokazat ¢emo da se isti metod moze primijeniti i na slu¢aj obi¢ne
linearne diferentne jednadzbe s varijabilnim koeficijentima [1, 7]. Uzmimo jednostavan slu¢aj takve
jednadzbe drugog reda

Un+2 + Anlint1 + bptn =Ty, by # 0. (2)

Ciljna skupina: srednja skola

Kljucéne rijeci: diferentne jednadzbe, metod snizavanja reda, konvergencija
Kategorizacija: Strucno-istrazivacki rad

Rad preuzet: august, 2023.
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Pretpostavimo da je f, neko rjeSenje odgovarajuée homogene diferentne jednadzbe tako da f, i
fn+2 nisu nule za sve n = 0,1, ... Zamjenom u,, = frv, u (2) dobijamo

frnt2Vns2 + an fnt1Ung1 + bp fovn = 7y, (3)

§to nije jednostavnije od diferentne jednadzbe (2). Zato uvodenjem smjene w, = Av, = v 41 — Uy
u (3) dobijamo

fn+2 (wn—i-l + Un+1) + anfn-&-l”n—i—l + bnfn (Un+1 - wn)
= fat2wnt1 — bnfown + (fn—l—? + anfar1 + bnfn) Un+1 = Tn-

Zbog pretpostavke za f, vrijedi
fn+2 + anfn-‘rl +bnfn = 0.
Time ée se (3) svesti na diferentnu jednadzbu
fn+2wn+1 - bnfnwn = Tn,
§to je linearna diferentna jednadzba prvog reda (dakle, snizili smo red jednadzbe (2) za jedan),
koju mozemo rijesiti na uobic¢ajeni nagcin.
Naravno da je ovdje jedan od kljuénih problema pogoditi niz f,,.
2. Primjeri primjene metoda snizavanja reda

Metod snizavanja reda pri rjeSavanju linearnih diferentnih jednadzbi s varijabilnim koeficijentima
ilustrirat éemo na par primjera koji su navedeni kao problemi za rjesavanje u [1].

Primjer 2.1. ([1], Problem 1.12 (c)) Rijesiti diferentnu jednadzbu
1 1 1
n n n

Rjesenje: Uz malo truda moguée je uociti da je jedno rjesenje odgovarajuée homogene jednadzbe
za datu jednadzbu oblika f, = n+1, buduéi da se homogena jednadzba moze napisati u pogodnijem
obliku

Nupt2 — (3n + Dupt1r +2(n + Duy,, =0

Uvodenjem smjene u, = (n + 1)v, u (4) se dobije jednadzba
(n+3) 341 (n+2) vofigl (n+1) !
n Unto — =) (n Un =) (n Up = —,
+2 n i n n
odnosno

(n+3) (vpt2 — Vpt1) — 2 (1 + i) (n+1) (vpg1 —vp) = %



M. Nurkanovié, M. Trumié / EVOLVENTA (JAMTK) 6 (1) (2023) 4

Nakon smjene w,, = v,11 — Upn, dobije se

n+1)(n+1 1
(n+ By — 2 DD L
n n
odakle je
2(n+1)32 1
Wn+1 =

(n+3)nwn+n(n+3)'

Posljednja jednadzba je linearna diferentna jednadzba prvog reda sa varijabilnim koeficijentima
¢ije je opée rjesenje oblika (v. [2-6])

. (+1) i+1) 1
<H1 z+3> +Z<H (z+3)>k(k+3)' (5)

=k+1

Sredivanjem prvog sumanda u posljednjoj jednadkosti dobijamo

<’ﬁ2(i+1)2>w __ 27t 2"
i+ 3 1_@@_1)! YTt D27

=1

S druge strane, za drugi sumand vrijedi

"i H N ”i znkl( D2k!(k + 3)! 1
(i+3)i k+3 (k+1))2(n— D (n+2) k(k+3)

k=1 \i=k+1 k:l

o)) R RRI(k+3) 1

_(n—l)!(n+2)!k:1 (E+1)N2 k(k+3)

B 2n—1p ~27k(k +2)
C(n+1)(n+2) = k(k+1) (6)

Metodom parcijalnog sumiranja (v. [2, 4]) odredimo sumu u (6)

"i k:+2 =)k r2) = An = () k+1)

n—1 k n
1 k+2
= [zrurlt — ;Amkyk-&-l = l— <2> —
1 n -+ 2 1\" 1
—‘<2> . +(2> T3

3
2
"+ 2 1 1
=~ \5 9 “on—1,, + 1.
Sada imamo

n—1 2 1 Qn_ln 1
kz—1<11;[+12 ) k(k +3) (n+1)(n+2)<2n1n+1>
_ 1 _i_l 2™n -
m+1)(n+2) 2(n+1)(n+2)
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pa je
2"n, 3 1 1 2"n,
A Dm0 T ) +2) T2 )t

Wp =

S obzirom da je w, = Av, = A—=u,, dalje imamo

n+1
1 2"n 3 1 n 1 2"n
Uy = w1 — -
n+1 m+1D)(n+2)"" (n+1)n+2)  2(n+1)(n+2)
1 2"n, 1 1 2"n,
— — U, =3w A ——— A ATl
n+1 D) +2) m+D(n+2) 2 (h+1)n+2)

2™n _ 1
= (0 3) 8 e A ey

Koristedi ¢injenicu (v. [2, 4])

n—1 n—1
A (Zak> =a, = A (a,) = Zak +C,

k=1 k=1
i uzimajuéi za C = 0, $to je moguée jer je u (8) veé ukljuéena odgovarajuéa konstanta, imamo

n—1

2k

_ 2™n
A 1(n+1)(n+2) kZ::(k+1)(k:+2)’

odakle primjenom metoda parcijalnog sumiranja dobijamo

T = k28 = Ay = (k4 2)2F

n—1
2 k+1 k+2)

_ 1 _ —2 _ 1
Ayk—m—k( V==
K2k 1" R (k + 2)2F
xkyk ZAIkylHl {_k+1]1+ (kT
k=1
n2" nol n2"
=— 1 ok — " 1.
n%—ljL +kzl TL—|—1+

S druge strane, prema definiciji padajuéeg faktorijela s negativnim eksponentom (v. [2, 4]), imamo

I S )
(n+1)(n+2)

te koriste¢i osobinu inverznog delta operatora A~1: A~! (t(“)) = tf:ln, a # —1 1 izostavljanjem
dodatne konstante, dobije se da vrijedi

Al 1 [t n__LJrl
(n+1)(n+2) | k+1];, n+1 2

Uvrstavanjem dobijenih rezultata u (8) dobijamo
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L 30p 4 n2 g g4 1!
Up = | Bw1+ ) | — - - =
ntl ™ 175 n+1 ntl 2’

odnosno

= <3w1+;> (2”—(n+1))+1—%(n+1)

_ <3w1+;> 2" (3w — 1) (n+1)+ 1.

Zamjenom konstante wy = vg — v = %2 — 4 dobijamo kona¢nu formu rjesenja date jednadzbe

3 1 3
Uy, = <u2_2u1+2>2n_<u2_2u1_1> (n+1)+1.

O
Primjer 2.2. ([1], Problem 1.12 (a)) Rijesiti diferentnu jednadzbu
2n+3 n+1
Up4+2 — mun-H + mun =1, n>0. (9)

Rjesenje: Pripadajuéa homogena jednadzba ima jedno rjesenje f, = 1. Uvodedi smjene u, = vy,
1wy = Ung1 — Up = Upt1 — Un, onda (9) dobija sljedeéi oblik

n+1( ) =1
Upt2 — Uptl — —— (Upt1 — Up) =
n+2 n+1 n~+2 n+1 n )
odnosno
n+1
= — 1.
Wn41 7l+_2wn'+

Dobili smo linearnu diferentnu jednadzbu prvog reda ¢ije je opcée rjeSenje oblika

n71.4_1 n—1 n—1 1
e <H§+z>°"0+kz< 11 Z+2>'1

=0 =0 \i=k+1

1 1 = 1 1 ((n—1)n
- k+2) = 2
wo + Z( +2) n+1w0+n+1< + n)

1 n(n+3
A n — - 5
tn = oy u0)+2(n—|—1)
odnosno
n—1 n—1
_ 1 1 {n(n+3) 1 1 k(k +3)
.= —un AL AL 2220 — — —_— = . (10
tn = (1 — o) <n+1>+ <2(n+l)> (—w)2 37 +3 2 gy (W0
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Kako je
”ik(m:z)_"i(kH_ 2 )_n(n D 4o 2”21 1 (n+3)_2"§ 1
— (k+1) — E+1 2 k0k+1 2 =kt
z (11) se dobija
n—1 n—1
1 1 (n(n+3) 1
n — - - -2 — |,
o = (1 “O)Zk+1+2< 2 Zk+1>
k=0 k=0
odnosno
n(n +3)
Up = u1 —up — Z k‘ T 1 4 .
O
Primjer 2.3. ([1], Problem 1.12 (b)) Rijesiti diferentnu jednadzbu
2n+3 n
Un42 — mumrl + — nrl Up = 3(71 + 3) n > 0. (11)

Rjesenje: Nije tesko zakljuciti da je f, = n + 1 rjeSenje odgovarajuée homogene jednadzbe za
datu jednadzbu. Uvodenjem smjene u,, = frv, = (n + 1)v, dobija se jednadzba
n+3

(n+3)vng2 — 12

n
(n+ 2)vp41 + " (n+ 1)v, =3(n+ 3),
odnosno

(n+3)vpta — (2n 4+ 3)vpt1 + noy, = 3(n + 3).
To se moze pisati i u obliku jednadzbe po Av,

(n 4 3)(vnt2 — Un1) = n(Ung1 — vp) = 3(n + 3),
odnosno u obliku linearne diferentne jednadzbe po wy,

(n+ 3)wng1 — nwp = 3(n + 3)
ili

n

Wn+1 = o 3Wn + 3.

Njeno opce rjesenje je

o= (k)= S (T 55):

i=k+1
1 2 n k+1 k+2 n—1
_<4'5"” +2>w1+32(k+4 k+5"”'n+2)
_ 6(n—1)! (n—1)! « (k+3)!
B (n+2)!w1+3(n+2)!; k!
6 3 n—1

= w1+

(k +3)(k + 2)(k + 1).

(n+2)(n+1n &

=~
Il
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Kako je koristeéi osobinu djelovanja inverznog delta operatora na stepen padajuéeg faktorijela (v.

2, )
n—1 n n
_ Al @ -1 @ -1 @
S k+3)k+2)(k+1)=A"(k+3)P] = 1B+ = (m+3)% -6,
k=1 1 1
dobijamo
2 1
wn = 0 oL + [(n+3)(n+ )(n+ >n6]
(n+2)(n+ 1)n (n+2)(n+1)n 4
6&)1 — 18 3
=+ - 3).
(n+2)(n+1)n * 4(n—|— )
Zamjenom
1
wp = Av, = An+ 1un
iz posljednje jednakosti slijedi
1 6wy — 18 3
n — n 3 )
1 T r e T 1t
odakle je
1 _1 1 3. 9. 4
—u, = — ——— +-A —-AT1. 12
m (6w — 18)A (n+2)(n+1)n+4 n+4 (12)
Kako je (v. [2, 4])
1 1 " 1 1
(n+2)(n+1)n 2( ) 1 2n(n—|—1)+47

1
A™lp = in(n —1),
A1 =n—1,

zamjenom u (12) dobije se

1 1 1
— oy, = — 1 -
pygin = (e 8)(2(n+1)n 4) *

odnosno

nin—1)+ %(n - 1),

DO | =

3
1

U = — (6w — 18) (;n _ %(n + 1)> + g(n F1)n(n—1) + %(n +1)(n—1).

Imajuéi na umu da je

1 1
W] =Vy— V] = -Uz — —U
1 2 1= gU2 = 5u,
konaéno dobijamo trazeno rjeSenje
(n—1)(n+2)

Up = (2ug — 3uy — 18) +§(n+1)n(n71)+%(n+1)(n—1).

n
O

Primjedba 2.4. Uoc¢imo da za nizove koji su rjesenja jednadzbi u prethodnim primjerima moZemo
zakljuciti da divergiraju ka 4o00.
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Geometrijski dokazi trigonometrijskih jednakosti

Alija Muminagié¢!, Jens Carstensen?

1 .
penzioner, Danska
2penzioner, Danska

Sazetak: U ovom radu dajemo dokaze nekih trigonometrijskih jednakosti geometrijskim meto-
dom, sto u redovnoj nastavi ¢inimo vrlo rijetko.

1. Uvod

Napomenimo da je trigonometrija vazan i jak alat za nauku i tehniku. Medutim, u posljed-
nje vrijeme autori programa iz matematike nalaze prostor za uvodenje "novih stvari”, izbaciva-
njem nekih trigonometrijskih sadrzaja. Istina, uvodenjem digitrona i racunara, opravdano su izos-
tala izraCunavanja upotrebom tablica, a sredstva za crtanje grafova pruzaju dinamicke alate koji
ucenicima znatno olaksavaju izucavanje trigonometrije. Pitanje je da li je dovoljno provjeravati
(dokazivati) samo osnovne trigonometrijske identitete ili i komplikovanije, §to se sada izbjegava.

Poznati francuski matemati¢ar Jean Alexandre Evgene Dieudonne (1906.-1992.) je rekao da
je vedina trigonometrijskog sadrzaja vazna za samo tri zanimanja: astronome, geometre i pisce
udzbenika iz trigonometrije.

Ovdje zelimo pokazati kako trigonometrija moze pruziti estetsku privla¢nost mnogim ucenicima,
zainteresovanim za njezino proucavanje.

2. Primjeri dokaza trigonometrijskih jednakosti geometrijskim metodom

I ; -1 o o sin10° _ 1 o
Primjer 2.1. Dokazati da je 5tg40° + tg10° + S A0° — 518 60°.

Rjesenje: Posmatrajmo pravougli trougao A ABC, sa uglovima ¢ ABC = 30°, $BAC = 60° i
JACB = 90°. Neka je |AB| = ¢, |AC| =b i|CB| = a (Slika 1). Trougao A ABC' je polovina
jednakostrani¢nog trugla, pa je

c=2b. (1)

Ciljna skupina: srednja skola

Kljucéne rijeci: trigonometrijske jednakosti, geometrijski metod
Kategorizacija: Strucno-istrazivacki rad

Rad preuzet: august, 2023.
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Odaberimo tacke D i F na kateti BC, tako da je
JCAD = 40° 1 SDAFE = SEFAB = 10°, i neka je
|CD| =z, |DE| =y i|EB| =z (vidi sl. 1.). Tako
je

|IBC|=a=x+y+ =z (2)

U pravouglom truoglu A ACD je:

11

tg40°:%<:>x:b-tg40° i (3)
cos40° = b < |AD| = b (4)
|AD| cos40° Slika 1.
Sinusna teorema primijenjena na trouglove AADE i A AEB daje:
y  |AD| _ |AD|-sin10° (4) sy - Sin10°  b-sin10°
sin10°  sin40° ~ sind0° sin 40° ~ sin40° - cos 40°
2b - sin 10° 2b - sin 10° 2b - sin 10°
= = = = 2b . t 100 5
25in 40° - cos 40° sin 80° cos 10° & (5)
z c c-sin 10° 2b - sin 10°

= = ———— = (zb 1) i sin140° =sin40°) = ———— 6

Sn10°  snia0r < 2T sniape -~ (7Pog (1) i sin sind0%) == e+ (©
U trouglu A ABC je
tg 60° = % = a=b tg60°
(zbog a=xz+y+2) < x+y—+z=>b tg60°
2b - sin 10°
3),(5)1(6)) < b-tg40° +2b-tg10° + ———— = b - tg60°
((3),(5)1(6)) g40° +2b- tg 10° + — g
1 in 10°
= —tgd0° +tg10° + 2h T — 49 60°, gee.d. 0
2 sin 40°

Primjer 2.2. Dokazati da je sin 54° = sin 18° + %

Rjesenje: Neka je trougao A ABC pravougli sa uglovima ¢ BAC = 54°, SCBA = 36° i <ACB =
90° (Slika 2). Dalje, neka je hipotenuza |AB| = 1 i tacka M srediste hipotenuze, tj. |[AM| =
[BM| = 4 = [oM].

4

54 1
2
M1
72
72°
1 36° 1
5 B 2.
P
5418 :
= 18 72 36
% N z B

Slika 2.

Na kateti BC' odredimo tacku N, tako da je |[MC| =
3 =|CN]|. Dakle, |CN| = |[MC| = |MB|}. To povlati
da je trougao A BMC' jednakokraki i <BCM = 36°,
|MB| = % Neka je P projekcija tatke C na M N. Tro-
ugao A MCN je jednakokraki (zbog |[CN| = |MC)),
pa je SMCP = gNCP = 18° (vidi sl. 2). Lako
vidimo da je SCMN = SCNM = 72°. U jednako-
krakom truglu A AMC, je SJACM = SMAC = 54° i
JAMC = 72°. Dalje je <BMN = 180° — 4CMN —
JAMC = 180° — 72° — 72° = 36°. To znaci da je
trougao A BM N jednakokraki i
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IBN| = |[NM|=2|MP]| . (7)
S druge strane, u trouglu A MCP je
MP MP
in1g = Pl e = IMPL L 1o = o mp| 2 BN (8)
|C M| 1
2
Konaéno je (v. AABC)
. _ o |BC|] |CN|+|BN| 1 ® 1 .
54° = — — _ 1 |BN| = = 18° . O
sin AB| T 2—i—| | 2—i—sm

cos 15° +sin 15° V3

Primjer 2.3. Dokazati da j
rimjer okazati da je ———eo— 150

Rjesenjge: Posmatrajmo pravougli trougao A B
ABC sa uglovima < BAC = 15° i SACB = 90°
i hipotenuzom |AB| = 1 (v. Sliku 3). Tada je %
sin15° = ¢ = a = |BC| i b = |AC| = cos15°. Na 15°
kateti AC' i njezinom produzetku (preko tacke C') 4 b-a M a (¢ a N
uzmimo tacke M i N, tako da je |[CM| = |CN| = a. Slika 3.
Sada je |AN| = a+bi|AM| = b—a. Lako dobijamo
da je S ABM = 30°.
Primjenom sinusne teoreme na trouglove AABM i A ABN dobijamo:

|BM| |AM| . |BN| _ |AN]

sinl5  sin30° = sinl5°  sin120°°
pa, zbog |BM| = | BN|, slijedi

|AM|  |AN| — b—a  bta PN b+a sin120°
sin30°  sin 120° sin30°  sin 120° b—a  sin30°’
odakle je
cos 15° +sin15° @ _ 3
cos15° — sin15° % - ’
Jos jedno rjesenje moze se vidjeti u [2]. O

@
Primjer 2.4. Dokazati da u svakom trouglu vrijedi sin +sin 8+ siny = 4 - cos 3 cos g cos %, gdje
su «, B, iy unutrasnji uglovi trougla.

Rje3enje: Posmatrajmo proizvoljan trougao A
ABC' i uvedimo oznake kao na Slici 4. I je centar
upisane kruznice u trougao. Kako je %—i—g =90°-1,
to je

SAIB = 180° — (900 _ %) —90° 4+ %
pa je sin S AIB = cos 3, i slicno

. Slikaf3. . . «Q
sing AIC = cos 5 i singBIC = cos 7
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Primjenom sinusne teoreme u trouglovima A AIC i A BIC dobijamo:

TA b b-sin &
I. ')|/ = B — |IA| = 52
Sl o cos o cos o
i L
|1B] a a - sin
sing ~ cosgy cos o

Kako je, s jedne strane, povrsina P trougla A AIB data s

1
P =

1
= M| |IB| - sin g AIB = S|IA] -|IB| - cos 7

57

a s druge strane P = %ab - siny, nakon dijeljenja dobijamo:

Py(AIB)  3|AI|-|IB|-cos}

= (zbog sinz = 2sin = cos f)
2 2

P,(ABC) fab-siny
b-sin 3 . a~sir;% - cos 2
_cos g cos 5 2 _ sin 3
2ab - sin % COS % 2 cos % cos g
in X
=  PJ(AIB)= — 2 . P,(ABO)
2cos 5 cos 5
i sliéno

PA(AIC) = — 2 T p (ABC)

. ~ 2cos g cos g 4

sin §

P,(BIC) = % - P,(ABC)

2c08 5 Co8 5
Sabiranjem posljednje tri jednakosti, zbog

Py(ABC) = P,(AIB) + P,(AIC) + P,(BIC),

dobijamo
sin 1 sin 2 sin &
1= 2 2 2
2eosB  2cos € cosT Bos2’
2cos 5 COS 5 0} 2 2c0s5cos g

odakle slijedi

sin o + sin 8 + siny = 4 cos % coS g cos %, q.e.d.

sin 70°
Primjer 2.5. Dokazati da je tg 30° = .
rumjer 0razatt aa je 1& 2 cos 50° 4 cos 70°

13
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Rjesenje: Posmatrajmo jednakokraki trougao A ABC u

4F  kojem je

|CA| =|CB|=11<9CAB = 4 ABC = 50° (v. Sliku 5).

Nad stranicom BC' konstruiSemo jednakostrani¢ni tro-
ugao A BCE. Tada je |BC| = |CE| = ||EB| =
4BCE = 4CEB = 4EBC = 60°.
Neka je tacka D podnozje normale iz tacke E na AB i neka
je C'F visina u trouglu A ABC' (vidi sl. 5).
D Lako se dokazuje da je SCAE = SAEC =20°i SEAD =
Slika 5. 30°. Sada imamo:

(v. AAFC) cos50° = 4l — |AF| = |FB] ,

[AC]
= |ED| i cos70° = B2l — |BD|

(v. ABDE) sin70° =

| E ~1BE] T
i konacno
o _ |ED| _ |ED| _ sin 70°
(v. AAED) tg30° = [3p] = [AFFIFBIFBD] = Jcos50° + cos T0° =
Primjer 2.6. Dokazati da u nepravouglom trouglu vrijedi tga +tg 5 +tgy =tga-tgf - tgy.
A Rjesenje: Neka je A ABC nepravougli i neka je |BC| = a,

|CA| =bi|AB| = cinekasu a, 81 unutrasnji uglovi tog
trougla. Neka je O centar opisane kruznice k oko A ABC' i
2 neka su presjecne tacke pravih AO, BO i CO s kruznicom
a ¢/ T,| Ty k, redom tacke K, L i M. Na taj nacin je Sesterougao
T. D AM BKCL podijeljen na 12 malih trouglova, ¢ije povrsine
2 i oznac¢imo sa T7,Ts,...,T12 kao na Slici 6. Na toj slici
I, 0 ! mozemo uocCiti Sest trouglova sa pre¢nikom kruznice kao
jednom stranicom. Svaki od tih trouglova podijeljen je na
P - o dva manja trougla ¢ije su povrsine jednake (zasto?). Dakle
T, Iy ' imamo:
’y B
K Ts+ Ty =15+ To Ty + T =15+ T2
Slika 6. To+ T =T7 + Ty T+ Ty =15+ Tg

Tr+Ts =T, +Tn Z3+Ty =T +1T>

Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo:
2T+ T3+ Ty +T6+T7+13) = (To+ T3+ Tu+Te+T7+T3)+(T1+T5)+ (To+To) + (T11+T12) tj

To+T3+Ty+Ts+T7 4+ T3 = (T1 + T5) + (Tg + Tm) + (TH + T12) ili
—_——
PA(ABC) Py(ABM) PA(BCK) PA(ACL)

PN(ABC) = P(ABM) + PA(BCK) + P)(ACL) (9)
Iz podudarnosti trouglova AOLC =ZA OM B slijedi

ILC| = |MB]| islicno |[KC|=|MA| i |AL|=|BK] (10)
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Poznato je da je PA(ABC) = Z—l;g i analogno PA(ABM) = |AB]- Vfg‘ |BM]| _ |AM‘ |BM|7
PABCK) = |BC|: ICKI |KB| _ \CKI IKB| ; p (ACL) = |AC|: ICLI LAl _ b \CLl \LAl

mozemo pisati kao

, pa jednalost (9)

abc = c-|AM| - |BM|+a-|CK|-|KB|+b-|CL| - |LA] . (11)

Dalje je <CMB = « (kao periferijski uglovi nad lukom @)7 a u pravouglom trouglu A CMB
(CBM = 90°, kao ugao nad preénikom) je

|BC| a ., ..
tgCMB =tga=—— = —— isl
g gx \BM| ~ [BM]| i slicno
|[AC| (10) b |AB| c
tgJAKC =tgf=—+ = ——; tgqdAKB=tgy=17——+ = —— . 12
g9 gp K| Al 9 &Y= BK| ~ [BE| (12)
Konacno,
tg o+ tg B+t @, b, _c
(0% =
EATIETIY T IpN T MA| T |BK]
a-|MA|-|BK|+b-|BM|-|BK|+c-|BM|-|MA]
N |BM|-|MA|-|BK|
(10) a- |KC|-|BK|+b-|CL|-|AL|+c¢-|BM| - |MA]| (11) abc
|BM|-|MA|-|BK] |BM|-|MA|-|BK|
_a b c (12)t o tgf-t -
T|BM| MA| |BK| 8¢ ESEY
Primjer 2.7. Dokazati da je sin 60° + sin 140° + sin 160° = 4 sin 80° sin 70° sin 30°.
AT B RjeSenje: Neka je O centar kruznice k ¢iji je poluprecnik 7,

i neka su tacke A, B i C na kruznici tako da je <AOB = 60°,
JBOC = 140° i SCOA = 160°. Spojimo duzima tacke A i
B,BiC i C1iA (v.SlikuT).
U trouglovima A BDO, AEBO i AFCO je sin30° = IBD‘
i Slljedl da je |AB| = 2 - |BD| = 2r - sin30° i sli¢no |BC|
2-|BE| =2r-sin70° i |[AC| =2 |AF| = 2r - sin 80°.
Povrsina trougla A ABC je

1
P\(ABC) = §|AB\ -|BC|-singABC
1
Slika 7. =3 2r - sin 30° - 2r - sin 70° - sin 80°
= 2r% . sin30° - sin 70° - sin 80° . (13)
S druge strane je
Py(ABC) = PA(AOB) + P\(BOC) + PA(AOC)
1 1 1

= 573 sin 60° + §r2 sin 140° + 5# sin 160° . (14)

Iz (13) i (14) slijedi tvrdenje. O
3m 5t 1

T
P 2.8. Dokazati d — — — =
rimjer okazati da je sin 11 - sin 14 - sin 143
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Rjesenge: KonstruiSemo pravilan sedmougao
ABCDEFG, upisan u kruznicu k preénika |AK|.

2
. Nekaje <1DOE:77T:4a,a<1DAK:%~4a:
4 2a (kao centralni i perfierijski uglovi), tj. « = 17T—4
M (v. Sliku 8).
a Tako je <CAB = SDAC = 4EAD = SFAE =
2 4GAF = 2aineka je |BG|=|CA|=a, |CF| =
|[DA| = b i |AB| = |BC| = |[CD| = |EF| =
|FG| = |GA| =c.
Slika 8. Slika, 9. Trougao A ABG je jednakokraki (v. Sliku 9),

pajeu AABM

sin ba =

o [vie

:2gc<:>a:2c~sin5a:2c-sin5l—7;.

3
Sliéno je u AACF: b=2a-sin3a = 2(1'sin£7 auAADE: ¢=2b-sina = 2b~sin% . Nakon

mnozenja tri posljednje jednakosti dobijamo:
b-c—8a-b .o mT™ . 3m . o7
a c=8a ¢-sin - - sin o= sm14<:>

.om™ . 3w . bw
= sin — - sin — - sin —

14 14 14°

Primjer 2.9. Dokazati da je cos 36° — cos 72° =

N — ool =

Rjesenje: Neka je trougao A ABC jednakokraki |AC| = |BC]|,
JACB = a = 36° |AB| < |AC|1i 2-|AB| > |AC|. Lako na-
lazimo da je SCBA = 4BAC = 72° = 2« (v. Sliku 10). Na
kraku BC odredimo tacku D tako da je |AB| = |AD|. Tada je
|AD| = |CD]| (zasto?). Neka je x = |AD| = |CD| = |AB|. Sada imamo:
JDAC = a, SADB = 2a = <DBA = 72° pa je i 4BAD = «a.
Neka je |CD| = 1. Povucimo visinu DE u trouglu A ADC. Tada
je |JAC| = 2-|CE| = 2-cosa = (u pravouglom trouglu A DEC je
cosa:‘cw—E‘@cos?)Go:@:WE\) = 2 cos 36°. A
Povucimo sada visinu AF' u trouglu A ABD. U tom slucaju je

|F'B|

|BD|=2-|BF|= (u pravouglom trouglu A ABF je cos2a="—— <=>cos 72° =
x

Slika 10.
= |FB|) =2-cos 72°.

|FB]
1
Konacno je

1
|BC|=|BDHDC| <= |AC|=|BDH{DC| <= 2-cos 36° =2-cos 72°+1 <= cos 36°—cos 720:5, q.e.d.
O

1 1 1
Primjer 2.10. Dokazati da je =

o a\2 + o -
sin (252)  sin(512)  sin (771)

Rje3enge: Neka je a = (25%)0 = (@)O. Posmatrajmo jednakokraki trougao A ABC (JAC| =

|BC|), SACB = «, (|AB| < |CB]J) (v. Sliku 11). Odredimo na kraku BC, tacku D tako da je
|BD| = |AB| =y. U trouglu A ABC je
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180° —a  180° — (180Y 180’
2 4BAC + a = 180° <= 4BAC = 4ABC = 802 @ 2(7) :3.(2) = 3a

Kako je trougao A ABD jednakokraki, slijedi da je

180° — 3(180)’ i
2-<;BAD:180°—3Q<:><;BAD:<;ADB:803(7):2-(”;0) — % .

2
Sa Slike 11 vidimo da je SCAD = SCAB—4BAD = 3a—2a = a, pa
zbog SACD = « trougao A ACD je jednakokraki i |AD| = |CD| = z.
Neka je F projekcija tacke A na BD i neka je |AE| = 1. Sada imamo
da je u pravouglom trouglu A AEC:

. |AFE] 1 ) 1
=+—=—,tj. |AC| = — = |BC(C|. 15
U pravouglom trouglu A AED je
. |AFE] |AE]| 1
20 = —— < |AD| = = 16
S s |AD| |4D] sin2a  sin2a’ (16)
a u pravouglom trouglu A AEB je
. |AFE] 1 1
Ja=1— =—— < |AB| = . 17
sinda =2 = g 1P = Gisa (17)
Zbog, |BC| = |BD| + |DC| = |AB| + |AD| je prema (15), (16) i (17)
1 1 1
. == . + . )
sina  sin2a  sin3a
odnosno
1 1 1
= + s, q.e.d. a

sin (252)°  sin (513)  sin (773)

Zakljucak

Ovaj ¢lanak smo napisali zato §to mislimo, da kada god u nastavi matematike imamo priliku
da nesto prikazemo geometrijski, tu priliku ne treba propustati, jer misljenje u slikama pomaze
u pojednostavljenju i razumijevanju. Ako i éitaoci misle tako, onda je ovaj ¢lanak ispunio cilj.
Citaocima predlazemo da zadatke rijese i na neke druge nacine, a napominjemo da je takvih
drugih nacina puno.

Mozda, neko od ¢itaoca rijesi ove zadatke na neke druge nacine i napise ¢lanak za EVOLVENTU
s tim rjeSenjima?
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Magic¢nost zvjezdastih poligona

Sanela Halilovié!, Sejla Jusié?

! Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet u Tuzli
2Tehnicki fakultet, Univerzitet u Bihacéu

Sazetak: U ovom radu je obradena tematika zvjezdastih poligona, koji su zbog svog specifi¢nog izgleda
dugo vremena privlacili paznju umjetnika i matematicara. Kod ovih poligona smo odredivali unutrasnje
uglove, sumu unutrasnjih uglova i povrsinu poligona. Takoder su navedeni neki posebni zvjezdasti poli-
goni kao §to su pentagram, heksagram, oktagram i Lakshmi zvijezda. Pokazali smo da se kod pravilnih
zvjezdastih poligona pojavljuju zlatni, srebrni i Cérdoba omjer, te su koristeni kao uzorci u mnogim dje-
lima likovne umjetnosti i arhitekture. U zavrsnom dijelu rada paznja je posveéena magi¢nim zvjezdastim
poligonima.

1. Uvod

Zvjezdasti poligoni su jedna posebna vrsta nekonveksnih poligona. Zanimljivi su po svojoj geometrijskoj
strukturi, vezi sa poznatim veli¢inama zlatnog i srebrnog omjera, pa ih susre¢emo u raznim matematickim
problemima. Od davnina privlace paznju umjetnika, te su se kao uzorci koristili u ukrasavanju poznatih
historijskih gradevina. Pojedini zvjezdasti poligoni koji su dobili i posebne nazive (pentagram, Davidova
zvijezda, zvijezda Lakshmi, oktagram itd.) predstavljaju znacajne simbole u pojedinim kulturama, a pri-
pisuju im se i neke magic¢ne moc¢i. Da bismo definisali poligon, prisjetimo se najprije nekih matematickih
definicija i ¢injenica.

Definicija 1.1. Izlomljena linija je unija od konacno mnogo razli¢itih duzi A1As, AsAs, ..., Ap_1A,
u ravni, zadanih uw odredenom poretku, tako da se jedan kraj svake duZi (osim zadnje) podudara s jednim
krajem naredne duzi. DuZi koje ¢ine izlomljenu liniju zovu se mjezine stranice, njihovi krajevi su njemi
vrhowvi. S obzirom na dani poredak duzi i vrhova, prvi vrh prve duzi Ay je pocetak, a drugi vrh zadnje duZi
A, je kraj izlomljene linije.

Izlomljena linija koja se sastoji od duzi A;As, AsAs,..., A,_1A, zapisuje se samo pomoc¢u vrhova
A1Ar .. A,

Izlomljena linija je zatvorena ako joj se pocetak i kraj podudaraju.

Izlomljena linija je jednostavna ako svaka njena tacka lezi ili na samo jednoj njenoj stranici ili na samo
dvjema stranicama kod kojih je ta tacka jedan kraj. U suprotnom se izlomljena linija zove samopresijecajuca
izlomljena linija.

Zatvorena izlomljena linija se zove jos i jednodimenzionalni poligon. Ako je ta linija i jednostavna onda se
takav poligon zove jednostavan poligon ili poligonalna kruznica, a inace je nejednostavan ili zvjezdast poligon.

Ciljna skupina: srednja $kola, fakultet

Kljucéne rijeci: zvjezdasti poligon, pentagram, zlatni rez, srebrni omjer, Cordoba omjer, magi¢na zvijezda
Kategorizacija: Strucéno-istrazivacki rad

Rad preuzet: 2023.
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Ay

A1 \

)
-
o~

Slika 1: Izlomljena linija A1A>...Ap

a) b)

Slika 2: a) Jednostavan jednodimenzionalni poligon i b) nejednostavan (zvjezdast) poligon

Jednostavni dvodimenzionalni poligon je unija jednostavnog jednodimenzionalnog poligona i njegove unu-
trasnjosti. Jednostavni jednodimenzionalni poligon se tada zove rub ili obod (kontura) danog dvodimenzi-
onalnog poligona. Jednostavni dvodimenzionalni poligon ¢emo krace zvati poligon ili mnogougao, a ukoliko
ima n vrhova zvat ¢emo ga n—tougao.

Jedna od podjela poligona je na
e konveksne i

¢ nekonveksne (konkavne) poligone.

Poligon je konveksan ako se sve tacke duzi ¢iji vrhovi pripadaju poligonu, takoder pripadaju tom poligonu.
Prije nego sto iskazemo sljede¢u teoremu najprije ¢emo se prisjetiti Sta znaci da je skup konveksan.
Naime, za skup S u ravni kazemo da je konveksan ako vrijedi A, B S = ABCS.

Teorem 1.2. Konveksni poligon u ravni je konveksan skup.

Dokaz: Neka je M; poluravan u kojoj se nalazi poligon P = AjAs... A, odredena stranicom A;A4;;1,
i = 1,2,...n (Ap41 = A,). M, je konveksan skup, a konveksni poligon je ocito jednak presjeku
My N Myn...Nn M,. Kako je presjek konveksnih skupova ponovo konveksan skup, to je tvrdnja doka-
zana. [l

Vazna vrsta poligona su pravilni poligoni. Pravilni poligoni su oni poligoni koji imaju medusobno jednake
stranice i medusobno jednake sve uglove. Treba imati na umu, da samo za trougao iz jednakosti stranica
slijedi jednakost uglova i obratno. Naime, za svaki n > 4 postoji n—tougao kojem su sve stranice jednake, a
uglovi razli¢iti i obratno.

2. Zvjezdasti poligoni

Posebna vrsta nekonveksnog (konkavnog) poligona jeste zvjezdasti poligon. Samo pravilni zvjezdasti
poligoni su detaljnije istrazeni. Zbog svog izgleda, pravilni zvjezdasti poligoni su stolje¢ima privlacili paznju



8. Halilovié, S. Jusi¢ / EVOLVENTA (JAMTK) 6 (1) (2023) 20

umjetnika i matematicara. Prvi koji je proucavao njihova geometrijska svojstva je bio engleski nadbiskup od
Cathenburyja, matematicar i filozof Thomas Bradwardin. Medutim, njegove biljeske su ostale neotkrivene
godinama nakon njegove smrti. Johannes Kepler ih je takoder opisivao u prvom i drugom poglavlju knjige
Harmonije svijeta. U 19. stoljeé¢u je poznati matematicar Coxeter predstavio detaljnu teoriju pravilnih
zvjezdastih poligona dokazavsi brojna geometrijska svojstva.

Definicija 2.1. Neka su n i p prirodni brojevi, n > 3, te neka je ma kruznici k na medusobno jednakim
udaljenostima rasporedeno n tacaka. Povezivanjem svake p—te tacke dobija se figura koju zovemo pravilni
poligon. Ako je p > 2 ip # § onda dobijamo pravilni zvjezdasti poligon. Broj p se zove gustoéa ili
kruzna opisanost poligona. KaZemo jos da poligon ima p opisanost.

Pravilni zvjezdasti poligon se obiljezava sa Schéffi simbolom {%}

Kad bi bilo p = 0 onda vrhovi ne bi bili spojeni i ne bismo mogli definisati niti unutrasnji ugao, niti
bismo mogli racunati povrsinu. Ipak, takav poligon zovemo diskretnom zvijezdom.

Slika 3: Diskretna zvijezda

Kad bi bilo p = 1 onda bismo spajali svaki susjedni vrh i dobili bismo pravilni konveksni poligon s n
vrhova i ozna¢avamo ga onda s {n}.

Al Aﬁ

A2 A5

A3 A4

Slika 4: Pravilni poligon {6}

Primjedba 2.2. Kod oznacavanja tacaka poligona koristimo smjer obrnut kretanju kazaljke na satu, tzv.
pozitivna orjentacija.

Kad bi bilo p = 5 i n paran broj, onda bismo spajali samo suprotne vrhove i dobili bismo figuru koju
nazivamo asteriks (Slika 5).
Posmatrajmo zvjezdaste poligone {%} i {%} (Slika 6). Vidimo da su {%} i {%} dva ista zvjezdasta
poligona. Naime, spajanjem svake p—te tacke i spajanjem svake (n — p)—te tacke dobijamo isti poligon.
Zbog svega navedenog mozemo smatrati da je p < 5 bez ikakvog smanjenja opcenitosti. Broj p se naziva
kruzna opisanost jer predstavlja broj krugova koji se opisu kad obilazimo kruznicu redom od tacke A; do
tacke A,, i onda se vratimo na A;. Tako za pravilne konveksne poligone vrijedi p = 1. Za zvjezdaste poligone
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Slika 5: Asteriks

a) A] b) Al

A7 Ag A3

As As

Slika 6: Pravilni zvjezdasti poligoni a) {%} ,b) {%}

na Slikama 6 a) i 7 vidimo da se obidu 3 kruga za poligon {%} i 2 kruga za poligon {%} kad obilazimo
redom tacke A1 — AQ —A3 — A4 —A5 — A6 — A7 —Ag — Al.

Posmatrajmo sad konstrukciju poligona {%}

Vidimo da u nekim slu¢ajevima, kao npr. {%} mozemo obi¢i sve vrhove u jednom potezu, dok u drugim
slucajevima kao npr. {%} crtanje pravilnog zvjezdastog poligona zavrsi ve¢ nakon par koraka iako nisu svi
vrhovi posjeéeni. Razlika je u tome §to su u prvom slucaju brojevi n = 8 i p = 3 relativno prosti, a u
drugom slu¢aju n = 8 i p = 2 nisu relativno prosti. Ukoliko svi vrhovi nisu posjeceni, onda u sljede¢em
koraku odaberemo prvi sljedeci slobodan vrh i ponavljamo postupak sve dok svi vrhovi ne budu posjeéeni
tacno jedanput.

n/d

Dakle, ako n i p imaju najveéi zajednicki djelitelj d > 1 onda se {%} sastoji od d poligona {p—/d} Tada

kazemo da je {%

} visestruki poligon.
Ukoliko su n i p relativno prosti, tada takve zvjezdaste poligone nazivamo jednostavnim pravilnim zvjez-

dastim poligonima.

Primjedba 2.3. Presjecne tacke u kojima se stramice mnogougla medusobno presijecaju ne ubrajamo u
vrhove mnogougla.

Za svaki prirodan broj n > 3 postoji ta¢no jedan poligon s n vrhova kod kojeg su sve stranice jednakih
duzina, svi uglovi jednaki i ima opisanost 1. Takav poligon je konveksan, tj. za svake svoje dvije tacke sadrzi
i sve tacke koje se nalaze izmedu njih. Svi ostali poligoni s n vrhova koji imaju sve stranice jednakih duzina
i sve jednake uglove su nekonveksni i imaju opisanost ve¢u od 1.

Konveksni poligon koji ima sve stranice jednake duzine i sve jednake uglove nazivamo pravilni konveksni
poligon. Sve ostale poligone koji imaju jednake stranice i jednake uglove éemo zvati pravilnim nekonveksnim
poligonom ili zvjezdastim pravilnim poligonom.
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A

AG A5

N

A2 A4

N

Az Ag

A 3

Slika 7: Konstrukcija pravilnog zvjezdastog poligona {%}

Definicija 2.4. Funkcija ¢ : N — N, koja prirodnom broju n pridruzuje broj prirodnih brojeva mangih ili
jednakih n, koji su relativno prosti s n, naziva se Eulerova funkcija.

Pokazuje se da vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 2.5. Neka je n > 3 prirodan broj. Broj svih pravilnih poligona (konveksnih ili nekonveksnih) s n

; i 2(n)
vrhova jednak je WT'

Dokaz: Dokaz se moze pronadi u [7]. O

2.1. Unutra$nji ugao pravilnih zvjezdastih poligona

Za velicinu unutrasnjeg ugla pravilnog zvjezdastog poligona vrijedi sljedeéi teorem.

. . . . . . . . 3600
Teorem 2.6. Unutrasnji ugao pri vrhu pravilnog {%} zvjezdastog poligona iznosi 180° — =7—p.
Dokaz: Tacka Tj se rotacijom za @ - 2p oko sredista S kruznice na kojoj leze vrhovi posmatrane figure

preslika u tacku Ty,. Tada je

2p.

360°
LTySTy, = 360° — :
n

Na Slici 8 vidimo da se zaista tacka T rotacijom za % - 2.5 =300° preslika u tacku Ts.5 = T1o. Kako je

LTySTyy, centralni ugao nad tetivom TyTs, i £ToT, 15, periferijski ugao nad istom tom tetivom, to je

360° — 360° . 9 360°
ATy T, Ty = 0 P qgge 222 (1)
2 n
O
Kako u pravilnom {%} zvjezdastom poligonu ima ukupno n vrhova, onda je zbir unutrasnjih uglova
jednak

360°
Sp=n- <180O - -p) = (n—2p) - 180°. (2)

Ova relacija vrijedi i za nepravilne zvjezdaste poligone. Nepravilne zvjezdaste poligone oznacavamo sa [%]

Naime, neka je zadan nepravilni zvjezdasti poligon [%] i neka su n i p relativno prosti. Na Slici 9 je prikazan
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Slika 8: Pravilni zvjezdasti poligon {1—52}

A A
Slika 9: Nepravilni zvjezdasti poligon [I]

nepravilni zvjezdasti poligon [%] Zamislimo mrava koji putuje od tacke A do tacke B, okreéuéi se kroz

oznaceni vanjski ugao, a zatim nastavljajuéi do C ponovo se okrecuéi itd. Kada se mrav vrati u A gledat ée
u istom smjeru kao i kad je krenuo. Ukupno skretanje su tri potpuna kruga.

Dakle, suma svih vanjskih uglova je 3-360°. Kako je svaki unutrasnji ugao jednak razlici ispruzenog ugla
i odgovarajuceg vanjskog ugla, to je suma svih unutrasnjih uglova jednaka 7-180° —3-360° = (7 —2-3)180°.

Kada zamijenimo [%} S [%] dobijamo da je suma unutrasnjih uglova (n — 2p)180°.

2.2. Povrsina pravilnih zvjezdastih poligona

Unutar svakog {%} pravilnog zvjezdastog poligona mozemo uociti {#} pravilni zvjezdasti poligon.

Unutar {ﬁ} mozemo uociti pravilni {pfg} zvjezdasti poligon. Dakle, unutar svakog {%} pravilnog
zvjezdastog poligona postoji p pravilnih zvjezdastih poligona ¢ija se gustoca razlikuje za 1.

Svaki pravilni % zvjezdasti poligon mozemo rastaviti na 1+ np — n geometrijskih figura, i to jedan

pravilni poligon, n trouglova i n(p — 2) deltoida.
Na Slici 10 vidimo da se {%} rastavlja na jedan pravilni 8—ugao (osmorougao), 8 trouglova i 8 deltoida.

Poluprecnik kruznice koja je opisana pravilnom {%} zvjezdastom poligonu oznacimo s R. Povrsinu ovog

poligona ¢emo odrediti tako da od povrsine pravilnog n—tougla oduzmemo povrsinu jednakokrakih trouglova
s kracima koji se podudaraju sa krakovima pravilnog zvjezdastog poligona.
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#

Slika 10: Pravilni zvjezdasti poligoni {%} i {%} (plave boje)

T

Slika 11: Pravilni zvjezdasti poligon {%}

Najprije ¢emo izra¢unati povrsinu pravilnog n—tougla. Podijelit éemo n—tougao na n podudarnih jedna-
kokrakih trouglova s krakom duzine R i uglom prvi vrhu S koji iznosi o = %. Povrsina takvog trougla
je

360°

1 .
PatysT, = ERQ sin

Kako se n—terougao sastoji od n takvih trouglova, to je njegova povrsina

360°

3)

Sad treba odrediti povrsinu trouglova AT;A;T;1, gdje i € {0,1,...,n} i A; je sjeciste (presjek) duzi koje
spajaju vrhove pravilnog poligona. Kako ovi trouglovi imaju jednake krakove i ugao izmedu njih, to su prema
pravilu SUS ovi trouglovi podudarni i dovoljno je izra¢unati povrsinu jednog od njih. Izra¢unajmo povrsinu

n .
P{n} =n- PATnST1 = ERQ S

trougla Ty ATy (pogledati Sliku 11). Kao §to smo rekli, unutar pravilnog {%} zvjezdastog poligona nalazi

se pravilni {ﬁ} zvjezdasti poligon. Oznacen je plavom bojom. Unutrasnji ugao pri vrhu Ay zvjezdastog
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poligona, {p%l} je unakrsan uglu 8 = LTy A¢T1, pa zbog (1) vrijedi g = 180° — 360‘”’”;1.

Treba jos izracunati duzinu kraka {%} pravilnog zvjezdastog poligona. Posmatrajmo trouglove ATy STy
i ATvoTl. Iz ATosTl je ‘ TOT1 ‘: 2R sin %, tJ

180°

| ToTh |= 2R sin ——. (4)
Iz ATOAOTI je
1 1
| Ty |= 2a sing = 2asin (90° - 180°p—> = 2a.cos (180°p—> . (5)
n n

Izjednacavanjem jednakosti (4) i (5) dobijamo

. o
gin 180~
_ " n

op—1\"~
cos (180 n)

Povrsina trougla ATy AgTy je

1 ~1\ 1 —1
Patyapr, = 50° sin <180° - 360°”T) = a’sin (360"%) . (7)

Povrsinu pravilnog {%} zvjezdastog poligona se rac¢una po formuli

P{%} = Prny = Paro AT -

Uvrstavanjem izraza (3) i (7) u prethodnu jednakost dobijamo

_ Moy 360 nog op—1
P{%}—QR sin - 2a sin | 360 - . (8)

Uvrstimo 1i (6) u (8), dobijamo

n 360° n sin? 180° p—1
P,y = —R?%si —— . R?. ———— " .&in(360°—— ).
{2} 72 st n 2 cos? (18001)7_1) S ( n )

Primjenom formule sin (360°P7—:1) = 2sin (1800%) - cos (180"%)7 dobijamo sljede¢u formulu za povrsinu

180° < 180° . 180° |, 180°(p — 1))
cos — sin - tg .
n n n

P{%} = nR?sin 9)

Obim pravilnog {%} zvjezdastog poligona ra¢unamo po formuli O = 2na, jer on sadrzi 2n kraka duzine
a. Uvrstavanjem (6) dobijamo
gip 180

O=2mR———n __ 10
" cos (1807’7_1) (10)

Primjer 2.7. Vrtlar Maksim Zeli u svome vrtu posaditi cvijece u obliku pravilnog {13—0} zvjezdastog poligona,
1 taj cvjetnjak ograditi Zicom tako da se na krajevima svakog kraka postavi stupac koji ¢e drzati Zicu. Ukoliko
Maksim Zeli da su suprotni vrhovi pravilnog zvjezdastog poligona udaljeni 2 m, odredite

(1) povrsinu prekrivenu cvijeéem,
(2) potrebnu duZinu Zice 1
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(3) broj potrebnih stubova.

Rje3enje: Suprotni vrhovi pravilnog zvjezdastog poligona udaljeni su 2 m, pa je poluprecnik kruznice
opisane oko njega R =1 m.

1. Povrsinu pravilnog {%} zvjezdastog poligona ra¢unamo po formuli (9). Sada je
P =10-(1 m)?-sin18°(cos 18° — sin 18° - tg36°) ~ 2,245 m*.

Dakle, povréina vrta je priblizno 2,245 m?2.
2. Da bismo odredili koliko je potrebno metara zice izra¢unat ¢emo obim cvjetnjaka. Obim ra¢unamo po
formuli (10), pa je

sin 18°

0=2-10-1m-
m cos 36°

~ 7,64 m.

Potrebno je otprilike 7,64 m zice da bi se ogradio cvjetnjak.

3. Odredimo sada i broj potrebnih stupaca. Broj stupaca je jednak zbiru broja vrhova i broja presjeé¢nih
tacaka koji odgovara broju vanjskih deltoida u pravilnom zvjezdastom mnogouglu. Naime, presjecne
tacke su 2 vrha deltoida, no kako je jedna presjecna tacka vrh od dva deltoida, to je broj presjecnica
jednak 2—210 = 10 bududi da presjecne tacke brojimo dvaput. Stoga je broj stubova jednak 10 + 10 = 20.

O

2.3. Neki zvjezdasti poligoni

Mnogi pravilni zvjezdasti poligoni imaju svoje ime. Tako je:
. {g} — pentagram;

. {g} — heksagram, Davidova zvijezda, Solomonov pecat;

. {%} — zvijezda Lakshmi;

. {%} — oktagram.

2.3.1. Pentagram

Pravilni {%} zvjezdasti poligon se popularnije naziva pentagram. Jos u antickom razdoblju je pred-
stavljao planete: Merkur, Veneru, Mars, Jupiter i Saturn te je simbolizirao vje¢nost. Takoder je znak
prepoznavanja ucenika pitagorejske skole, a sakralne gradevine iz perioda srednjeg vijeka gotovo su sigurno
ukraSene ornamentima takvog oblika. U srednjem vijeku je pentagram sluzio u magijske svrhe te su ga
takoder koristili umjetnici i graditelji. Danas se obrnuti pentagram povezuje s okultizmom i crnom magi-
jom.

Pentagram je direktno povezan sa zlatnim rezom i zlatnim trouglom.

Kazemo da su dvije duzi u omjeru zlatnog reza ako se duzina vece odnosi prema duzini manje duzi isto

1+v5
2

kao §to se zbir njihovih duzina odnosi prema duzini veé¢e duzi. Taj omjer iznosi ¢ =
bozanski ili zlatni omjer.

Zlatni trougao je jednakokraki trougao u kojem se duzina kraka i duzina osnovice nalaze u omjeru zlatnog
reza.

Zlatni rez nalazimo i u prirodi, umjetnosti i arhitekturi.

Posmatrajmo pentagram na Slici 12. Ovo je pravilni zvjezdasti poligon {%}7 pa na osnovu Teorema 2.6
mozemo izrac¢unati ugao pri vrhu

, a naziva se jos i

360°

£BEC = 180° — -2=36°, «£EBD = 36°.
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A
G F
B E
¢ D
Slika 12: Pentagram

Treéi ugao u trouglu ABIE iznosi

ABIFE =180° — ({BEC + {EBD) = 180° — 2 - 36° = 108°.
Na osnovu sinusnog teorema za ABIFE nalazimo

| BE| sindBIE sinl08° sin72°  2sin36° cos 36° o 1+v5 14++5

= — = — = — = - =2co0s36° =2 = = .
| BI| sind{BEI  sin36°  sin36° sin 36° 4 2

Kako je | BI |=| BF |, to slijedi

| BE| _

[BF| ()

Prema tome, tacka F dijeli duz BE u omjeru zlatnog reza. Analogno vrijedi i za tacke G, H, I, J i duzi
AC, BD, CE, AD redom. Ozna¢imo | BG |=| FE |=a, | GF |=b. Iz (11) slijedi

2a+b a+b
= =& 12

a+b a ’ (12)
tj.

| BG|+|GF |+ |FE| |BG|+|GF|

| BG |+ | GF | | BG |

Iz (12) dobijamo a? = b(a + b), odnosno

a a+b

a_ _ 1
Na osnovu (12) i (13) zakljuéujemo

a

—=. 14

‘ (14)
Ovo znaci da za trougao AAGF vrijedi

| AF| a

I 29 15

pa je to zlatni trougao. Analogno sui ABGH, AHCI, ADIJ i AFE/J zlatni trouglovi.
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Pokazuje se i da trouglovi AACD, ABDE, ABDA, ANACE i ABEC predstavljaju zlatne trouglove.
Pokazimo da je AACD zlatni trougao. Uo¢imo sli¢nost trouglova AACD ~ NAFG, te stoga vrijedi

| AC'| | AF |

|CD|  |FG|
Sada iz (15) slijedi

| AC] _

D]~

2.3.2. Heksagram

Heksagram (Davidova zvijezda) se pojavljuje na naslovnoj stranici lenjingradskog kodeksa, najstarijem
sa¢uvanom prijepisu Starog zavijeta na hebrejskom jeziku. Datira iz davne 1008. ili 1009. godine. Davidova
zvijezda je prepoznatljiv simbol judaizma i nalazi se na zastavi Izraela.

Slika 13: Davidova zvijezda na naslovnoj strani lenjingradskog kodeksa

Heksagram ¢ine dva jednakostrani¢na trougla, od kojih je jedan okrenut prema gore, a drugi prema dole.
Tacke u kojima se stranice trougla medusobno sijeku formiraju novi heksagon, §to se vidi na Slici 14.

Slika 14: Heksagram

Za heksagram s poluprecnikom opisane kruznice R = a je polupre¢nik upisane kruznice unutrasnjem
heksagonu r = 5, a poluprecnik opisane kruznice tom heksagonu je p = “3—‘/‘3’

Lako se vidi da ¢e povrsina unutrasnjeg heksagona biti dva puta manja od povrsine polaznog heksagrama,
a povrsina heksagrama ¢e biti 2/3 povrsine polaznog heksagona.

Drugi zvjezdasti heksagon je takozvani jednosmjerni heksagram, kao sto je prikazano na Slici 15. Takav
naziv je dobio jer se moze dobiti u jednom neprekidnom pokretu. On nije pravilan, jer nisu sve stranice iste

duzine. Suma unutrasnjih uglova je 240°.
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Slika 15: Jednosmjerni heksagram

2.8.8. Zvijezda Lakshmi i oktagram

Dva pravilna zvjezdasta poligona se mogu konstruisati pomocu 8 tac¢aka ravnomjerno rasporedenih na
kruznici i to je zvijezda Lakshmi {%} i oktagram {%}, kao sto je prikazano na Slici 16.

4
AN

Slika 16: Zvijezda Lakshmi i oktagram

U indijskoj filozofiji Lakshmi zvijezda simbolise Ashtalakshmi, osam bozanskih oblika koji po svojoj
individualnoj prirodi ispunjavaju sve ljudske potrebe i Zelje.

Dvije zanimljive konstante, Cdrdoba omjer i srebreni omjer, se mogu dobiti iz oktagrama. Da bismo to
prikazali najprije trebamo pronaé¢i duzine stranica {%} i {%} zvjezdastih poligona, tj. duzine dijagonala
pravilnog oktagona. Lako se odreduje koriste¢i se pravouglim trouglovima kao s§to je prikazano na Slici 17.

Ako stavimo da je stranica oktagona duzine 11 dy, do i d3 njegove dijagonale, onda je

di =\/24+V2, do=1++V2, ds=1\/4+2V2.

Poluprecnik opisane kruznice {%} zvijezde je

ds  VA+2V2 1

R=-—"-= = ~ 1,3065.
2 2 2_2\/5

Dobijena konstanta se naziva Cérdoba omjer, a prvi ju je otkrio §panski arhitekt Rafael de la Hoz. On je
otkrio da se ovaj omjer nalazi u mnogim arapskim i mavarskim gradevinama kao npr. Mezquita dzamija u
Cérdobi.

Duzina stranice oktagrama ds = 1 + /2 ~ 2,414 se naziva srebreni omjer zbog zajednickih osobina s
zlatnim omjerom. Cest simbol za srebreni omjer je dg.
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Slika 17: Dijagonale pravilnog oktagona

I1®1idg se javljaju kao duzine stranica zvjezdastih poligona i imaju jednostavan razvoj u verizni razlomak.
Naime, vrijedi

1 1
d=14—"— i g=2+

1+ —— 24—
' ! +2+ !
14--- 24

Slika 18: Zvjezdasti poligoni u poznatim gradevinama.

Velicanstvena Alhambra u Granadi je poznata po arabesknim ukrasima, a jedan od tih ukrasa vidimo
na prvoj slici (u Slici 18) gdje se moze uociti Lakshmi zvijezda {%} iz Patio del Cuarto Dorado. Na drugoj
slici (u Slici 18) je ukras iz Real Alcézar u Sevilji na kojem se nalazi oktagram unutar {5} zvijezde koja
je okruzena sa osam {%} zvijezdi. Treéa slika (u Slici 18) predstavlja znak obilja i dobre volje, a nalazi
se na gradevini iz isto¢ne Pensilvanije sagradene sredinom 19. stoljeéa. Zadnja slika (u Slici 18) prikazuje
tradicionalnu zvijezdu Betlehema koja krasi mnoge sakralne objekte.

2.4. Zvjezdasti poligoni u popularnoj matematici

Postoji mnogo matematickih problema gdje se javljaju zvjezdasti poligoni. Njih je naroc¢ito popularizirao
Martin Gardner. Magiéne zvijezde su sli¢ne magicnim kvadratima. Sablon za magiéni pentagram izgleda
kao na Slici 19.

Cilj je popuniti ¢elije s brojevima tako da suma brojeva u svakoj liniji bude ista. Ta suma se naziva
magicna konstanta.

Za magicni pentagram je lako pronac¢i magicnu konstantu. Naime, kako imamo brojeve od 1 do 10, a
suma tih brojeva je 55, a svaki broj se pojavljuje u dvije linije, onda suma brojeva u pet linija je 2-55 = 110.
Kako je suma u svakoj liniji ista, to je onda magi¢na konstanta, ukoliko magi¢ni pentagram postoji, jednaka
10 = 22.

5
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Slika 19: Sablon za magicni pentagram

Medutim, magi¢ni pentagram ne postoji. Dvije linije koje sadrze broj 1 bi trebale imati Sest brojeva ¢ija
jesuma 2- (22 —1) =42. Kakoje 9+8+7+6+5+4 =39, to 1 i 10 moraju lezati u istoj liniji, neka je to
linijja A. Neka je B druga linija koja prolazi kroz 1, a C' linija kroz 10. Ako linija A sadrzi brojeve 1,10,4 i
7, onda je nemoguce pronaci brojeve koji bi bili na linijama B i C. Imamo sljede¢e moguénosti navedene u
Tablici 1.

A |1 B [ ¢ |
1,10,2,9 | 1,6,7,8 | 10,5,4,3
1,10,3,8 | 1,5,7,9 | 10,6,4,2
1,10,5,6 | 1,4,8,9 | 10,7,3,2

Tablica 1: Moguénosti popunjavanja linija

Kako ni za jednu kombinaciju linije B i C' nemaju zajednickih brojeva, to magi¢ni kvadrat ne postoji.
Ukoliko se ne ogranicavamo da brojevi moraju biti izmedu 1 i 10, nego samo zahtijevamo da brojevi
budu prirodni i razli¢iti, onda mozemo popuniti magi¢ni pentagram, kao npr. na Slici 20.

1_2-
\
USOROSO
a e

3) 2
\/\Ys\)\{

&Ny

Slika 20: Magiéni pentagram ukoliko se ne ograni¢avamo na brojeve od 1 do 10

Magic¢ni heksagrami, heptagrani i oktagrami postoje, sa magicnim konstantama 26, 30 i 34, respektivno.
Moze se pokazati da postoji 80 razlicitih heksagrama, 72 razlicita heptagrama i 112 razlicitih oktagrama
(vidi Sliku 21).

3. Zakljucak

Zvjezdasti poligoni imaju mnoge interesantne osobine i pojavljuju se svuda oko nas. U ovom radu
smo samo izlozili kako se racunaju neki njihovi uglovi i povrsine, sa posebnim osvrtom na pentagram,
heksagram, zvijezdu Lakshmi i oktagram. Pokazali smo vezu izmedu pentagrama i zlatnog omjera, te vezu
izmedu oktagrama i srebrnog i Cérdoba omjera. Vidjeli smo da se i u popularnoj matematici susreéemo
sa zvjezdastim poligonima, gdje im se dodaje pridjev magiéni. Zainteresovanim ¢itaocima mozemo toplo
preporuciti dalje otkrivanje ljepota i magicnosti zvjezdastih poligona.
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Slika 21: Magic¢ni heksagram, heptagram i oktagram

Literatura

[1] C. Alsina, R. B. Nelsen: Icons of Mathematics — An Ezploration of Twenty Key Images, The Mathematical Association
of America, 2011.

A. Corn, Lj. Primorac Gajcié¢: Pravilni zvjezdasti mnogokuti, Osjecki matematicks list, 17, 161-170, 2017.

H. S. M. Coxeter: Introduction to Geometry, John Wiley & sons, inc., New York, 1969.

2]
]
] H. S. M. Coxeter: Regular Polytopes, Methuen & Co Ltd., London, 1948.
]
]

3

[

S. K. Ghosh: Visibility Algorithms in the Plane, Cambridge University Press, 2007.
B. Pavkovié, D. Veljan: Elementarna matematika I, Tehnicka knjiga, Zagreb, 1992.

] Grupa studenata Filozofskog fakulteta u Rijeci, O poligonima kojima su sve stranice jednake i svi kutovi jednaki, Mate-
maticko — fizicki list, LVIII 2 (2007.-2008.), Zagreb

[8] V. Bengié: Elementarna geometrija, I1. dio, Skolska knjiga, Zagreb, 1974.

[9] B. Bold: Famous Problems of Geometry and How to Solve Them, New York: Dover, 1982.

5
6
7



EVOLVENTA (JAMTK) 6(1) (2023), 33-46 Publikovano od UM TK,
Udruzenje matematicara TK
Dostupno na: http://evolventa.ba
http://www.umtk.info

O numerickom rjesavanju Cauchyjevog problema Runge-Kutta
metodama na Shishkinovoj mrezi

Vesna Divkovié!, Laura Lukié¢!, Elvir Memié!, Samir Karasuljié!

1 Prirodno—matematicki fakultet Univerziteta u Tuzli

Sazetak: U ovom radu razmatrano je numericko rjeSavanje singularno—perturbacionog Cauchyjevog
problema Runge-Kutta metodama na Shishkinovoj mrezi. Numeric¢ka rjeSenja posmatranog problema
dobijena su koristenjem dvije eksplicitne i jedne implicitne Runge-Kutta metode na najjednostavnijoj
slojno—adaptivnoj mrezi. Na kraju su dobijeni rezultati uporedeni.

1. Uvod

Diferencijalne jednacine koriste se za modeliranje raznih problema u prirodnim, inzinjerskim pa cak i
u drustvenim naukama. U velikom broju ovih problema zahtijeva se da rjeSenje diferencijalne jednacine
zadovoljava i jedan dodatni uslov, pocetni uslov ili poc¢etnu vrijednost.

U realnim problemima, diferencijalne jednacine koje sreéemo u matematickim modelima, su i suvise
teske da bismo ih ta¢no rijesili, a nekada je to i nemogucée. Postoje dva pristupa za prevazilazenje prethodne
situacije. Prvi pristup je u pojednostavljivanju date diferencijalne jednacine ili matematickog modela, tako
da mozemo izrac¢unati tacno rjesenje diferencijalne jednacine, zatim dobijeno rjeSenje koristimo kao aproksi-
maciju realnog rjesenja, to jest originalnog problema. Drugi pristup je da odmah ra¢unamo aproksimativno
rjeSenje ili preciznije numericko rjesenje. U najveéem broju slucajeva, drugi pristup je bolji. Dakle, koristimo
bolji matematicki model, koji je ”blizi” realnom problemu, te ra¢unamo odgovarajuée numericko rjesenje jer
se skoro po pravilu u ovakvim matematickim modelima pojavljuju ”komplikovanije” diferencijalne jednacine,
Cija tacna rjeSenje ili ne mozemo izracunati ili je to veoma tesko.

U nastavku ovog rada razmatrac¢emo sljede¢i Cauchyjev problem,

y(xo0) = yo-

{y/ = f(z,y), (1)

Postavljaju se pitanja kada Cauchyjev problem ima rjesenje i ako ono postoji da li je to rjeSenje jedinstveno?
Odgovori na ova pitanja dati su u sljede¢em teoremu.

Teorem 1.1. [2, pp 447] Ako su f i g—'; neprekidni na pravougaoniku definisanom sa |x — xo| < a i
ly—yo| < B, tada Cauchyjev problem (1) ima jedinstveno neprekidno riesenje na nekom intervalu |x—xo| < 7.

Ciljna skupina: fakultet

Kljuéne rijedi: Cauchyjev problem, Runge-Kutta metode, slojno-adativne mreze,
Kategorizacija: Strucéno-istrazivacki rad

Rad preuzet: —, 2023.
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Vrijednost konstante v je najmanje %7 gdje je M gornja granica za |f(z,y)| na pravougaoniku definisanom
u upravo navedenom teoremu.

Kako je ve¢ pomenuto, vrlo je uska klasa diferencijalnih jednacina koje se mogu ta¢no rijesiti, pa se stoga
pribjegava racunanju numerickog rjesenja. Iz standardnih kurseva numericke matematike poznate su metode
za racunanje ovakvog rjesenja, npr. Eulerova i njene modifikacije, Taylorova, Runge-Kutta, visekora¢ne i
dr.

Osim Cauchyjevog problema (1) ¢esto sreéemo i njegovu modifikaciju kod koje je prvi izvod pomnozen
nekim pozitivnim malim parametrom ¢, (0 <e <1 ).

ey = flz,y), 0<z, 0<e<l, @
y(x

0,€) = Yo,

gdje je f(z,y) € C™™(]0,a] x R), n > 1. Poslije dijeljenja prethodne diferencijalne jednaéine sa parametrom
€, dobijamo

y = flz,y), 0<=z, 0<e<l,
{ (3)

y(x()a 8) = Yo,

gdje je f(z,y) = @ Neka je f linearna funkcija po y, to jest neka vrijedi f(z,y) = p(z)y + G(x), u ovom
slu¢aju Cauchyjev problem (2) poprima sljedeéi oblik

ey =p(@)y +4q(z), 0<z, 0<e<l,

y($07 5) = Yo.

Ponovo podijelivsi prethodnu diferencijalnu jednacinu sa e, dobijamo

Yy =plx)y+q(z), 0<z, 0<e<l,
y(wo,€) = Yo,

gdje su p(x) = 22 i g(z) = 12,

Prisustvo parametra e dovodi do brzih promjena ta¢nog rjeSenja y Cachyjevog problema (3) odnosno (4)
u nekim dijelovima domena, o ¢emu ¢e biti viSe rijeci u sljedecoj sekciji. Zbog ovih brzih promjena, klasi¢ne
metode su neadekvatne za numericko rjesavanje navedenih problema u kojima se pojavljuje perturbacioni
parametar €, stoga je bilo potrebno razviti nove efikasnije metode u kojima se uzima u obzir postojanje
pomenutih brzih promjena tacnog rjeSenja.

Jedna od najsirenijih metoda za rjesavanje ovakvih problema je metoda slojno-adaptivnih mreza. Pro-
cjena tac¢nog rjesenja i njegovih izvoda je veoma vazna komponenta u konstruisanju slojno—adaptivnih mreza.
U sljede¢em teoremu date su ove procjena za problema (3), odnosno za ta¢no rjesenje ovog problema.

Teorem 1.2. [4, pp 66] Neka je y(x,e) rjesenje problema (3). Tada za 0 < i < n i 0 < x < a, vrijede
sljedece procjene

‘y(i)(;r, E)’ <C{1+e"exp(—c(0)z/e)}, ?
ako je fy(z,y) = c(x) > 0 ic(z) € C[0,al;
[y (@,0)| < € [1+ 70 exp(—mak T /o) + (/04D 4+ 2)171] )

ako je f,(z,y) = 2¥g(x,y) i g,(z,y) = c(x) > 0, gdje je c(z) € C0,a], 0 <m < emingejo,q) ¢(z), k =1 je
pozitivan cio broj.
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Primjedba 1.3. Posmatrani Cauchyjev problem (1) je najjednostavniji, naime u ovom se problemu po-
javljuje diferencijalna jednacina prvog reda. Umgjesto diferencijalne jednacine prvog reda, moZe se pojaviti
1 diferencijalna jednacina viseg reda kao i sistem diferencijalnih jednacina. Svi ovi slucajevi su detaljno
obradeni u literaturi. Cilj ovog rada je da ukaZe na probleme prilikom numerickog rjesavanja Cauchyjevih
problema ¢ija tacna riesenja imaju brze promjena, pa je sasvim dovoljno u ovoj nekoj pocetnoj fazi posmatrati
samo Cauchyjeve problema sa diferencijalnom jednacinom prvog reda.

2. Slojno—adaptivne mreze

U ovoj sekciji dati su osnovni razlozi i ideje koje su dovele do konstruisanja slojno—adaptivnih mreza, kao
i konstrukcija najjednostavnije slojno—adaptivne mreze. Analiziran je jednostavan Cauchyjev problem ¢ije je
tacno rjesenje poznato. Numericko rjeSenje, za razli¢ite vrijednosti perturbacionog parametra ¢, izracunato
je na ekvidistantnoj mrezi i istaknuti su nedostaci u ovakvom pristupu. Upravo ovi nedostaci doveli su do
razvoja slojno-adaptivnih mreza.

Posmatrajmo jednostavan testni Cauchyjev problem,
ey = —y, x €0,1] )

y(0,e) = 1.

Taéno rjesenje ovog problema je y(z,e) = e~*/¢. Grafici funkcije y(z,¢) za = € [0,1] dati su na Slici 1, za
tri razlicite vrijednosti parametra e, ¢ = 273, 274 i 276, Sa grafika je jasno uociti, a to se da zakljuciti i na
osnovu osobina funkcije x +— e™*, da funkcija ima brze promjene u nekoj okolini tacke x = 0.

107 — yx,e)=e ¥ g=273
— ylx,e)=e™, e=2"¢

0-81 — ylx,&)=eX, g=2"6

0.6

0.4

0.2

0.0+

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 1: Grafik funkcije y(x,e) = e~*/¢ za razlicite vrijednosti parametra e

Ove promjene su brze §to je manji parametar €. Dio domena gdje se deSavaju ove brze promjene nazivamo
sloj 1 ovo je sloj eksponencijalnog tipa.

Kao $to je poznato, u opstem slucaju Cauchyjev problem ne mozemo ta¢no rijesiti, pa se pribjegava
numerickim metodama. U najvecem broju tih metoda podijelimo domen, na kojem je potrebno da odredimo
rjeSenje, sa odredenim brojem ¢vorova i primjenimo neku od metoda kojom éemo izracunati numericko
rjesenje. Isto tako u najveéem broju sluc¢aju koristimo ravnomjernu ili uniformnu raspodjelu ¢vorova, to jest
rastojanje izmedu dva susjedna ¢vora je ekvidistantno. Skup ¢vorova kojim dijelimo neki segment nazivamo
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1.0 @ numericko rjedenje £ =272 1.0 © numeri¢ko rjedenje e =27
—— taéno riedenje e =272 —— taéno riedenje e =2"*
0.8
0.6
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1.0 Ly s
© numeri¢ko riedenje e =278
—— taéno rjeSenje e =278
0.8
0.6
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Slika 2: Grafici tacnog i numerickog rjeSenja na uniformnoj mrezi

mreza. Ako npr. na segmentu [0, 1] Zelimo izracunati numericko rjeSenje nekog Cauchyjevog problema,
podijeli¢emo ga ¢vorovima za koje vrijedi

O=20<21<... <21 <Z; <Tip1 <...<zp = 1.
Dakle, skup ovih évorova x;, ¢ = 0,1,..., N je mreza.

Primjedba 2.1. U savremenoj literaturi ¢esce se koristi izraz tacka mreZe umgesto ¢vor, pa éemo u nastavku
ovog rada koristi izraz tacka/tacke mreZe.

Ako su tacke mreze uniformno rasporedene onda je rije¢ je o uniformnoj ili ekvidistantnoj mrezi, u suprotnom
o neekvidistantnoj ili neuniformnoj mrezi. Korak mreze ili parametar mreze je rastojanje izmedu dvije
susjedne tatke mreze. Kod uniformnih mreza korak mreze je konstantan, obi¢no ga oznacavamo h i vrijedi
h = & ako je segment [0, 1] na kojem se racuna numericko rjesenje, u slu¢aju segmenta [a, b] vrijedi h = b’T‘l.
Kod neuniformnih mreza korak mreze ra¢unamo h; = ;41 —x;, 1 =0,1,...,N — 1.

Uniformne mreze su najjednostavnije pa je samim tim i analiza metoda, koje koriste ovakve mreze,
jednostavnija od analize metoda koje koriste neuniformne mreze. Medutim, u mnogim sluc¢ajevima uniformne
mreZe nisu najbolje rjeSenje za primjenu.

Radi ilustracije zasto uniformne mreze nisu najbolji izbor za rjesavanje Cauchyjevih problema, ¢ija tacna
rjeSenja imaju brze promjene, posmatrajmo Sliku 2. Na slici su predstavljeni grafici tri numericka i tri tacna
rjesenja Cauchyjevog problema (7).

Gore lijevo su grafici numerickog i tacnog rjesenja za vrijednost parametra e = 272, Rubni sloj u okolini
tacke z = 0 vrlo je slabo izrazen, te je lako uociti da su tacke koje predstavljaju numericko rjesenje dosta
dobro rasporedene na ¢itavom grafiku. Doduse nesto rjede u sloju, ali i dalje zadovoljavajuce.
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Na slici gore desno prikazani su grafici obje vrste rjesenja ali sada za vrijednost parametra e = 274, Ve¢é
je bolje izrazen sloj i odmah se uocava logija raspodjela tacaka numerickog rjesenja.

Na Slici 2 dole su grafici numerickog i taénog rjesenja ali za vrijednost parametra ¢ = 278. Sloj je sada
u veoma uskom dijelu u odnosu na domen, $to znac¢i da su promjene tatnog rjeSenja veoma velike, to jest
tacno rjeSenje se veoma brzo mijenja u sloju.

Treba napomenuti da je koristen isti broj tacaka za racunanje numerickog rjesenja u sva tri slucaja, te
da je rastojanje izmedu dvije susjedne tacke mreze ekvidistantno. Sa posljednje slike vidimo da tacke koje
predstavljaju numericko rjesenje nisu dobro rasporedene, u dijelu grafika koji odgovara sloju nema niti jedna
tacka numerickog rjesenja, osim tacke koje odgovara pocetnom uslovu y(zg,£) = yo. Ovo nije dobra opcija
jer nemamo nikakvu informaciju o rjeSenju u sloju. Da bi se prevaziSsao ovaj problem mozemo povecati broj
tacaka, to jest smanjiti rastojanje izmedu dvije susjedne tacke, te bi na taj nacin podijelili dio domena koji
odgovara sloju sa dovoljnim brojem tacaka. Medutim, ovakav pristup je lo§ sa prakti¢ne/kompjutacione
strane. Naime, sloj je za ovaj problem $irine reda O(g|In¢|). Neka je greska metode reda O(h3), sto je
uobicajeni red velic¢ine za Runge-Kutta metode drugog reda i neka se zahtijeva da greska ne bude veca od
107, ponovimo segment na kojem ra¢unamo numericko rjesenje je [0, 1]. Sada iz nejednakosti h® < 1076
dobijamo da je h < 1072, drugim rije¢ima segment [0, 1] potrebno je podijeliti na 100 podsegmenata odnosno
broj tacaka je N = 101. Ovakavo rezonovanje vrijedi kada ta¢no rjeSenje nema sloja, ali nas Cauchyjev
problem ima sloj i tu ¢injenicu moramo uzeti u obzir. Neka je ¢ = 107 i sloj je u ovom sluéaju &irok
ellng] = 1074|In1074| ~ 9-107%. Da bi bar jedna tacka mreze bila u sloju mora biti ispunjen uslov
h < 0.0009. Grubo govoredi, broj tacaka mreze mora biti veéi od 1111, a to je vise od deset puta u odnosu
na N = 101 i to da bi samo jedna tacka mreze bila u sloju. Naravno, potrebno je mnogo vise tacaka od jedne
u sloju, pa bi i broj tacaka mreze bio mnogo veéi od 1111, odnosno mnogo vise od deset puta bi trebalo
povecati broj tacaka mreze.

Prethodna diskusija je opisala samo jedan od razloga zasto uniformne mreze nisu pogodne za rjeSavanje
Cauchyjevih problema koji imaju izrazene slojeve. Metode koje se koriste za numericko rjesavanje obi¢nih
diferencijalnih jednacina, uobicajeno se poopstavaju (kada je to moguée) i konstruisu metode za numericko
rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednacina. Ovaj problem sa velikim poveéanjem broja tacka postao bi
i veéi prelaskom na numericko rjesavanje parcijalnih diferencijalnih jednaécina.

Da bi se izbjegao prethodno opisani problem potreban je drugaciji pristup numerickom rjesavanju Ca-
uchyjevih problema (3), nego $to je povecanje broja tacaka uniformne mreze. Jedno od moguéih rjesenja
u prevazilazenju ovog problema je upotreba mreza koje imaju neunifomnu raspodjelu tacaka. Ovaj pristup
pokazao se veoma efikasnim u numerickom rjesavanju rubnih problem. Vratimo se ponovo na Sliku 2 dole. U
slucaju koristenja uniformne mreze potrebno je enormno povecati broj tacaka da bi ih bilo dovoljno u sloju.
Da bi se izbjeglo povecanje broja tacaka mreze, a samim tim i nepotrebno povecanje vremena racunanja a
i nepotrebno troSenje resursa racunara, potrebno je izvrsiti drugaciju raspodjelu tacaka mreze. Ovo radimo
na sljedeéi nacin: od ukupnog broja tacaka mreze N jedan dio tacaka koristimo za sloj, dok preostale tacke
koristimo za dio mreze koji odgovara domenu van sloja. Rastojanje tacaka u sloju je po pravilu manje od
rastojanja preostalih tacaka koje koristimo van sloja.

Jedan od nacina generisanje ovakve neuniformne (neekvidistantne) mreze vrsi se generativnom funkcijom
@, ¢ :[0,1] — [0,1]. Ovo je slozena funkcija i sastavljena je najmanje od dvije druge funkcije, jedna sluzi za
generisanje tacaka mreze u sloju, a druga za generisanje tacaka van sloja.

_ ¢1(€75)7 56 [07047
¢(€75) - {¢2(€,E), é. c (Oé,l]. (8)

Vrijednost parametra « odreduje koliko ¢e tacaka mreze biti u sloju, a koliko van sloja. Kada je poznat
analiticki oblik funkcije ¢ neuniformnu mrezu nije tesko generisati. Polazimo od uniformne mreze & =
th,i=0,1,...,N, h = 1/N; i tacke neuniformne mreze dobijamo na sljedeéi nacin

xi:¢(§i75)>i:071>"'7]\[' (9)

Postavlja se pitanje kako konstruisati generativnu funkciju ¢? Polazna tacka za konstruisanje generativne
funkcije su procjene izvoda ta¢nog rjesenja. Iz Teorema 1.2 lako je uociti da u procjeni izvoda taénog rjeSenja
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figurise eksponencijalna funkcija, stoga ocekujemo da funkcija kojom generisemo tacke mreze u sloju bude
neka logaritamska funkcija. Drugi dio generativne funkcije (druga funkcija) je obi¢no neki polinom kojim
generiSemo tacke mreze van sloja. Ovaj drugi dio generativne funkcije se bira tako da generativna funkcija
bude barem neprekidna na ¢itavom domenu.

Prvu neuniformnu mrezu konstruisao je Bakhvalov ([1]) upravo koristeéi logaritamsku funkciju za gene-
risanje tacaka u sloju, dok je za generisanje tacaka mreze van sloja koristio linearnu funkciju. Nakon toga
Vulanovié ([10]) pojednostavljuje konstruisanje generativne funkcije, a vazno je napomenuti i veliki doprinos
Liseikina ([4, 5, 7]) u konstruisanju mnogih generativnih funkcija odnosno neuniformnih mreza.

U nastavku ovog rada koristimo najjednostavniju neuniformnu mrezu, koju je konstruisao Shishkin ([9]).
Ova mreza je sastavljena iz dvije uniformne mreze, jedne sa finijom raspodjelom tac¢aka (manje rastojanje
izmedu tacaka) i drugom grubljom (vede rastojanje izmedu tacaka). Shishkin je konstruisao mrezu koja sluzi
za rjeSavanje rubnih problema koji imaju eksponencijalni sloj. Pokazao je da funkcija ¢; (koja generise tacke
u sloju) ne mora biti logaritamskog tipa, nego mnogo jednostavnija linearna fukcija, Slika 3. Shishkinovu
mrezu mozemo shvatiti kao dvije uniformne mreze spojene na odgovarajué¢i na¢in. Dobijena mreza ima
boljih i losijih osobina u odnosu na mreze koje su konstruisali Bakhvalov i Liseikin. Jednostavnija je analiza
metoda koje koriste Shishkinovu mrezu u odnosu na Bakhvalovu mrezu i Liseikinove mreze, medutim greska
je veéa kod upotrebe Shishkinove mreze. Vazno je napomenuti da je broj problema koji se mogu efikasno
rijesiti upotrebom Shishkinove mreze mnogo manji od broja problema koji se mogu rijesiti upotrebom veoma
fleksibilnih Liseikinovih mreza. Generativna funkcija za Shishkinovu mrezu data je sljede¢om formulom

20§, 0<¢{<xaq,
=1 oo Lo (10)
l1-«a
gdje je a € (0,1), 0 = min{0.5,(n/b)elnN}, b > 01 n > 1. Velicina o je tranziciona tacka mreze ili
Shishkinova tranziciona tacka i ona odreduje mjesto prelaska sa fine na grubu mrezu. Prilikom koristenja
Shishkinove mreze za numericko rjeSavanje rubnih problema, tipi¢na vrijednost parametra n odgovara ste-
penu konvergencije metode, dok je parametar b odreden Teoremom o procjeni izvoda i o = 1/2.

Polazeéi sada od generativne funkcije ¢ date formulom (10), Shishkinovu mrezu generiSemo koristeéi
formulu (9). Na Slici 3 dat je grafik funkcije ¢ (plava boja). U funkciju ¢ uvrstavamo vrijednosti & = ih,
i =0,1,...,N; koje odgovaraju tackama uniformne mreze. Ove su tacke predstavljene na Slici 3 Zutom
bojom i nalaze se na z—osi. Odgovarajuce vrijednosti funkcije ¢(ih) predstavljene su zelenom bojom i
predstavljene su na y—osi, ovo su tacke Shishkinove mreze, to jest z; = ¢(ih) = ¢(&;), i =0,1,..., N.

Na Slici 4 predstavljene su tacke uniformne mreze i dobijene tacke Shishkinove mreze. Sa Slike 4 (desno)
vidi se neuniformna raspodjela tacaka mreze, takode nije tesko primijetiti da su tacke mreze kondenzovane
u okolini tacke x = 0. Ponovimo, u okolini tacke x = 0 je sloj i da bi se problem koji nastaje zbog brzih
promjena tacnog rjeSenja u sloju rijesio na odgovarajuéi nacin, potrebna je ovakva raspodjela tacaka.

Vise detalja o slojno—adaptivnim mrezama i njihovoj konstrukciji, za razne probleme te razlicite vrste slojeva,
moze se naéi u Liseikin i dr. ([6]).

Primjedba 2.2. Prethodno opisani problem, koji je naveden kao razlog koristenja slojno—adaptivnih mreza
pri numerickom rjesavanje Cauchyjevih problema (3), u literaturi se naziva i ekonomicnost racunanja. Osim
prevazilaZenja ovog problema uvodenjem slojno—adaptivnih mreza pri numerickom rjeSavanju problema (3)
i sli¢nih, TjeSava se i problem stabilnost. Ovo je vrlo ozbiljan problem i prevazilazi okvire ovog rada, stoga
¢emo se stabilnosti samo dotaci u numerickim eksperimentima na kraju rada.

3. Runge—Kutta metode

Veoma uspjesne, u numerickom rjesavanju Cauchyjevih problema, pokazale su se Runge-Kutta metode
([3, 8]). Ovo su jednokoracne metode, dakle u Runge-Kutta metodama za ra¢unanje numericke vrijednosti
u tacki x;11 to jest y;41, koristi se samo jedna prethodno izracunata vrijednost y;, ona koja odgovara tacki
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1_O, . ...................... funkCIJa ¢ .......................

@ e o unlformna mreza
0.8 @-oveveeereriennns Sigkinova mreza - /

06| @ ,

0.4

0.2

00{ 6 00000000000006060
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 3: Generisanje Shishkinove mreze iz uniformne mreze funkcijom ¢
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Slika 4: Uniformna (lijevo) i Shishkinova mreza (desno)

z;. Ove dvije vrijednosti z; i y; koriste se za ra¢unanje aproksimativne jedne ili vise vrijednosti funkcije f.
Broj ovih aproksimativnih vrijednosti povezan je sa redom ili nivoom Runge-Kutta metoda.
Opsti oblik Runge-Kutta metoda s-tog reda (ili nivoa) je

Yirr = yi +hi Yy bk, (11)
j=1
gdje je
k]' = f <$l —+ thz‘ayi —+ h,L Zankq) R ] = 1,2, RN (12)
q=1

dok su y; 1 y;4+1 aproksimativne (ili numericke) vrijednosti koje odgovaraju ¢vorovima z; i x;41, respektivno.

Koeficijenti, koji se pojavljuju u formulama (11) i (12), predstavljeni su u Tabeli 1, a ona predstavlja punu
ili implicitnu Runge-Kutta metodu s—tog reda. Osim implicitnih postoje i eksplicitne Runge-Kutta metode.
Izmedu ove dvije vrste metoda razlika je u sljedecem: kod eksplicitnih metoda velicine k;, j = 1,...,s,
racunamo koriste¢i samo prethodno izracunate vrijednosti k1, ..., k;_1, za razliku od implicitnih gdje se za
racunanje veli¢ine k; mogu koristiti sve veli¢ine kq, ..., k;. Razlika izmedu eksplicitnih i implicitnih metoda
dobro je objasnjena u literaturi. Uobic¢ajeno, implicitne metode su komplikovanije, samim tim su teze za
koristenje. U slucaju kada je f nelinearna funkcija potrebno je u svakom koraku rijesiti nelinearni sistem
jednagina. Ali isto tako poznato je da su bolje od eksplicitnih metoda po pitanju stabilnosti.

U Tabeli 2 dati su koeficijenti eksplicitne Runge-Kutta metode s—tog reda.

Isto tako u literaturi pokazano je kako se racunaju koeficijenti iz Tabele 1 ili 2 na viSe nacina.
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¢ | a1 Gir2 ... QAis
C2 | 2,1 G22 ... Q25
Cgs CLS71 CL572 e CLS7S

b by ... b

Tabela 1: Butcherov niz za punu (implicitnu) Runge-Kutta metodu

0 0 0 0 0
Co CL2’1 0 e 0 0
c3 | a3l agze ... 0 0
Cs | Q51 Qg2 ... Ggs—1 O

by by . bs—1 bs

Tabela 2: Butcherov niz za eksplicitnu Runge-Kutta metodu

40

Eksplicitne Runge—Kutta metode drugog reda. Sada ¢emo izracunati koeficijente za eksplicitne Runge-Kutta

metode drugog reda. Odgovarajuéi koeficijenti dati su Tabeli 3.

0 0 0
co | a1 O
by by

Tabela 3: Butcherov niz za eksplicitnu Runge-Kutta metodu reda s = 2

Numericku vrijednost y;+1 koja odgovara tacki mreze x;11 ta¢nog rjesenja y racunamo po formuli

Yir1 = Yi + hi(brk1 + baka),
gdje su

ki = f(zs + crhi, yi + hiay1ky)

ky = f(x; + cohy, yi + hiag 1ky).
Kako je iz tabele 3, ¢c; =01 a;; = 0, to dobijamo
Yitr1 = Yi + hi [b1f (@i, 43) + baf (@i + c2hi, yi + hiao (i, 9:))] -

Koeficijente by, ba, c2 1 ag,;1 odredujemo uporedujuéi Taylorove razvoje za y;41 1 y(x;+1). Vrijedi

Yirr = Yi + hibi f (i, yi) + habo [f(@a,y:) + fol(@is yi)eahi + fy(i, yi)hiaoa f(ziys) + O(hF)]

y// (l,,l)
2

= y(@i) + fzi, yc:) ) hi + % [foli,y(@) + fy(as y(@) f i y(@:)] b + O(h?).

y(z +1) = y(z;) +y'(x:)hi + hi + O(h3)

(13)

(14)

(15)
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Uporedujuéi sada izraze iz (15) koji su uz h; sa izrazima iz (16) takode uz h;, te ovaj postupak ponovimo i

za h2, dobijamo sistem

b1 +by=1

1
b282:§ (17)
baa _!
2021 = 5

Sistem (17) je nelineran sa 3 jednacine i 4 nepoznate i ne mozemo ga jednoznaé¢no rijesiti. Sljedeca rjesenja,

odnosno metode se najéesée koriste:

1)
1
b1:b2:7,02:a271:1,
2
k1 = f(@s,y), ko = f(xs + hy,yi + k1), (18)
1
Yitl = Yi + ihi(kl + k2),
2)
1 3 2
blzia 52:1702:@,1:57
ki = f(zi, ), ko = f(zi + Shi, yi + 3k1),
1
Yir1 = Yi + Zhi(kl + 3k2),
3)

1
by =0, b2 =1, €2 =021 =3,
kl = f(Iuyz)» k? = f(xz + %hzayz + %k1)7
Yir1 = Yi + hika.
Eksplicitne Runge—Kutta metode treceg reda. Navedeni postupak mozemo iskoristiti i za dobijanje Runge—
Kuta metoda viseg reda od dva. Za dobijanje metoda treéeg reda, potrebno je samo u formulama (15) i (16)
u razvoj ukljuéiti i druge izvode i iskoristiti izraze uz h?. Na taj naéin neke od formula koje dobijamo su

1)
ki = f(zi,yi), k2 = f(xi + Shi,yi + 3k1), ks = f(zi + 2hi,yi + 3ka), 19)
1
Yir1 = Yi + §hi(2k1 + 3ka + 4k3),
2)

ki = f(zisyi)s ko = f(xi + Shi,yi + 3k1), ks = f(@i + hi,yi — k1 + 2k2),
1
Yirl = Yi + ghi(/ﬁ + 4ko + ks3).

Ostale eksplicitne sheme viSeg reda dobijaju se na analogan nacin.



V. Divkovié, L. Lukié, E. Memié, S.Karasulji¢ / EVOLVENTA (JAMTK) 6 (1) (2023) 42

Implicitna Runge—Kutta metoda drugog reda. Nije tesko primijetiti da kod eksplicitnih Runge-Kutta metoda,
koeficijente sa ve¢im indeksom ra¢unamo koristeéi koeficijente sa manjim indeksom, npr. kod eksplicitne
Runge-Kutta metode trec¢eg reda, ko racunamo koristeéi ki, dok k3 racunamo preko ki i k. Dakle, za
racunanje nekog koeficijenta koristimo veé izrac¢unate vrijednosti drugih koeficijenata. Ovo nije slucaj sa
implicitnim metodama, kao $to éemo vidjeti na sljedeéem primjeru. Sljedeéu implicitnu metodu,

ki = f(zi+ (3 = V)hi,yi + thiks + (5 — 7)hik2)
ko = f(zi + (3 +Nhi,yi + (2 +7)hiks + Lhiks) (20)
Yi+1 = Yi + %hz(k'l + k2)

V3

gdje je v = %, koristimo u numerickim eksperimentima. Iz formule (20) vidimo da se u izrazu za racunanje
koeficijenta k1 pojavljuje koeficijent ks i obrnuto. Ovo je razlog zasto se ovakve metode nazivaju implicitnim.
Da bi izracunali numericku vrijednost y; 11 potrebno je da znamo y;, k1 i k2, zbog toga moramo u svakom
koraku rijesiti sistem
ki = f(zi+ (3 — Vhi,yi + $hiks + (5 — 7)hik2) 21)
ke = f(zi+ (5 +Mhi,yi + (5 +7)hiks + $hiks),

po nepoznatim k; i k. U zavisnosti od funkcije f ovo je linearni ili nelinearni sistem od dvije jednacine. U
slucaju kada je funkcija f linearna, kao §to je slucaj u (4), ovaj sistem (koji postaje sistem dvije linearne
algebarske jednacine) mozemo simbolicki rijesiti po ki i ko2, te ova rjeSenja uvrstiti u izraz y;41 = y; +
%(kl + ko). Kada je f nelinearna funkcija situacija je dosta komplikovanija, tada je potrebno u svakom
koraku rjesavati nelinearni sistem.

Ogranic¢i¢emo se samo na linearni slucaj (4), sada sistem (21) poprima novi oblik

b =p [yi + Lhiky + (2 =) hika) + ¢ 22
() <2> (22)
k2 [ ( —i—’}/)hkl-i- hk}g] iy

odnosno

1= 3p0h:) by —pl” (3 =) hikz = "y + 0"

(23)
= (5 ) bk + (1= 3P0 ) ke = Py + 0,

gdje su p( ) = pl@i + (3 =7) hi), p ( ) = = p(zi + (3 +7) hi), analogno vrijedi i za q( )i

prethodni sistem po k1 1 ks, te uvrstavajum dobijene izraze u tredi izraz iz (20) doleamo

52). Rjesavajuci

1 (PP +a") (1 p900) + (629 + ™) (1= 0P vhe)
Yit1 = Yi + 5
20 (1= 1) (1= 4pP k) = pUp (F5 = 2) b2

Prethodna formula predstavlja implicitnu metodu (20) u sluc¢aju kada je f linearna funkcija (f(z,y) =
p(z)y + q(x)), to jest kada je diferencijalna jednacina linearna.

Li=1,2,...,N—1. (24)

4. Numericki ekperimenti

U ovoj sekciji bice testirane metode date u prethodnom dijelu rada na Shishkinovoj mrezi koja je gene-
risana funkcijom (10). Velic¢ine koje ¢emo racunati u ovim numerickim ekperimentima su vrijednost greske
FEn i brzina konvergencije Ord. Ra¢unamo ih po formulama
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Ey = max |y(z:) - y;
IHEN — lnEgN

Ord = ok k1))

N

I

43

(25)

(26)

gdje je N = 2 k = 1,2,..., dok y(=;) predstavlja vrijednost taénog rjesenja Cauchyjevog problema u
tacki mreze x;, a y¥ je vrijednost odgovarajuéeg numerickog rjesenja, takode u tacki mreze ;, ali koje je
izraCunato na mrezi sa N + 1 tackom.

Primjer 1. Dat je Cauchyjev problem

:—:cy—i—a—i—e*”/s—i—x(m—e*“/s—&—l), 0<

ey
y(0) = 0.

Taéno rjesenje ovog Cauchyjevog problema je y(x) = x — e /% 41,

Mrezu za racunanje numerickog rjesenja generisSemo koristedi generativnu funkciju (3).

Vrijednosti pa-

rametara, koji su koristeni u numerickim eksperimentima, sun =2,b=1 i a = 1/2. Vrijednosti perturba-
cionog parametra € i broja tacaka N dati su u tabelama.
U Tabelama (4), (5), (6), predstavijene su vrijednosti E, i Ord, za Runge-Kutta metode (18), (19) i

(24), respektivno.

e=2"2 e=2"% e=2"6 e=2"8 e=12"10

N En Ord ENn Ord ENn Ord En Ord Epn Ord
210 1.49¢-06  2.00  1.03e-05  2.00  1.31e-05  2.00  2.78¢-05  2.68  3.00e-04  3.30
211 4516-07  2.00  3.13¢-06  2.00  3.96e-06  2.00  5.61e-06  2.38  4.09¢-05  3.20
212 1.346-07  2.00  9.32e-07  2.00  1.81e-06  2.00  1.33¢-06  2.04  5.88c-06  2.98
213 3.946-08  2.00  2.74e-07  2.00  3.46e-07  2.00  3.81e-07  2.00  9.45¢-07  2.69
214 114e-08  2.00  7.93e-08  2.00  1.00e-07  2.00  1.10e-07  2.00  1.78e-07  2.42
215 3.28¢-09 2.00  2.28¢-08  2.00  2.88¢-08  2.00  3.17¢-08  2.00  3.94e-08  2.22
216 9.34e-10  2.00  6.48¢-09  2.00  8.20e-09  2.00  9.01e-09  2.00  9.76e-09  2.07
217 2.64e-10 - 1.83e-09 - 2.31e-09 - 2.540-09 - 2.64¢-09 -

Tabela 4: Vrijednosti greske En i brzine konvergencije Ord za razli¢ite vrijednosti N i e

e=2"2 e=2"4% e=2"6 e=2"8 e=2"10

N En Ord En Ord En Ord En Ord En Ord
210 2.34¢-09  3.00  5.40e-09  3.00  2.23¢-09  3.68  3.30e-09  3.04  2.0le-09  3.18
211 3.86e-10  3.00  8.97e-10  3.00  2.46e-10  3.00  5.34e-10 3.02  3.00e-10  3.10
212 6.27e-11 3.00 1.45e-10  3.00  3.99e-11 3.00 8.54e-11 3.01 4.56e-11 3.06
213 9.96e-12  3.00  2.30e-11  3.00  6.33e-12  3.00 1.34e-11 3.00  6.98e-12  3.03
214 155¢12 3.00 3.60e-12  2.99  9.88e-13  2.96  2.09e-12  2.99  1.06e-12  3.01
215 23813  3.03  5.55e-13  2.90  1.55e-13  2.61 3.23e-13  3.06  1.62e-13  2.62
216 353¢-14  -3.22  8.94e-14  2.53  2.99e-14  -0.65  4.70e-14  -0.21  3.13e-14  -0.59
217 2.70e-13 - 1.79e-14 - 4.52e-14 - 5.39e-14 - 4.55e-14 -

Tabela 5: Vrijednosti greske En i brzine konvergencije Ord za razli¢ite vrijednosti N i e

5. Diskusija i zakljucak

U ovom radu razmatrano je numericko rjesavanje Cauchyjevog problema, ¢ije rjeSenje ima izrazen sloj.
Navedeni su razlozi koristenja slojno—adaptivnih mreza pri numerickom rjeSavanju diferencijalnih jednacina,
Cija tactna rjesenja imaju brze promjene. Ova teorija je dobro razvijena za rjeSavanje rubnih problema i u
ovom radu ista metodologija je primjenjena za rjesavanje Cauchyjevog problema.
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e=2"2 e=2"% e=2"6 e=2"8 e =2-10
N En Ord En Ord En Ord En Ord En Ord
210 5.84e-5 5.15 5.19¢-5 517  4.58¢-5 5.19 4.01e-5 5.21 3.48e-5 5.23
211 2.68e-6 5.19 2.35e-6 5.21 2.05e-6 5.23 1.77¢-6 5.25 1.52e-6 5.28
212 1.15e-7 5.16 9.98¢-8 5.18 8.59¢-8 5.20 7.32e-8 5.22 6.18¢-8 5.25
213 4.84e-9 5.12 4.15e-9 5.14 3.53¢-9 5.16  2.97e-13  5.18 2.47e-9 5.20
214 2.03e-10  5.08  1.72e-10  5.10  1.44e-10  5.12  1.19e-10  5.14  9.84e-11  5.16
215 8.50e-13  5.08  7.13e-12  5.10  5.91e-12  5.13  4.83e-12  5.12  3.90e-12  5.23
216 3.48c-13 . 2.88¢-13 2,31  2.34e-13  2.01  1.93e-13  2.36  1.45e-13  1.19

w
b
w

217 4.10e-14 6.68e-14 - 6.55e-14 - 4.32e-14 - 6.38e-14 -

Tabela 6: Vrijednosti greske En i brzine konvergencije Ord za razlicite vrijednosti N i ¢

2.00 2.00
1.75 1.75
1.50 1.50
=22 =2
1.25 nuvm. £=2 1.25 nuvm. £=2
—— tatnoe=27? —— tatnoe=27?
1.00 e num, =273 1.00 e num, =273
0.75 —— tatnoe=2"3 0.75 —— tatnoe=2"3
e num.g=2"* e nuM. g=2"*
050 —— tatnoe=2"* 050 —— tatnoe=2"*
0.25 num. g =273 0.25 num. g =273
— tad —2-5 L aw — -5
0.00 tacnoe=2 0.00 tacnoe=2
0.0 02 0.4 0.6 0.8 10 0.0 02 0.4 0.6 0.8 10

5| e num.g=277075
—— tadno g=2"7075

al num. g =27715
—— tacnoe=2"71
R e PUM. £ =2-7225

—— tadnoe=27"72%5

Slika 5: Grafici taénog i numerickog rjesenja na Shishkinovoj (lijevo—gore), uniformnoj mrezi (desno—gore) za
N = 32 i vrijednosti perturbacionog parametra ¢ = 272,273,274 276; grafici taénog i numerickog rjesenja
na uniformnoj mrezi za N = 32 i ¢ = 277075 9-715 9-7.225

Prvo je koristena Runge—Kutta metoda (18) na mrezi generisanoj sa (10). U Tabeli 4 su odgovarajuce
vrijednosti E,, i Ord. Ova Runge-Kutta metoda je drugog reda, u klasi¢noj teoriji (uniformna mreza,
tacna rjefenja nemaju izrazene brze promjene) greska metode je O(h3), odnosno brzina konvergencije je
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3. Izracunata vrijednost parametra Ord je 2 ili je bliska ovoj vrijednosti, osim u posljednjoj koloni za
vrijednost parametra ¢ = 2710, gdje vrijednost Ord pocinje sa 3.22 za N = 210 i blago se smanjuje do
2.07 za N = 2'7. Ove vrijednosti nagovjestavaju e—uniformnu konvergenciju, osobinu koja se zahtijeva
od metoda koje se koriste za rjeSavanje Cauchyjevih i rubnih problema c¢ija rjeSenja imaju izrazene brze
promjene. Grubo govoreéi, metoda ima osobinu e—uniformne konvergencije, ako vrijednost greske (dobijena
u odgovarajué¢oj normi—uobicajeno maksimum vektorska norma) ne izlazi iz dobijenih teorijskih okvira pri
smanjenju perturbacionog parametra . Treba napomenuti da se ra¢unanje vrijednost parametra Ord blago
razlikuje u sluc¢aju koristenja uniformne i Shishkinove mreze.

U Tabeli 5 su vrijednosti E,, i Ord, ali sada je koristena Runge-Kutta metoda (19) na mreZi generisanoj
sa (10). U Kklasiénoj teoriji vrijednost greske za ovu metodu je reda O(h?), i brzine konvergencije je 4.
Iz prilozene tabele vidimo da je vrijednost parametra Ord 3 ili je bliska ovoj vrijednosti za broj tacaka
mreze N = 219 do N = 215, Povedanjem broja tacaka N = 26 i dalje, dolazi do smanjenja vrijednosti
parametra Ord, te ¢ak njegova vrijednost postaje i negativna. Ovakvo ponasanje metode nije pozeljno i
moze se objasniti akumulacijom vrijednosti greske, koja je prisutna pri numerickom rjesavanju Cachyjevih
problema tipa (3) i sliénih.

U posljednjoj, Tabeli 6, su vrijednosti dobijene koristenjem (24) i mreze generisane sa (10). Ovo je
Runge-Kutta implicitna metoda drugog reda, vrijednost greske je O(h3), odnosno brzina konvergencije je
3. Dobijene vrijednosti su veée od 5 za broj tacaka mreze N = 2'° do N = 2%, poveéanje broja tacaka
vrijednost parametra Ord naglo se smanjuje. Ovako velika odstupanja izracunatih vrijednosti od teorijskih
nisu ni u ovom sluc¢aju pozeljna.

Na Slici 5 gore lijevo, su grafici tacnih i numeric¢kih rjeSenja za razlicite vrijednosti perturbacionog
parametra €. Sva numericka rjesenja su dobijena koristenjem N = 33 tacke. Sa grafika lako je uociti da se
smanjivanjem parametra € sloj suzava, odnosno da je promjena tacnog rjeSenja koji odgovara tom dijelu
domena sve brza. Evidentno, tacke numerickog rjeSanja su dobro rasporedene i u sloju, a to se postize
fleksibilnom konstrukcijom mreze. Sa druge strane na Slici 5 gore desno, predstavljeni su grafici ta¢nih i
numerickih rjesenja. Ovaj put za racunanje numerickih rjesenja koristena je uniformna mreza. Nije tesko
uociti losu osobinu koristenja uniformnih mreza za numericko rjesavanje problema (3) i njemu sliénih. Naime,
smanjivanjem parametra ¢, uz koriStenje istog broja tacaka mreze, sve je manji broj tacaka mreze u sloju,
odnosno rastojanje izmedu dvije tacke numerickog rjeSenja postaje neprihvatljivo veliko.

I na kraju, na posljednjoj Slici 5 dole, predstavljeni su grafici ta¢nih i numerickih rjeSenja za razlicite
vrijednosti parametra ¢ i broj tacka N = 33. Promjena parametra ¢ je veoma mala i na grafiku se ne mogu
uociti razlike izmedu tacnih rjeSenja. Medutim razlika izmedu numerickih rjesenja je velika. Na lijevoj
strani grafika, vidi se da nema dovoljno tacaka mreze u sloju i da su tacke numerickog rjeSenja previse
udaljene jedna od druge, te da je vrijednost greske velika (rastojanje tacaka numerickog rjeSenja od grafika
taénog rjesenja). Sa desne strane grafika, situacija je losija, posto se pojavljuju oscilatorna rjesenja. Plavim
tackama predstavljeno je numericko rjesenje za ¢ = 277975 i ne mose se uodciti sa grafika, da ovo rjesenje
odstupa od ta¢nog u okolini = 1. Zelenim tackama, predstavljeno je numericko rjesenje za ¢ = 27719, sa
grafika je lako uociti da se posljednja izracunata vrijednost numerickog rjesenja (za x = 1 ) razlikuje od
vrijednosti ta¢nog rjesenja—posljednja zelena tacka. I na kraju, posebno je kriti¢na situacija sa numerickim
rjeSenjem za ¢ = 277225 koje je predstavljeno ljubicastim tackama. Ovo numericko rjesenje ima veoma
izrazeno oscilatorno ponasanje. Vrijednost greske je veoma velika i ovakvo numericko rjeSenje je potpuno
neupotrebljivo, a samim tim njegovo ponasanje je potpuno neprihvatljivo. Eliminisanje ovakvih oscilatornih
rjeSenja je blisko povezano sa ispitivanjem stabilnosti metode.

Na osnovu testiranih primjera, mozemo zakljuciti da je uvodenje slojno—adaptivnih mreza dobra polazna
tacka za numericko rjeSavanje Cauchyjevih problema tipa (3) i slicnih. Danas je ovo podrucje predmet inte-
zivnog istrazivanja i ono se odvija u nekoliko smjerova, aproksimacija izvoda prilagodena ovim problemima,
razvoj specificnih metoda kao i modifikacija slojno—adaptivnih mreza.
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Zabavna matematika

Zadatak 1. Vedad i Bekir imaju isti rodendan. Vedad je bio dva puta stariji od Bekira, kada je Vedad imao
isto godina kao Bekir sada. Koliko godina ima Bekir?

Zadatak 2. Kapa sa Salom je plaéena 120 KM. Ako je kapa od Sala skuplja za 100 KM, koliko je kostao
Sal?

Zadatak 3. Ucitelj je zadao zadatak uceniku da od postavljenog broja oduzme 3, a zatim da rezultat podijeli
sa 9. Ucenik je pogresno razumio zadatak pa je od zadatog broja oduzeo broj 9, a rezultat podijelio sa 3 i
dobio rjesenge 43. Ucitelj naravno nije bio zadovoljan rjesenjem. Koje rjeSenje je trabalo dobiti ispravnim
radom?

Zadatak 4. U cetiri vrece se nalazi ista kolicina rize. Ako iz svake vreée uzmemo po 9 kg rize, onda u sve
cetiri vrece zajedno ostane onoliko riZe koliko je prije vadenja bilo u jednoj vreéi. Koliko je riZe ostalo u
svakoj od vreéa?

Zadatak 5. U jednoj godini je bilo 53 petka. Ako je 1. januar bio cetvrtak, koji dan u sedmici je bio 1.
april?

Ciljna skupina: svi uzrasti
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Nagradni zadatak: Sifra

Kriptografija je nauc¢na disciplina o metodama za slanje poruka (informacija) u oblicima koji ¢e biti razumljivi samo
onima koji ih ”znaju” procitati. Rije¢ dolazi od grckog pridjeva kriptos (kpumTos) znacenja skriven i glagola grafo
(ypapw), pisati. U ranoj fazi svog postojanja kriptografija je imala ¢ari umjetnosti. Poslednjih tridesetak godina
donosi nesto sasvim novo. Naime, umjetnost kriptografije se spaja sa naukom te tako danas govorimo o modernoj
kriptologiji, koja je temelj racunarske i komunikacione tehnologije. Zasniva se na strogim matematickim principima
i spaja oblasti kao Sto su teorija brojeva, teorija rac¢unarske kompleksnosti i teorija vjerovatnoce.

Jedna od najslavnijih masina za Sifriranje je poznata FEnigma. Prvobitno zamisljena kao komercijalni proizvod, u
¢emu nije uspjela, preuzeli su je njemacki nacisti, poboljsali je, ¢ime je postala glavni uredaj za Sifriranje u nacistickoj
Njemackoj. Prvi je njenu Sifru ”provalio” britanski matematicar Alan Turing (film The Imitation Game, 2014).

Zadatak. Poznati kriptolog Turingus na svojoj masini Enigma Sifrira poruke koje se satoje od znakova 1,
2, 8 4 (bilo kakve duZine), znakovima 1, 2, 3 i 4, koristeéi se tipkama malih i velikih slova a, b, ¢ i d.
Pritiskom na neku od ovih tipki na svojoj masini, mijenja izgled poruke.

e Pritiskom na tipku A pretvara jedinicu w dvicu i tricu.
e Pritiskom na tipku B pretvara dvicu u dvije trice i éetvorku.
e Pritiskom na tipku C' pretvara tricu u cetvorku i tri jedinice.
e Pritiskom na tipku D pretvara cetvorku u jedinicu i ¢etiri dvice.
Kada Turingus pritisne tipku malih slova, ona djeluje u suprotnom smjeru:
e a pretvara dvicu i tricu u jedinicu.
e b pretvara dvije trice i ¢etvorku u dvicu.
e ¢ pretvara Cetvorku i tri jedinice u tricu.
e d pretvara jedinicu i ¢etiri dvice u c¢etvorku.
Turingus bi Zelio kodirati poruku koja ima samo jedan znak, 2. On razmislja o Siframa sljedeceg oblika:
J5: Sifra sa najmanje pet jedinica, ali bez dvica, trica i cetvorki.
D5: Sifra sa najmange pet dvica, ali bez jedinica, trica i éetvorki.
T5: Sifra sa najmange pet trica, ali bez jedinica, dvica i cetvorki.
C5: Sifra sa najmange pet éetvorki, ali bez jedinica, dvica i trica.

Koju od ovih $ifri Turingus moZe postici iskljucivo koristeéi tipke malih i velikih slova a,b,c © d?

1. J5, D5, T54 C5 4. Samo J5, T51i C5 7. Samo J5 1 T5
2. Samo J5, D5 T5 5. Samo D5, T5 14 C5 8. Samo J5 i C5
3. Samo J5, D5 i C5 6. Samo J5 i D5 9. Samo D51 T5

Ciljna skupina: svi uzrasti
Rjesenje zadatka dostaviti najkasnije do 01.06.2024. godine, putem e-maila ili na adresu casopisa (postom)
Prvo pristiglo, ta¢no i potpuno rjesenje bit ¢e nagradeno novéanom nagradom od 50 KM.
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Rjesenje i rjesavatelji nagradnog zadatka iz Evolvente 5 (2) 2022.

Prvo, ta¢no pristiglo rjesenje nagradnog zadatka iz broja 5 (2) 2022. je dao Adnan Halilovié, Gimnazija
Zivinice, odjeljenje II 2. Time je ovaj rjesavatelj zasluzio predvidenu nagradu urednistva Evolvente.

Tacno rjesenje je dao i Mahir Salihbasié¢, student II godine studija matematike, PMF Tuzla, a ta¢no
ali nepotpuno rjesenje je dao i Esmir Zoletié.

Zadatak. Upisimo na 64 polja Sahovske ploce redom brojeve od 1 do 64, tako da u prvu vrstu upisSemo
brojeve od 1 do 8, uw drugu vrstu brojeve od 9 do 16 (slijeva udesno) i tako do osme vrste. Proizvoljno
postavimo 8 topova (na jedan od 40 320 nacina) tako da nijedan ne napada drugoga. Koliki je zbir brojeva
onih polja koja zauzimaju postavljeni topovi?

Slika 1: Jedan od moguéih 40 320 rasporeda topova na tabli.
Objavljujemo rjesenje (u cijelosti) .

Rjesenje: Numerisimo vrste (horizontalno) i kolone (vertikalno) $ahovske table redom sa brojevima
1 do 8. Sva 8ahovska polja popunjena su redom brojevima od 1 do 64. Na poziciji (1,1) ((vrsta, kolona))
imamo 1, na poziciji (1,2) je 2 i tako dalje do pozicije (8,8) gdje smo upisali broj 64. Nije tesko vidjeti da
¢e na poziciji (¢,7) (i broj vrste, j broj kolone, 4,5 € {1,2,3,4,5,6,7,8}) biti broj 8 + j — 8. Na primjer,
pozicija (2,1) ima broj 8-24+1—-8=09.
Znamo da se topovi ne napadaju medusobno ako se u svakoj vrsti i svakoj koloni nalazi ta¢no jedan top.
Neka su (ig,jx) (K = 1,2,...,8) pozicije na kojima se nalaze "nenapadajué¢ih” osam topova. Tada mora
biti,

i1+is+..+ig=j1+jo+...+js=1+2+3+4+5+6+7+8=36.
Zbir brojeva onih polja koja zauzimaju postavljeni topovi, bez obzira koju od 40 320 pozicija posmatrali,
jednak je
> = (8i1+j1 — 8) + (8ia +j2 — 8) + ... + (8is + js — 8).

Koristeé¢i komutativnost i asocijativnost iz ovoga imamo,

> =8(ix +iz+ .. +is) + (1 + 2+ ... + js) — 88 =836+ 36 — 64 = 260.

Ciljna skupina: svi uzrasti
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